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ʝrَّ الʸل
للعʺلاء تʨضّع ʨه تʽȞʷل ȞǼلʺة الʺقʨʸد مʙʴد. تʽȞʷل لʺلاحقة العʺلاء مʱعʙد بʤʻام ʦȞʴʱال لʺʶالة حلاًّ ʘʴॼال هʚا ǽقʙّم
،Ȍفق العʺلاء ʧʽب ما الʺʶافات على Ǽالاعʱʺاد ǼالʽȞʷʱل ʦȞʴʱال لʺʶألة ʅॽصʨت ʘʴॼال في ʛʡُح .ʙعॼال ثʻائي ȑʨʱʶʺال في
الʲلاثة. عʺلها ومʛاحل الʺقʛʱحة، الʨʵارزمॽة وصف حʨل ʘʴॼال مʹʺʨن یʨʴʺʱر الʺʳال. هʚا في الأʴǼاث ʦأه ʗضʛُعɦواس
أن إثॼات ʦوت .Ȍفق للʺʶافات قʛاءات على اعʱʺاداً الʺʳاورة الʛوʨȃتات مʨاقع (عʺʽل) روʨȃت كل ʙصʛی الأولى الʺʛحلة في
ʧع الʻاتج الاتʳاهات في ʧʽʽعʱال عʙم معالʳة كॽɿॽة في ʘʴॼال هʚا ʜّ̔ʺت . NP-Hard ʨه الʨʳار ʙرص مʶألة حل ʙʽتعق
لʳʺلة Ǽالॼʶʻة الʺʳاورة الʛوʨȃتات سʛعات ʙصʛب الʲانॽة الʺʛحلة في روʨȃت كل ǽقʨم إذ ،Ȍفق الʺʶافات على الॽʁاسات اقʸʱار
بʻاء الʽȞʷʱل لʺلاحقة لʛʴʱʽك رصʙها الʱي الʺعلʨمات ʧم الʛوʨȃت ʙʽفʱʶǽ الʨʳار. ʙرص نʱائج ʧم مʨʱافقة مʢʸلʴة احʙاثॽّات
مع الʽȞʷʱل لʺلاحقة الʛʴʱك اتʳاه ʙیʙʴʱل الʺʳʱانʶة الȄʨʴʱلات واسʙʵʱام ʦʤالأع Ǽالانʙʴار ʦȞʴʱال ʧʽب ʳǽʺع ʨل ʨؗوتʛب على
أفاق وتʛʷُح نʺʨذجॽّة، حالة في V-REP بʛنامج على للʨʵارزمॽة مʴاكاة إجʛاء نʱائج أǽʹاً ʘʴॼال ǽقʙّم .ȌॽʶǼ لاخʢّي ʦȞّʴʱم

الʨʵارزمॽة. هʚه ʛȄʨʢت



ʙȜش كلʸة

ʦعهॽʳʷت وعلى ،ȑإرشاد في ʦخلاصهȂو ʦهʽتفان على ȏʙالؒف عادل د. و ʥʴح لʸى د. ʧʽفʛʷʺال للʶادة الȄʜʳل ʛȞʷالǼ أتʨجّه
الॽʁʺة مʨʷرتهʺا على صالح ʦأب فارس والأسʱاذ حلاوة ʗخال للʨʱؗʙر ʛȞʷال ʟالʵǼ أتʨجّه كʺا .ʘʴॼال هʚا لإتʺام لي ʦودعʺه
ʦدع في ʦدهʨجه على خʨʸصاً ʙالʺعه وȂدارة عʺʨماً العالي ʙالʺعه في ʧʽالعامل ʛȞوأش الȄʛاضॽّة. العॼʁات ʠعǼ تʳاوز في

العلʺي. ʘʴॼال



الȂʦʯʲʸات

2 ʝrَّ الʸل

3 ʙȜش كلʸة

6 الأشȜال قائʸة

8 الʙمʦز قائʸة 1

10 مقʗمة 2
10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقʙّمة 1 . 2
12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الʺʛجॽّɻة الʙراسة 2 . 2
16 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ʘʴॼال مʨضʨع 3 . 2
17 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وحʙوده ʘʴॼال أهʙاف 4 . 2

18 الʹȂّʙʢة الʗراسة 3
18 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الʺقʛʱحة للʨʵارزمॽة العام الʨصف 1 . 3
18 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الʨʵارزمॽّة عʺل بʯʽة 1 . 1 . 3
19 . . . . . . . . . . . . . . . . ʙاحʨال الʛوʨȃت Ȑʨʱʶم على الʨʵارزمॽة عʺل مʛاحل 2 . 1 . 3
21 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رȄاضॽة مقʙمة 2 . 3
21 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الȄʛاضي الॽʰان 1 . 2 . 3
27 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ȑʨʱʶʺال في الॽʰان تʺʽʲل 2 . 2 . 3
35 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الʨʳار ʙرص خʨارزمॽة 3 . 3
36 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N = 2 حالة 1 . 3 . 3

4



5

37 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N = 3 حالة 2 . 3 . 3
39 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N > 3 حالة 3 . 3 . 3
42 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N = 2 عʙʻما الʷاذة الʴالات 4 . 3
45 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الʛʶعة ʙرص 5 . 3
47 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الʺʲلॽʲة الʨʱاǼع Ǽاسʙʵʱام الأولى: الȄʛʢقة 1 . 5 . 3
54 . . . . . . . . . . . . . . الؔʺʨن وتʨاǼع العʙدǽّة Șائʛʢال Ǽاسʙʵʱام الʲانॽة: الȄʛʢقة 2 . 5 . 3
60 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الʽȞʷʱل ملاحقة 6 . 3
61 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الʛوʨȃتات نʺʚجة 1 . 6 . 3
63 . . . . . . . . . . . . . . . الʺʳʱانʶة الهʙʻسॽّة والȄʨʴʱلات الʺʳʱانʶة الإحʙاثॽّات 2 . 6 . 3
66 . . . . . . . . . . . . . . . الʺʳʱانʶة الهʙʻسॽّة ǼالȄʨʴʱلات الʺلاحقة الʻقʢة ʙیʙʴت 3 . 6 . 3
68 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الʽȞʷʱل ملاحقة 4 . 6 . 3

72 الʲʸاكاة نʯائج 4
72 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الʨʳار ʙرص خʨارزمॽة 1 . 4
73 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الʛʶعة ʙرص خʨارزمॽة 2 . 4
74 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الؔاملة الʨʵارزمॽة مʴاكاة 3 . 4

78 الʯʴʸقʮلॻة والآفاق الʳلاصة 5
78 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الʵاتʺة 1 . 5
79 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الʺʱʶقʰلॽّة الآفاق 2 . 5

81 رȂاضॻّة ʥʻاهʙب ا
81 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مʱعǽʙّة علاقة الاتʸال ا . 1
82 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C في الʺʶافات على الʺʴافʤة الʨʱاǼع ا . 2
83 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . NP-Hard مʶألة هي sj الأعʙاد إʳǽاد مʶالة ا . 3
87 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . cos(θ(Z)− ψ(Z)) الʱاǼع ʅȄʛتع بʛهان ا . 4

90 العلॻʸَّة الʙʸاجع



الأشȜال قائʸة

11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تʽȞʷل في تʛʴʱك ʡائʛة روʨȃتات 1 . 2
13 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Oh et al. (2015) الʨʱضّع نॽّʰʶة الأنʤʺة 2 . 2
14 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Oh et al. (2015) الʨʱضّع مʴلॽّة الأنʤʺة 3 . 2
16 . . . . . . . . . . . . . Suttner and Sun (2018) قʙمها الʱي الʨʵارزمॽة عʺل مʴاكاة 4 . 2
22 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . العامة الʴالة في الॽʰان 1 . 3
22 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الʺʨجّه ʛʽغ الॽʰان 2 . 3
23 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ȌॽʶǼ بॽان 3 . 3
24 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تام بॽان 4 . 3
24 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مʱʻهॽة رحلة 5 . 3
25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مʶار 6 . 3
26 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ȘȄʛʡ 7 . 3
28 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ȑʨʱʶʺال في للॽʰان تʺʽʲل 8 . 3
29 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لॽʰان Ǽالॼʶʻة ʧʽʯؔافʱم ʧʽلʽʲʺت 9 . 3
35 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ،ȘلʢʺالǼ ʖوصل الʨجʨه رȃاॽɺات ʧم مʨّȞن بॽان ʙʽلʨت 10 . 3
37 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N = 2 حالة في الʨʳار ʙرص 11 . 3
38 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ،N = 3 حالة في الʨʳار ʙرص 12 . 3
40 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N > 3 حالة في الʨʳار ʙرص 13 . 3

الʶॽار وȂلى ،n = 0 Ȍسʨال وفي ، n = 1 ʧʽʺॽال إلى ،n لـ مʱʵلفة ʦॽʀ ثلاثة مع N = 4 حالة 14 . 3
41 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .n = −1
41 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n = 2 حالة 15 . 3

ʧʽʱحال الأسفل وفي واحʙة. اسʱقامة على r3 و r1 و r0 الʛوʨȃتات لاصʢفاف ʧʽʱحال الأعلى في 16 . 3
43 . . . . . . . . . . . . . . . . . واحʙة. اسʱقامة على r3 و r2 و r0 الʛوʨȃتات لاصʢفاف

6



الأشȞال قائʺة 7

44 . . . . . . . . . . . . . . . واحʙة اسʱقامة على r2 و r1 و r0 الʛوʨȃتات لاصʢفاف ʧʽʱحال 17 . 3
45 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واحʙة اسʱقامة على الأرȃعة الʛوʨȃتات اصʢفاف حالة 18 . 3
53 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∆̄ > 0 حالة في Z بʙلالة ϕ و −ϕ 19 . 3
53 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Z بʙلالة ψ و θ 20 . 3
54 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الفʛاغ. في الʴلʨل مʨʺʳعة تʺʽʲل 21 . 3
61 . . .Summers et al. (2009) ʖʶʴǼ ʦʤالأع الانʙʴار ʦȞʴʱم في الʺʛغȃʨة ʛʽغ الاسʱقʛار حالات 22 . 3
62 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اللاجانʰي الʛوʨȃت نʺʨذج 23 . 3
67 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ʝॽʽتق بʙون ʝانʳʱم بȄʨʴʱل ملاحقة لʻقʢة مʲال 24 . 3
68 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ʝॽʽتق مع ʝانʳʱم بȄʨʴʱل ملاحقة لʻقʢة مʲال 25 . 3
70 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . θ, γ, δ الʜواǽا 26 . 3
73 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . الʨʳار ʙرص خʨارزمॽة مʴاكاة نʱائج 1 . 4
76 . . . . . . . . . . الʺʴاكاة. أثʻاء ʙعॼال مʶʱاوȄة زمॽّʻة لʤʴات خلال الʛوʨȃتات تʨزّع یʨضّح شȞل 3 . 4



الʙمʦز قائʸة

الفʸل

1

الʸعʹى ʚمʙال
رȄاضي بॽان G

عقʙة n بـ الʱام الȄʛاضي الॽʰان Kn

الॽʰان ʙعق مʨʺʳعة V
الॽʰان حʨاف مʨʺʳعة E

الʺʛتॼة الॽʰان ʙعق مʨʺʳعة (vi)i=1..n

الʺʛتॼة الॽʰان حʨاف مʨʺʳعة (ei)i=1..n

ʙالعق مʨاضع ʧع ʛّhعǽ ȑʨʱʶʺال في للॽʰان تʺʽʲل p = (p1, . . . , pn)
ȑʨʱʶʺال في للॽʰان ʧّ̔مع لʽʲʺʱل Șافʨʺال الʺʶافات شعاع d = (d1, . . . , dm)

G للॽʰان Șافʨʺال الʺʶافات تاǼع fG(p)
Henneberg بॽانات مʨʺʳعة H

أصغȄّʛاً الʸلॼة الॽʰانات مʨʺʳعة RM
الʺʢلقة الإحʙاثॽّات الʳʺلة RG

الʺʢʸلʴة الإحʙاثॽات جʺلة R0

الʺʙروس) (الʛوʨȃت للʨʵارزمॽة Șّhʢʺال الʛوʨȃت ʨه r0 ʘʽح j ʖʽتʛʱال ذو الʛوʨȃت rj
ȑʙعق كعʙد j ʖʽتʛʱال ذو الʛوʨȃت مʨضع pj = xj + iyj

ϕ بʜاوȄة دوراني هʙʻسي تȄʨʴل fϕ(z)
x الʺʨʴر مع ψ الʜاوȄة ʻʸǽع ʦॽʁʱʶم حʨل انعȞاسي هʙʻسي تȄʨʴل gψ(z)

j و i ʧʽتʨȃوʛال ʧʽب الʺʶافة di,j
والʛوʨȃت الʺʙروس الʛوʨȃت ʧʽب الʺʶافة dj = d0,j
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الʸعʹى ʚمʙال
rj الʛوʨȃت مʨضع زاوȄة θj

rj−1 والʛوʨȃت rj الʛوʨȃت مʨضع ʧʽب الʜاوȄة δj
الʺʨاضع ʙرص معادلة Șقʴت الʱي الأعʙاد sj

R0 الإحʙاثॽّات لʳʺلة Ǽالॼʶʻة rj الʛوʨȃت سʛعة 0vj
RG الإحʙاثॽّات لʳʺلة Ǽالॼʶʻة rj الʛوʨȃت سʛعة Gvj

RG للʳʺلة Ǽالॼʶʻة R0 الʳʺلة مʴاور دوران سʛعة Ω = ΩC/G

سلʺي كʺقʙار rj الʛوʨȃت سʛعة Vj
الʱقاʡع لʹʺان ʧʽتʛدائ ȑʜ ʛؗم ʧʽب للʺʶافة الأدنى ʙʴوال الأعلى ʙʴال U,L

ʧʽتʛدائ تقاʡع لʹʺان Z للʺʨʴʱل الأدنى ʙʴوال الأعلى ʙʴال Z−, Z+

x الʺʨʴر ʧʽتʛدائ تقاʡع نقʢة ʧʽب الʜاوȄة θ
x والʺʨʴر دائʛة ʜ ʛؗم ʧʽب الʜاوȄة ψ

ثانॽة دائة مع الʱقاʡع ونقʢة دائʛة ʜ ʛؗم ʧʽب الʜاوȄة ϕ
j Ǽالʙائʛة Șعلʱʺال الؔʺʨن تاǼع Uj

الʙʱرج نॼلا، ʛثʕم ∇
الؔʺʨن تاǼع هॽʶان HU

ʦॽʁʱʶʺǼ ȑʨʱʶʺال ʦॽʶتق ʧع ʧʽʳاتʻال ʧʽȄʨʱʶʺال نʸفي W−,W+

العʙدǽة الʛʶعة ʙرص مʶألة حلʨل XS, YS, ZS
Z لـ مʙّʴدة ॽʀʺة أجل ʧم الؔʺʨن لʱاǼع الأدنى الॽʁʺة Ũ

ȑدʙالع الʴل لقʨʰل الʢʵأ عॼʱة ξ
للʺʶافات الؔʺʨن تاǼع تʙرج ʖʶʴǼ ʦȞʴʱال إشارة u
RR للʳʺلة y و x ʧȄرʨʴʺال على الʨاحʙة أشعة uRx,uRy

RG للʳʺلة Ǽالॼʶʻة C الʻقʢة سʛعة vC/G

Ȑʛʶॽوال الʻʺॽى ʧʽʱلʳالع دوران سʛعة ωR, ωL
العʳلة ʛʢق نʸف r

والعʳلة الʛوʨȃت ʜ ʛؗم ʧʽب الʺʶافة δ
RG الʺʢلقة الʳʺلة في x والʺʨʴر الأمامي الʛوʨȃت مʨʴر ʧʽب الʜاوȄة ϕ



مقʗمة
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مقʗّمة 1 . 2
Șلʢان مʲلʺا الʺعلʨمॽّات ثʨرة ʛʸع Șلʢان فʺعه الȄّʛʷॼة. تارȄخ في الاخʛʱاعات ʦأه ʙأح Computer الآلي ʖاسʴال ʙعǽ
الآلي ʖاسʴال ʜّ̔ʺǽ ما ʧؔول .ʨادیʛال اخʛʱاع مع الاتʸالات ثʨرة ʛʸوع ،ȑارʵॼال الʺʛّʴك اخʛʱاع مع الʻʸاॽّɺة الʨʲرة ʛʸع
الʨʻؔʱلʨجي الʱقʙّم أفʹى فʙȄʛة. مʜاǽا ʖاسʨʴال Ȍȃر ǽقʙّم إذ معاً، ʖاسʨح عʙة Ȍȃر على القʙرة ʨه ʨادیʛوال ȑارʵॼال الʺʛّʴك ʧع
ʖاسʴال فأصॼح فاعلॽّة، ʛʲأك لॼʸʱح الʨʵارزمॽّات وتʨّʢر ʖاسʨʴلل ʖلʸال العʱاد تʨّʢر إلى الʺعلʨمات تقانة مʳال في والعلʺي
معقʙّة مهام Ǽأنها "ذॽّؗة" Ǽالقʨل ʙʸنق "ذॽّؗة". ȄʛʢǼقة الإنʱاج ȋʨʢʵǼ ʦȞّʴʱال مʲل معقʙّة حʶابॽّة مهام أداء على قادراً ʙاحʨال
تʛȄʨʢها، ॽّɿॽة وؗ العʺل آلॽّة ʧع قʛارات اتʵاذ في ʦاهʶت معلʨمات لاسʵʱلاص الʺعॽʢات ʧم ʛʽʰك ʦك تʴلʽل على ʙʺʱوتع
في أساسॽّاً ȑʛʷॼال ʛʸʻالع یॼقى العʺل. أثʻاء الʺʱغʛّ̔ات مʛاعاة مع أمʲلي ȞʷǼل ّ̋ة الʺه أداء كॽّɿॽة ʧع "خʛʰة" مʛاكʺة وȃالʱالي
قʛارات واتʵاذ الʺʢॽʴة الʛʤوف مع ʦأقلʱال على العالॽة القʙرة أو الʛʰʵة ʧع ناتʳة عالॽة مهارة ʖّلʢʱت الʱي الʺعقʙّة الʺهام ʠعǼ
قاصʛة تʜال لا فهي الʶʴابॽة العʺلॽّات ʧم فلॽّؔة أعʙاد إجʛاء على ʖاسʨʴال قʙرة ʧم ʦغʛال وعلى الʛʴجة. اللʤʴات في حاسʺة

والʺʴاكʺة. ʦعلʱال في ȑʛʷॼال ʛʸʻالع مʳاراة ʧع
یɦʺʱّع نʤام Ǽأنه عام) (ȞʷǼل وتعȄʛفه Agent العʺʽل مفهʨم ʅȄʛعʱب سʺح Artificial Intelligence ʻعي ّy ال الʚّكاء تʨّʢر إن
الأمʲلة ʠعǼ ʛؗʚن معʻّ̔ة. مهʺة لأداء ʟʸʵم عʺʽل أنه على الʛوʨȃت نعʛّف أن ʧȞʺǽ ومʲلها الاسʱقلالॽّة. ʧم عالॽة بʙرجة
.ʧمʜال ʧم ʙلعق الʺȄʛّخ ʖ ʨؗك اسʷؔʱف ȑʚال Opportunity روʨȃت مʲل ʖاكʨؔلل الʺʷؔʱʶفة الʛوʨȃتات فʺʻها الʛوʨȃتات، على
والʺȄʛّخ الأرض ʖ ʨؗك ʧʽب الʷاسعة الʺʶافة أن إلا الʺعلʨمات لʽʸʴʱل الʛوʨȃت هʚا مع ʛʺʱʶʺال الʨʱاصل ʧم ʦغʛال وعلى
هʚه إن .ʛʲأك أو ʛشه إلى تʸل لفʛʱة الʛʱاسل یʻقʢع ʙق الأحॽان ʠعǼ وفي دॽʀقة. 45 حʱى تʸل تʛاسل أزمʻة إلى أدت
على قادر ʨȞǽن أن الʛوʨȃت على ʖʳॽɾ الاسʱقلالॽة، ʧم عالٍ Ǽقʙر یɦʺʱّع ʘʽʴǼ الʛوʨȃت ʦॽʺʸت على العلʺاء أجʛʰت القʨʽد
أمʲلة ʧم الاخॼʱارات. وȂجʛاء الاسʷؔʱاف ʖجان إلى الʺॽّʵȄʛّة الȄّʨّʳة العʨامل ʧم والهʛوب الʛّʴʱك أثʻاء العॼʁات ȑوتفاد ʙرص
لʽʳʶʱلها الʺفʙʽة الʺعلʨمات واسʵʱلاص وتلقائي فاعل ȞʷǼل الʺʨاقع اسʷؔʱاف على قادرة فهي ʘʴॼال مʛّʴكات أǽʹاً الʛوʨȃتات

.ʘʴॼال فهارس في
والʳʱهʜʽات. الأدوات ʧم واسع ʅॽʡ ʖّلʢʱت مهام لأداء مʱʵلفة Ǽاخʸʱاصات مʸʸʵʱة روʨȃتات عʙّة Ȍȃر إمȞانॽّة اخʛʰʱت
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تʽȞʷل في تʛʴʱك ʡائʛة روʨȃتات :1 . 2 الȞʷل

ثʨرة إلى الʺʳال هʚا في الʨʢʱر ǽفʹي أن الʺʨʱقّع ʧوم الʺعلʨمॽّات، ثʨرة إلى Ȑأد ȑʚال ʖاسʨʴال Ȍȃʛل الʺȞافئ ʨه Ȍȃʛال وهʚا
لأداء الʺʛʱاʢǼة الʛوʨȃتات ʧم مʨʺʳعة أنه على Robots Swarm الʛوʨȃتات سʛب مفهʨم نعʛّف أن ʧȞʺǽ الʛوʨȃتات. ʛʸع
الʛʰʵات تॼادل ʶǼهʨلة ʻȞʺǽها وȃالʱالي الʛʱاسل، تʨʻؔلʨجॽا Ǽاسʙʵʱام ʶǼهʨلة الʺعلʨمات تॼادل الʛوʨȃتات لهʚه ʧȞʺǽ معʻّ̔ة. مهʺة
ȞʷǼل القʛارات اتʵاذ على روʨȃت كل قʙرة ʧم ʦغʛال فعلى ،ʙأعق عʺلॽّة فهي القʛار صʻع أو الʺʴاكʺة أما واسʱعʺالها. وتʻȄʜʵها
القʛار. ʚʽفʻʱل الʛوʨȃتات تʱعاون ʘʽʴǼ ّ̋ة الʺه ʚʽفʻʱل الʛʶب Ȑʨʱʶم على ʙواح قʛار اتʵاذ ʖّلʢʱی الʛʶب عʺل أن إلا مʱʶقل،
الʛوʨȃتات) (أو العʺلاء ʧم سʛب في ʙواح قʛار اخॽʱار مʶألة وهي ، Consensus ȑأʛالǼ الاتفاق ʶʺǼألة الʺʶألة هʚه تʶʺى
على القʛار صʻع عʺلॽة ʦʶنق أن ʧȞʺǽ مȞّ̡ف. ʘʴǼ مʨضع الʺʶألة وهʚه مʱʶقل، ȞʷǼل یʛʸʱف روʨȃت كل أن ʦالعل مع
Ȑʨʱʶʺوال الʺʛجʨّة، الʛʶب مهʺة Șʽقʴت ॽɽǼة الʛʶب Ȑʨʱʶم على القʛار اتʵاذ ʨوه الأعلى Ȑʨʱʶʺال ،ʧʽȄʨʱʶم إلى الʛʶب Ȑʨʱʶم
اتʵاذ إن الʛʶب. Ȑʨʱʶم على الأعلى القʛار ʚʽفʻت ॽɽǼة الʛوʨȃت Ȑʨʱʶم على الʺʢلȃʨة Ǽالإجʛاءات القʛار اتʵاذ ʨوه الأدنى
ʖّلʢʱʽف الأدنى Ȑʨʱʶʺال على القʛار اتʵاذ أما لإنʳازها، الʺʢلȃʨة والʨʢʵات الʺهʺة حʨل یʨʴʺʱر الأعلى Ȑʨʱʶʺال على القʛار
في قʛار صʻع لʺʶألة مʢʶॼاً مʲالاً ʚنأخ ʧʽȄʨʱʶʺال ʧیʚه ʧʽب الفʛق لʨʱضॽح الفʛدǽّة. الʛوʨȃتات حالة الاعॼʱار ʧʽعǼ ʚالأخ
الʺʶائل ʛʲأك ʧم واحʙة ،ʧّ̔مع للʛوʨȃتات) نʰʶي تʨضّع (أو تʽȞʷل ʧʺض الʯʽʰة في الʛّʴʱك مʶألة وهي الʛوʨȃتات، ʧم سʛب

الأدبॽّات. في الʺʙروسة

هʚه أداء إن كارثة. وقʨع ʙعǼ ʧʽناج ʧع ʲʴǼاً خʛʢة جغʛاॽّɾة مʶاحة اسʷؔʱاف Ǽʺهʺة مȞلّف الʛوʨȃتات ʧم سȃʛاً أن لʻفʛʱض
ʗوق Ǽأسʛع الʺʱʶهʙفة الʳغʛاॽّɾة الʺʶاحة كامل تغॽʢة ʧȞʺǽ ʘʽʴǼ الʛوʨȃتات ʧم عʙد ʛʰأك اسʱعʺال ǽقʱʹي ʛʶǼعة الʺهʺة
اسʷؔʱاف لʹʺان ʦʤʻم ȞʷǼل الʛّʴʱك ʧم ʙب فلا الʺهʺة هʚه أداء في الفعالॽّة لʹʺان ʧؔول .ʧʽاجʻال ʧم عʙد ʛʰأك وȂنقاذ
ʝنف لاسʷؔʱاف جهʙه روʨȃت ʧم ʛʲأك یهʙر لا ʘʽʴǼ الʺʷؔʱʶفة الʛوʨȃتات ʧʽب ʙاعॼʱال ولʹʺان ثغʛات، تʛك دون ȋقاʻال كل
الʴالة هʚه وفي الʛوʨȃتات، ʧʽب ʖاسʻم ʙاعॼت مع خʢّي تʽȞʷل ʧʺض الʛوʨȃتات ʥȄʛʴʱب الʺهʺة هʚه ʚʽفʻت ʧȞʺǽ الʺʢʻقة.
الʛّʴʱك مʶار إن مأهʨلة. ʛʽالغ ȘʡاʻʺالǼ وانʱهاءً سȞّانॽّة كʲافة ʛʲالأك ȘʡاʻʺالǼ بʙءاّ مʶح مʶار لاتॼاع الʛʶب بʛمʳة ʧȞʺǽ
ʧʽاجʻال ʙرص في الʺʸʸʵʱة الʳʱهʜʽات ʧم مʨʺʳعة اسʙʵʱام فهي الفʛدǽّة الʛوʨȃتات مهام أما كȞل، الʛʶب مهʺة ʨه هʚا
الʻاجي حالة ȑʛّʴت ॽɽǼة ʘʴॼوال الʛʴʱك ʧع الʛوʨȃت یʨʱقّف أن ʧȞʺǽ ناج على الʛوʨȃتات ʙأح ʛʲعǽ عʙʻما الʛʴʱك. أثʻاء
مع ʦأقلʱال الʺॽʁॼʱة الفʛدǽّة الʛوʨȃتات على ʖʳȄو ʘاحǼ روʨȃت خʶارة مع ʦأقلʱال الʛʶب على ʖʳॽɾ الʴالة هʚه في الॽّʴʸة.
الʛوʨȃتات، Ǽاقي مع ʘʴॼلل الʛوʨȃت ǽعʨد أن ʧȞʺǽ ȑʛʷॼال ȘȄʛالف ʸǽل أن ʙعǼ الʽȞʷʱل. في الʨʱزّع وȂعادة الʙʳیʙة الʴالة هʚه

مʙʳداً. ʦأقلʱلل الʛʶب ǽعʨد أن ʖʳǽ وعʙʻها
الʺʶألة هʚه حل ʧȞʺǽ الʺʢʻقة. لʺʶح الʽȞʷʱل ʥȄʛʴت مʶألة ʧم تعقʙʽاً ʛʲأك ʙاحʨال الʛوʨȃت Ȑʨʱʶم على القʛار صʻع مʶألة إن
ȋاॼارت كॽɿॽة أو الʺʶألة ȋوʛش أو للʛوʨȃتات الʺʱاحة الʺعلʨمات Ǽاخʱلاف تʱʵلف للʴل مقارȃات عʙة ʙجʨت إذ مʱعʙدة، ʛʢǼق
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للʴل. دراسʱها Șʰس الʱي الʺʱʵلفة Șائʛʢال فʽها نʻʸف الʺʶألة لهʚه مʛجॽّɻة دراسة یلي ॽɾʺا ʞاقʻن بॼعʹها. الʛوʨȃتات

الʙʸجॻّɹة الʗراسة 2 . 2
ʦȞʴʱالǼ الʵاصة الʙراسات ʠعǼ ʣهʛت ʘʽح الʶʱعʻʽات، مʸʱʻف في الʛوʨȃتات Ǽأسʛاب ʦȞʴʱال مʶألة في الأʴǼاث بʙأت
ʅॽصʨت أول P.K.C.Wang and Hadaegh (1994) في ʛʡُح الفʹائॽة. ॼات ʛؗʺال أو الʢائʛة ॼات ʛؗʺال ʧم بʽȞʷʱل
للʴل. جʙیʙة سॼلاً تʷؔʱʶف أʴǼاث عʙة Ǽعʙها ʣهʛت تʽȞʷل. وملاحقة Șʽقʴʱل الʛوʨȃتات ʧم ʨʺʳʺǼعة ʦȞʴʱال لʺʶألة مʱȞʺل

فʯات: 5 ʧʺض ǼالʽȞʷʱل ʦȞʴʱال مʶألة لʴل الʺقʛʱحة الʴلʨل الʺʕلف ʻʸǽف ، Scharf et al. (2004) في
الʺʱغʛʽات: مʱعʙدة ʦʤʻال بʨʺʻذج ʦȞʴʱال فʯة .1

مʨʺʳع ʧم مʨّȞن بʤʻام ʦȞʴت ʧʽانʨق الʙراسات هʚه ʗحʛʡ ʘʽح الؔلاسॽȞॽة، ʦȞʴʱال ʖʽأسال الʙراسات أولى ʗاولʻت
Hadaegh et al. (2000) ففي ، الؔلاسॽȞॽة Șائʛʢال Șوف الاسʱقʛار تʙرس أʴǼاث ʣهʛت وسȄʛعاً الʛوʨȃتات. جʺॽع
دراسات تلʱها .ȑʛأصغ الʴالة فʹاء بʨʺʻذج مʺّ̡ل الʛوʨȃتات ʧم ʛʶǼب ʦȞʴʱی LQG ʦȞʴʱم ʦّ̋وص تؔلفة مॽɻار عʛَُف
تॼادل إمȞانॽّة ʗفॽوأض الʺʺʻȞة الॽʁاسات على قʨʽد ʗضʛُف Sparks (2000) ففي الʺʶألة، على القʨʽد ʧم ʙȄʜت

الʛوʨȃتات. ʧʽب الʺعلʨمات
القائʙ-تاǼع: خʨارزمॽات فʯة .2

ʧʺʹʱت ʙق .ʙالقائ نʙعʨه ʛآخ روʨȃت ملاحقة Ǽاتʳاه الʛوʨȃت تʙفع فʽها ʦȞʴʱال ʧʽانʨق لأن ʦالاس بهʚا الفʯة هʚه ʗʽّ̋ الʺʳالسُ ʗʴʶأف الʙʳیʙة الॽّɻॼʱة علاقة ʧؔول كلاسॽȞॽة، ʦȞّʴت ʖʽأسال الفʯة هʚه ʗʴت الʺʕلف صʻفها الʱي الʨʵارزمॽات
ʦȞʴʱال قانʨن دراسة حʨل قائʙ-تاǼع خʨارزمॽات دراسة تʨʴʺʱر عام ȞʷǼل قادة. عʙة أو ʙواح ʙقائ ذات أسʛاب لʙراسة
الʢʵي ʦȞʴʱكال الؔلاسॽȞॽة ʦȞʴʱال Șائʛʡ مʱʵلف الʙراسات ʧم ʙیʙالع ʗاولʻت ʘʽح ،ʙالقائ الʛوʨȃت Ǽʺلاحقة الʵاص

الॽّؔʱفي. ʦȞʴʱوال ʙلʸال ʦȞʴʱال أو
الافʛʱاضॽة: Ǽالॽʻʰة ʦȞʴʱال فʯة .3

ʘʽح الفʛاغ. في ʖصل ʦʶج أنه على الʽȞʷʱل إلى ʛʤُ̒ف مʱʵلفة، ʛʤن وجهة ʧم الʺʶألة الفʯة هʚه في الأʴǼاث ʗاولʻت
ॽɿॽة وؗ الʽȞʷʱل حʨل الʙراسات هʚه تʺʨʴرت ملاحقʱها. الʛوʨȃتات على ʖʳǽ الʱي الʺʛجॽّɻة الإشارة الʽȞʷʱل ǽʺّ̡ل
سʛعة أو الʽȞʷʱل ʛʰع الاضʛʢاǼات ʙامʵت مʲل الʽȞʷʱل هʚا على دیʻامॽȞॽة ʟائʸخ عʛف وȃعʹها الʛوʨȃتات، ȌǼاʛت

والʙوران. الʛʴʱك
الʴلॽّʁة: الأسʛاب فʯة .4

تأثʛʽات ʦʵʹʱت ʙق إذ الॽّɻॼʱة، ʧم حلقة فʽها ʙجʨی الʱي قائʙ-تاǼع فʯة ʧم الʵاصة الʴالة الفʯة هʚه في الأʴǼاث ʗاولʻت
ثلاثة ʧم لʛʶب الʵاصة الʴالة الأʴǼاث ʦʤمع ʗاولʻت الʛʶب. في الॽّɻॼʱة حلقة ʖʰʶǼ الʽȞʷʱل على الاضʛʢاǼات

للʺʲلʲات. الهʙʻسॽّة ʟائʸʵال ʖʰʶǼ روʨȃتات
ॽّة: ʨؗلʶال الʨʵارزمॽّات فʯة .5

مȞʴʱʺات عʙة ʖاكʛت ناتج ʨه روʨȃت كل سلʨك ʨȞǽن ʘʽح ، Arkin (1998) ʨه الʺʳال هʚا في الأول الʺʛجع إن
Șʽʰʢت ʧȞʺǽ فʺʲلاً سهل، ȞʷǼل الʺهام Ǽفʸل الأسلʨب هʚا ʶǽʺح مʙʴد. سلʨك Șʽقʴت على ʦȞʴʱم كل ʛʴǽص ʘʽʴǼ
تʲقʽل على وʻȃاء الʺʛغʨب، الʶلʨك ʧʺʹǽ ʦȞʴت قانʨن إلى إضافة العʺلاء ʧʽب الʸʱادم ȑتفاد على ʛʴǽص ʦȞʴت قانʨن
"الʶلʨك" ʅȄʛتع الأدبॽات تʙرس .ʧʽʱʺالʺه Șʽقʴت لʹʺان ʧʽقǼاʶال ʧʽنʨالقان ʖʶʴǼ ʦȞʴʱال إشارتي جʺع ʧȞʺǽ ʧّ̔مع

بʻʽها. الʱʹارب وحالات ʦȞʴʱال إشارات تʲقʽل ॽɿॽة وؗ علॽه والعʺلॽّات
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Oh et al. في ʛʡُح الʶاǼقة. الفʯات ʧم فʯة ʧم ʛʲأك ʗʴت تʙʻرج دراسات ʙجʨت إذ حاسʺاً، تقॽʶʺاً ʝॽل Șابʶال ʦॽʶقʱال إن
ʜّ̔وم الʺʳال في الʨʢʱرات الاعॼʱار ʧʽعǼ ʙیʙʳال ʅॽʻʸʱال هʚا ʚأخǽ ǼالʽȞʷʱل. ʦȞʴʱال مʶألة لʴلʨل مʱʵلفاً تॽʻʸفاً (2015)

روʨȃت. لؔل الʺʨʱفʛة الʺعلʨمات ʖʶʴǼ الʙراسات ʧʽب
الʺعلʨمات على بʻاء كل معʻʽة حالة Ǽاتʳاه العʺلاء كل دفع كॽɿॽه في لاء ʨؗال مʱعʙد نʤام في ʦȞʴʱال مʶألة ʟّɻ تʱل عام ȞʷǼل
ʜʳʻی ʘʽʴǼ الʱقلǽʙʽة، Ǽالʛʢق الʺʢلʨب Șقʴت مȞʴʱʺات ʦॽʺʸت ʧȞʺǽ مʱاحة الʺعلʨمات كلّ تʨؔن عʙʻما Ǽالॼʢع له. الʺʱاحة
العʺʽل في خلل حʙوث ʙʻع Ǽأكʺله الʤʻام انهॽار مȞʷلة ʛهʤت ʧؔول .ʙالقائ نॽʺʶه العʺلاء ʙأحǼ فȄʜʽائॽاً ȘفʛȄو عʺلॽاً ʦȞʴʱʺال
تقʱʹي ،ʦȞʴʱال في Ȅʜة ʛؗاللام إلى الʙراسات ʗهʳات ʥلʚل الʺʺʻȞة. الʺعلʨمات كل لʽʸʴʱل العʺلॽّة الʸعȃʨة إلى إضافة ،ʙالقائ
الʺعلʨمات تॼادل فإن عʺلॽّاً ॽʀاسها. على القادر الʺعلʨمات ʠعȃو لʴالʱه تاǼعة عʺʽل كل في ʦȞʴʱال إشارة تʨؔن أن Ȅʜة ʛؗاللام

الʽȞʷʱل. Șلاحॽل عʺʽل لؔل جʙیʙة معلʨمات وॽʱȄح Șʽʰʢʱال سهل
لا الʺʢلʨب؟. الʶلʨك كاملاً الʤʻام Șقʴǽ ʘʽʴǼ قʛاره علʽها لʻʰʽي عʺʽل لؔل الؔاॽɾة الʺعلʨمات ماهي الʱالي: الʶʱاؤل نʛʢح
اقʛʱاح ʨʴن Ǽعʙها الʙراسات ʗوسع الʺعلʨمات، كافة ʛافʨت حالة في الʺʶألة بʙراسة بʙأ الʺʳال هʚا في الأʴǼاث أول أن ʥش
الʺعلʨمات مʸادر ʙح على الʙراسات ʜت ʛؗت للعʺلاء. الفȄʜʽائي ʦॽʺʸʱال Ȍॽʶॼت إلى سॽɻاً أقل، لʺعلʨمات ʴǼاجة خʨارزمॽات
علاقات تȞʷل .Ȍفق جʛʽانه مع الʺعلʨمات عʺʽل كل یॼʱادل ʘʽʴǼ الʛʽʳان، ʦهʨعʙن ʧȄʛالآخ العʺلاء ʧم ʧʽمع Ǽعʙد عʺʽل لؔل

إلى: الʺʱاحة الʺعلʨمات ʘʽح ʧم والʨʵارزمॽات الʺȞʴʱʺات ʅॽʻʸت ʧȞʺǽ الʳʱاور. ʨʰʢǼلʨجॽا ʶǽʺى ما معاً الʳʱاور
الʺعلʨمات وॼʱȄادل مʢلقة. مʛجॽɻة لʳʺلة Ǽالॼʶʻة وتʨجهه) (إحʙاثॽاته مʨضعه عʺʽل كل ʝॽʁǽ :Șلʢم بʨʱضّع أنʤʺة •
ʶǽʺح ʧؔول الʺهʺة لأداء ضʛورȄّاً ʝॽل الʛʽʳان مع الʺعلʨمات تॼادل إن كاملاً. للʤʻام مʛغʨب سلʨك Șʽقʴʱل جʛʽانه مع

الأداء. ʧʽʶʴʱب
وॼʱȄادل Ǽالʛوʨȃت. مʛتʢॼة مʛجॽɻة لʳʺلة Ǽالॼʶʻة جʛʽانه ʧم كل إحʙاثॽات عʺʽل كل ʝॽʁǽ نʰʶي: بʨʱضع أنʤʺة •
الʺʢلȃʨة. الʺهʺة Șʽقʴʱل ȑورʛض الʺعلʨمات تॼادل إن كاملاً. للʤʻام مʛغʨب سلʨك Șʽقʴʱل جʛʽانه مع الʺعلʨمات

الʨʱضّع. نॽّʰʶة الأنʤʺة في الʺʢلقة للʳʺلة Ǽالॼʶʻة Ǽالʛوʨȃتات الʺʛتʢॼة الʳʺل مʴاور أشعّة تʨضّع 2 . 2 یʨضح

ارتॼاʡاً Ǽه مʛتʢॼة مʴلॽة إحʙاثॽات لʳʺلة Ǽالॼʶʻة جʛʽانه ʧم كل مʨضع عʺʽل كل ʝॽʁǽ مʴلي: بʨʱضع أنʤʺة •
الʺهʺة Șʽقʴʱل ȑورʛض الʺعلʨمات تॼادل إن كاملاً. للʤʻام مʛغʨب سلʨك Șʽقʴʱل جʛʽانه مع الʺعلʨمات وॼʱȄادل تاماً.
مʴلॽّة الأنʤʺة في الʺʢلقة للʳʺلة Ǽالॼʶʻة Ǽالʛوʨȃتات الʺʛتʢॼة الʳʺل مʴاور أشعّة تʨضّع 3 . 2 یʨضح الʺʢلȃʨة.

الʨʱضّع.
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الʺʨاضع تʨؔن ȑأ ثابʱة)، مʻه ʧʽʱʢنق ȑأ ʧʽب (الʺʶافات صلॼاً جʶʺاً ʲʺǽل تʽȞʷل ʧʺض العʺلاء تʛʴك ʗاولʻت دراسات ʗȄʛأج
Ren and Atkins (2007) قʙّم الʺʛغȃʨة. الʴالة لʺلاحقة كاملاً الʽȞʷʱل وʛʴʱȄك ʧمʜال ʛʺǼور ثابʱة للعʺلاء الॽʰʶʻة
الʺʴافʤة مع الʺʢلȃʨة الʻهائॽة ȋقاʻال Ǽاتʳاه العʺلاء دفع في ʦȞʴʱʺال هʚا Ȑوʙج ʴʺǼاكاة وʛȃهʻا الʨʱضع مʢلقة ʦʤʻلل ʦȞʴʱم
Dong and Farrell (2008) وقʙم العʺلاء. ʧʽب الʺعلʨمات تॼادل ʨʰʡلʨجॽا على ȋوʛش ʧʺض ʥوذل ʗثاب تʽȞʷل على
مع Ren and Atkins (2007) لȄʛʢقة مʷابهة Ȅʛʡقة على ʧیʙʺʱمع ʧʽʽضʛع ʛʽغ Ǽعʺلاء الʨʱضع مʢلقة ʦʤʻلل مȞʴʱʺاً
Fax and Murray أجʛاهʺا ʧʽقǼسا ʧʽʲʴǼ على الʲʴॼان هʚان وʻȃي الʺعلʨمات. تॼادل ʨȃʨʡلʨجॽا على Ȑʛأخ ȋوʛش إضافة
مʛغʨب، تʽȞʷل ملاحقة في الأنʤʺة لهʚه الʱقارȃي الاسʱقʛار وأثʱʰا الʴالة، Ǽفʹاء خॽʢة Ǽأنʤʺة مʚʺʻجة أنʤʺة على (2002)
Lin and .تʻاول Nyquist مॽɻار ʧم مʱʷقاً للاسʱقʛار مॽɻاراً قʙما كʺا الʺعلʨمات. تॼادل ʨʰʡلʨجॽا على ȋوʛش ʧʺض ʥوذل
ʦȞʴʱل الأسي الʱقارب على بʛهان قʙّم Moreau (2005) في الʺʱقʢع. ʧمʜال في ʧؔول ذاته الʤʻام Morse (2003)
في دراسات ʗȄʛأج كʺا .Cao and Ren (2010) قʙمه ʛʺʱʶʺال ʧمʜال مȞʴʱʺات على مʷاǼه بʛهان تॼعه الʺʱقʢع ʧمʜال
على مॽʻʰاً مȞʴʱʺاً Olfati-Saber and Murray (2004) قʙم إذ مʛجعي، تʽȞʷل لʺلاحقة الʨʱضع نॽʰʶة الأنʤʺة حالة
Ren قʙم ʧʽح في الʺعلʨمات. تॼادل ʨȃʨʡلʨجॽا على ȋوʛش ʧʺض الʱقارȃي اسʱقʛاره وأثʱʰا تʛاتॽʰة ʧʺض العʺلاء ʧʽب الاتفاق
عʙم ʖʰʶǼ ʙأعق الʙراسة تॼʸح الʨʱضع مʴلॽة الأنʤʺة حالة في الʛʱاتॽʰة. ʛافʨت دون ʧؔول مʷابهاً مȞʴʱʺاً et al. (2005)
، الهʙف Șʽقʴʱل كاملاً اعʱʺاداً جʛʽانه على عʺʽل كل ʙʺʱعǽ الʴالة هʚه وفي مʛجॽɻة. جʺلة إلى الʛجʨع على العʺلاء قʙرة
ॼʸǽح مʛجॽɻة جʺلة بʙون فʺʲلاً الʺʛغʨب الʶلʨك في تʻازل ǽقابلها الʺعلʨمات، تॼادل ʨʰʡلʨجॽا على إضاॽɾة ȋوʛش تʛʰز ʥلʚȃو
Dorfler ʦّ̋ص والأهʙاف ȋوʛʷال هʚه ʧʺوض .ʧʽمع تʽȞʷل على ȍفاʴال ʧȞʺǽ ʧؔول مʛغȃʨة نقʢة إلى الانʱقال مॽʴʱʶلاً
ʙʺʱعǽ جʛʽانه، إحʙاثॽات العʺʽل ʝॽʁǽ عʙʻما الʺʛغȃʨة ʦॽʁال إلى العʺلاء ʧʽب Ǽالʺʶافات یʙفع مȞʴʱʺاً and Francis (2009)
ʗʰوأث قاسॽة. ȋوʛش ʧʺض ʥوذل Lyaponov مʙʰأ Ǽاسʱعʺال الʱقارب ʗَِhوأُث كʺʨن لʱاǼع ʦʤالأع الانʙʴار على الʺقʛʱح ʦȞّʴʱال
قام .ʛʽأثʱال یॼʱادلʨن عʺلاء 4 وجʨد ʙʻع ʦȞʴʱʺال هʚا في مʱʶقʛة ʛʽغ تʨازن ȋنقا وجʨد وآخʛون Krick et al. (2009)
Belabbas et al. (2012) ʧم كل ودرس الاسʱقʛار. على ȍفاʴال مع ȋوʛʷال ʠعǼ ȋإسقاǼ Oh and Ahn (2014)
مʱʶقلة مʶارات الʙراسات ʠعǼ ʗعॼات الʤʻام. سلʨك في اهʜʱازات وʣهʛت القʛاءات في ضॽʳج وجʨد مع الʶاǼقة الʺȞʴʱʺات
ॽʀاس مʛجع Ǽʺعʛفة العʺلاء ʧʽب ما الʜواǽا ॽʀاس حالات Basiri et al. (2010) أجʛاه ʘʴǼ ففي الʶاǼقة، الʺʶارات ʧع

اقʛʱحʨها. الʱي للʺȞʴʱʺات الʱقارȃي الاسʱقʛار وʛȃهʨʻا Șلʢم زواǽا
ʗʰلʢت الʱي Anderson and Yu (2011) أولها الʛʽʳان، إلى Ȍفق الʺʶافات ॽʀاس على العʺلاء قʙرة حالة دراسات 4 ʗاولʻت
ȘȄʛʡ ʧع الʺعلʨمات ʧم ʛʰأك ʦك تʽʸʴل ʦث ʧوم والʲانॽة، الأولى الʙرجة ʧم جʛʽانه إلى الʺʶافة ॽʀاس على عʺʽل كل قʙرة
على الʨʸʴل ʧȞʺǽ ʦهʻʽب والʺʶافات والʲانॽة الأولى الʙرجة ʧم الʛʽʳان إلى الʺʶافات كافة معʛفة ʙعȃو العʺلاء. ʧʽب الʛʱاسل
ʙʴʺǼودǽة الʺʱعلقة الȄʛʤʻة ʖانʨʳال ʘʴॼال هʚا تʻاول نॽʰʶاً. كʛʽʰة أǼعادها مʸفʨفة على Cholesky ȘȄʛتف Șʽʰʢʱب الʺʨاضع



الʺʛجॽّɻة الʙراسة 2 . 2 15

ȋʛʱʷت الʺقʛʱحة. للʨʵارزمॽة عʺلॽاً مʲالاً ʘʴॼال ʧʺʹʱی ʦول .ʥذل ʖʰʶǼ الʨʱجه في ʧʽʽعʱال عʙم مʻاقʷاً Ȍفق Ǽالʺʶافات الॽʁاسات
لʺʶافات ॽʀاسات إتاحة ॽɽǼة ʥوذل للʽȞʷʱل، الʺʙʴدّة الʺعلʨمات تॼادل ʨʰʡلʨجॽا تʨسॽع ʘʴॼال هʚا في الʺقʛʱحة الʨʵارزمॽة

الʨʵارزمॽة. لعʺل ضʛورȄة إضاॽɾة
ȘȄʛʡ ʧع عʺʽل لؔل Ǽالॼʶʻة الʛʽʳان تʨضع ʛیʙتق على ʙʺʱتع ʦȞʴت خʨارزمॽة Cao et al. (2011) قʙم ،ʛآخ ʘʴǼ في
یॼʱادل خʨارزمॽة الॼاحʨʲن وضع ʥذل Șʽقʴʱول الʛʽʳان. وثॼات العʺʽل تʛʴك أثʻاء الʛʽʳان إلى للʺʶافات قʛاءات عʙة ʚأخ
الʺʛغʨب. الʶلʨك Șʽقʴʱل والʛʴʱك الʛʽʳان مʨضع ʛیʙتق ʧم عʺʽل كل ʧȞʺʱی ʘʽʴǼ والॼʲات ة ʛؗʴال في الأدوار العʺلاء فʽها
4 إلى الʽȞʷʱل في ة الʺʷارؗ الʛوʨȃتات ʦॽʶتق ʦʱی ʘʽʴǼ أدوار، 4 في ʨȞǽن والʨȞʶن ة ʛؗʴال في الأدوار تॼادل فإن ،ʙیʙʴʱالǼ
كل فإن الʺʨʺʳعة، تʛʴك أثʻاء سʨȞن. في الʺॽʁॼʱة الʺʨʺʳعات تॼقى ʧʽح في الʺʨʺʳعات هʚه Ȑʙإح وتʛʴʱك مʨʺʳعات،
روʨȃت لؔل ʧȞʺǽ ة ʛؗʴال مع الʺʶافات تغʛʽات على وʻȃاء الʺʶافات. ʛʽتغ ʙصʛȄو مʨضॽّɻاً ʢॽʶǼة ة ʛؗح یʛʴʱك روʨȃت
ʧʽتʨȃرو ȑأ یʳʱاور لا ʘʽʴǼ الʺʨʺʳعات ʦॽʶتق على الʨʵارزمॽة هʚه ʙʺʱتع الʨʱجه). في ʧʽʽتع عʙم (مع الʛʽʳان مʨاضع ʙیʙʴت
Șʽʰʢʱل الʛوʨȃتات تʱʴاج الʺʶافات. الʛوʨȃت ʦهʽإل ʝॽʁǽ ʧیʚال الʛʽʳان ثॼات لʹʺان ʥوذل الʨاحʙة، ة ʛؗʴال مʨʺʳعة ʧʺض

صॽʴح. ȞʷǼل والʨȞʶن ة ʛؗʴال أدوار في الʻʱاوب لʹʺان مʨʱاقʱة ساعات إلى الʨʵارزمॽة هʚه
أدوار (دون ʧمʜلل Ǽالॼʶʻة ʛʺʱʶم ȞʷǼل ʦعاتهʛوس الʛʽʳان لʺʨاضع ʙرص ʧʺʹʱی ʲʴǼاً Jiang et al. (2017) ʛʷن ʙفق حʙیʲاّ
الʽȞʷʱل ة ʛؗʴل Ǽالॼʶʻة مهʺلة صغʛʽة ات ʛؗʴل الʛوʨȃتات تʛʴك على ʘʴॼال ʥذل في الʺقʛʱحة الʨʵارزمॽة ʙʺʱتع ة). ʛؗوح تʨقف
.ʦعاتهʛوس ʦاضعهʨم لاسʱʻʱاج جʛʽانه إلى الʺʶافات تغʛʽات ʴǽلل روʨȃت كل فإن ، Cao et al. (2011) في ʺا وؗ كȞل.
إلا الʺقʨʰلة، الʱʻائج ʧم ʦغʛال وعلى جʛʽانه. ʧم ل وؗ الʺʙروس الʛوʨȃت ʧʽب الʺʶافة مȃʛع على فʨرॽȄه تȄʨʴل Șʽʰʢت ʦʱی ʘʽح
Suttner and Sun (2018) تʻاول وأخʛʽاً، عʺلي. ʛʽغ والʛʶعات الʺʨاضع ʙصʛل صغʛʽة ات ʛؗʴǼ الʛوʨȃتات تʛʴك أن
بʱقلʽل تʶʺح خʨارزمॽة ʛʡح مع ʧؔول الʽȞʷʱل، Șʽقʴʱل ʦʤالأع الانʙʴار ʦȞʴʱم اسʙʵʱام إلى ʙʺع إذ مʱʵلفة. ناحॽة ʧم الʺʶألة
Șʽقʴʱل Lie Brackets ʖȄʛتق على ʘʴॼال هʚا ʙʺʱاع الʺʳاورة. الʛوʨȃتات ʨʺǼاضع صʴȄʛة معʛفة دون روʨȃت كل كʺʨن
ʛهʤȄو أمʲلॽة، ʛʽغ مʱعʛجة مʶارات هي الاسʱقʛار وضॽɻة ʨʴن الʛوʨȃتات مʶارات ʧؔول روʨȃت. لؔل الʱقارȃي الاسʱقʛار
ʧم وتʱقارب ،Ȍّقʻʺال ȌʵالǼ الʺʨضّح الʨʱزّع ʧم الʛوʨȃتات تʙʰأ الȞʷل. مȃʛعي تʽȞʷل Șʽقʴʱل الʛوʨȃتات مʶارات 4 . 2 الȞʷل

الʺʱقʢّع. ȌʵالǼ الʺʨضّح الʨʱزّع
ʛʽغ مʳالاً یʜال لا Ȍفق الʺʶافات على Ǽالاعʱʺاد تʽȞʷل ʧʺض العʺلاء مʱعʙدة الأنʤʺة ة ʛؗح في ʦȞʴʱال أن یʱʹح ʥلʚب
الʺʶافات على Ǽالاعʱʺاد الʽȞʷʱل لʺلاحقة العʺلي Șʽʰʢʱلل وقابلة صʴȄʛة خʨارزمॽة ʦǽʙتق إلى هʚا ʻʲʴǼا في نʶعى إذ مʱȞʺل،

الʺʶارات. في تعʛج دون الʺʛغʨب الʽȞʷʱل ʨʴن ʛʺʱʶم عʺل ʛʽʶȃو ،Ȍفق
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Suttner and Sun (2018) قʙمها الʱي الʨʵارزمॽة عʺل مʴاكاة :4 . 2 الȞʷل

ʖʲॺال مʦضʦع 3 . 2
Ȍفق الʺʶافات Ǽʺعʛفة الʛوʨȃتات) (أو العʺلاء مʱعʙد نʤام في ʦȞʴʱال ʧع الʻاجʺة الʺȞʷلات حل إلى ʘʴॼال هʚا ʧم نهʙف
وجʛʽانه روʨȃت كل ʧʽب الʺʶافات ॽʁǼاس ȑʨʱʶʺال في یʛʴʱك الʛوʨȃتات ʧم تʽȞʷل في ʦȞʴت خʨارزمॽة ʦॽʺʸوت الʛʽʳان. إلى
على الʺقʛʱحة للʨʵارزمॽة مʴاكاة وȂجʛاء الʛʽʳان ʧʽب Ǽالʺʶافات معʛف تʽȞʷل ملاحقة ॽɽǼة الʺعلʨمات، ʧم ʦك أقل وتॼادل Ȍفق
في بʛوʨȃتات ʛʷॼال لاسʙʰʱال الʺʳال إتاحة ʨه العʺلاء مʱعʙدة ʦʤʻال دراسة ʧم الهʙف .ʧʽʽضʛالع ʛʽغ العʺلاء مʱعʙد نʤام
اسʱعʛضʻا كʺا الأحॽان. ʠعǼ في مʱعʚراً تام ȞʷǼل الʛʽʳان مʨاضع ʙیʙʴت ʨȞǽن أن ʧȞʺǽ ʘʽح الʛʢʵة والʯʽʰات الʷاقة الʺهام
(جʛʽان الʲانॽة الʙرجة ʧم الʛʽʳان إلى الʺʶافة ॽʀاس ʖلʢʱی Anderson and Yu (2011) قʙمه ȑʚال ʦȞʴʱʺال فإن ساǼقاً،
الʴالات. ʠعǼ في مॽʴʱʶلاً ʥذل ʨȞǽن ʙوق ،ʙعǼأ لʺʶافات ʝʶʴʱال على الʶʴاسات قʙرات في زȄادة ʖلʢʱی ما ʨوه الʛʽʳان)
ʘʴǼ في أما .ȑʙʳم ʛʽغ Cao et al. (2011) اقʛʱحه ȑʚال ʦȞʴʱʺال في كʺا أدوار في ʦه ʛؗʴوت العʺلاء تʨقف أن ʧʽح في
ʙرص ʧم ʧȞʺʱت لؔي الʽȞʷʱل ة ʛؗح مع Ǽالʺقارنة صغʛʽة ات ʛؗح الʛʴʱك الʛوʨȃتات على ʖʳॽɾ Jiang et al. (2017)
ʛʽغ ȞʷǼل مʱعʛّجة مʶارات ʥلʶت الʛوʨȃتات فإن Suttner and Sun (2018) في أما الʽȞʷʱل. وملاحقة الॽʰʶʻة الʺʨاضع
الʺعلʨمات وتॼادل Ȍفق الʺʶافات على Ǽالاعʱʺاد الʛوʨȃتات تʨضع ʛیʙقʱل خʨارزمॽة إʳǽاد إلى ʘʴॼال هʚا في نهʙف ʥلʚل مقʨʰل.
على ʻʲʴǼا في ʜ ʛؗن الʽȞʷʱل. لʺلاحقة الʛوʨȃت یʛّʴʱك ʘʽʴǼ روʨȃت لؔل العʺل اسʛʺʱارȄة في انقʢاع دون Ȍفق الʛʽʳان مع
ومʶألة اللاعʛضॽة الʛوʨȃتات لʚʺʻجة سȄʛعاً ونʛʢʱق الʽȞʷʱل، لʺلاحقة الʛّʴʱك ومʶألة الʺʳاورة الʛوʨȃتات مʨاضع ʙرص مʶألة
الفʛؔة على الʙراسات ʦʤمع ʜت رؗ مʲلʺا ،ʙʽعقʱال ȑفادʱل للʛوʨȃتات ʢॽʶǼاً نʺʨذجاً نفʛض لʻقʢة. اللاعʛضي الʛوʨȃت ملاحقة

الʚʺʻجة. على سȄʛع مʛور مع ʘʴॼلل الʛئॽʶॽة
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وحʗوده ʖʲॺال أهʗاف 4 . 2
Ǽالʱفاصʽل ʦʱنه لا ساǼقاً، ذʛؗنا كʺا الʱفاصʽل. في الʹॽاع وعʙم الʺʶألة شʺʨلॽة لʹʺان وأهʙافه ʘʴॼال حʙود ʙیʙʴت ʖʳǽ
على وقادرة ʙʽج ȞʷǼل مʚʺʻجة روʨȃتات وجʨد نفʛʱض بل ʛʶǼعʱها. ʦȞʴʱوال ات ʛؗʴʺوال الʛوʨȃتات اخॽʱار مʲل للʺʶألة العʺلॽة
أقل مʶائل في الʹॽاع دون شاملة خʨارزمॽة ʧع بʱفʽʸل الʙّʴʱث ʧȞʺǽ عʙʻها ʶǼهʨلة. الʺعلʨمات وتॼادل ʛللأوام الاسʳʱاǼة
الʺعلʨمات ʙرص في Ȍفق الʺʶافات على ʙʺʱتع ومʺʻهʳة مʤʻʺة Ȅʛʡقة ʦǽʙتق ʨه ʘʴॼال ʧم الʛئʶॽي الهʙف أن ʥش لا أهʺॽّة.
الʺʶافات على بʻاء الʽȞʷʱل لʺلاحقة الʺقʛʱحة الʛئॽʶॽة الʨʵارزمॽة حʨل ʘʴॼال هʚا بʻي وȃالʱالي الʽȞʷʱل. وملاحقة اللازمة
ʘʴॼلل الʛئʶॽي الهʙف إن بها. الʺʱعلقة والʺʶائل الʺقʛʱحة الʨʵارزمॽة لʨصف مʛّȞس ʛȄʛقʱال هʚا ʧم ʛʰالأك الʜʳء إن .Ȍفق
Șعلʱی ॽɾʺا العلʨم. ʠعॼب مॼʶقة معارف ʖلʢʱت الʺهʺة هʚه أن ʥولاش Ǽالʨʵارزمॽة، تʺاما اً ّ̋ مل ȏالقار ॼʸǽح عʙʻما Șقʴʱی
ʘʴॼال هʚا في نقʙّم الʙراسة. في رئॽʶॽة أداة Graph Theory الȄʛاضي الॽʰان نȄّʛʤة فإن الʛوʨȃتات، Ǽأسʛاب ʦȞʴʱال ʶʺǼألة
Ǽالʺʨضʨع الʸلة ذات ʛʽغ ʦॽʂالʺفا ʧم ʙیʙالع اخʸʱار ʦوت الȄʛاضي، الॽʰان نȄّʛʤة في هامة ʦॽʂلʺفا ʙتʺه رȄاضॽّة مقʙمة
ȞʷǼل الʺʳʱانʶة الإحʙاثॽات ʗمʙʵʱاس كʺا وأنʨاعها. الॽʰان صلاǼة مفهʨم مʲل الʺهʺة ʦॽʂالʺفا شʛح في الاسʱفاضة ʧȞʺǽ ʘʽʴǼ
Ǽʺلاحقة الʵاص الʜʳء في Ȍ ّʁ ॼم ȞʷǼل مʛʷوحة وهي بʻʽها، والȄʨʴʱلات الإحʙاثॽّات جʺل لʽʲʺʱل ʥॽتʨȃوʛال ʦعل في مʨسّع
بʽʸʴʱل الʨʵارزمॽة تʙʰأ إذ ǼالʽȞʷʱل. ʦȞّʴʱال Șʽقʴʱل Ȍفق الʺʶافات ॽʀاس على الاعʱʺاد ʨه ʘʴॼال مʨضʨع ʖصل إن الʽȞʷʱل.
دراسة إلى نʛّʢʱق ولا ،ʖʽتʛʱالǼ الʨʵارزمॽة عʺل مʛاحل ʘʴॼال هʚا في نʛʶد الʽȞʷʱل. ملاحقة ʦث معالʱʳها، ʦث الʺعلʨمات،

الॽʁاسات. مʙʴودǽّة على ʖّغلʱال ʨه ʘʴॼال ʛهʨج لأن الʺʶألة أمʲلة
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الʸقʙʯحة للʦʳارزمॻة العام الʦصف 1 . 3
مقʗّمة

تॽʰʢقها، ȋوʛش ʠعȃو الʨʵارزمॽّة عʺل مʳال نʨضّح الʺقʛʱحة. الʨʵارزمॽة عʺل وآلॽة لʯʽʰة عاماً شʛحاً ʦʶالق هʚا في نʻʱاول
لعʺل الʺʻاسॼة الʯʽʰة لإعʙاد الʛئॽʶॽة والʨʢʵات ،ʙاحʨال الʛوʨȃت Ȑʨʱʶم على الʨʵارزمॽة هʚه لعʺل الʛئॽّʶॽة الʨʢʵات نʸف ʦث

الʨʵارزمॽة. عʺل ʛʽس ʧʺض مʨقعها تʨضॽح مع ʘʴॼال هʚا في ʦالأه ȋقاʻال ʛؗʚب ʦʶالق هʚا في ʦʱنه الʨʵارزمॽة. هʚه

الʦʳارزمॻّة عʸل بʭʻة 1 . 1 . 3
ॽɾʺا ʖʡاʵʱال على قادرة الʛوʨȃتات وهʚه .ʙعॼال ثʻائي ȑʨʱʶʺال في تʛّʴʱك الʱي الʛوʨȃتات ʧم مʨʺʳعة على الʨʵارزمॽة تعʺل
الʱʯاور. ʦʮʟلʦجॻا أو الʸعلʦمات تॺادل ʦʮʟلʦجॻا بـ ّ̋ى ʶǽ ما معاً تȞّʷل الʛوʨȃتات ʧم مʙʴدة أزواج ʧʽب ʖʡاʵʱال ʦʱی بʻʽها.
الʛوʨȃتات تʳʱاور أن ʧȞʺǽ مʙʴدة. روʨȃتات مع Ȍفق وȂنʺا ʛآخ روʨȃت ȑأ مع ʖʡاʵʱال على قادراً ʝॽل الʛوʨȃت أن ǽعʻي وهʚا
ʧȞʺǽ Ǽاخʸʱار الفȄʜʽائي. الʺʨقع في مʳʱاورة تʨؔن أن دون ʖʡاʵʱت أن أو بʻʽها، ॽɾʺا ʖʡاʵʱت أن دون الفȄʜʽائي الʺʨقع في
سʨف الʙراسة Ȍॽʶॼت على حʛصاً ʧؔول الفȄʜʽائي. الʳʱاور على Ǽالʹʛورة ʝȞعʻی لا الʳʱاور ʨʰʡلʨجॽا في الʳʱاور أن القʨل
ʖʶح مʙʴد لʛوʨȃت الʺʳاورة الʛوʨȃتات ّ̋ي ʶن یلي ॽɾʺا معاً. الʳʱاور ʨʰʡلʨجॽا في والʳʱاور الفȄʜʽائي الʳʱاور Șʽقʴت نʛاعي

الʙوʦȁت. جʙʻان بـ الʳʱاور ʨʰʡلʨجॽا
إلى الʺʶافة ʝॽʁǽ أن روʨȃت كل ॽʢʱʶǽع جʛʽانه. إلى الʺʶافات ॽʀاس على قادر روʨȃت كل فإن ،ʖʡاʵʱال إلى إضافة
Șّعلʱی ॽʀاس ȑأ إجʛاء روʨȃت ȑأ ॽʢʱʶǽع ولا إلॽه. الʺʶافة تُقاس ȑʚال الʛوʨȃت ʜʽʽʺت على قادر أنه ȑأ بʚاته، روʨȃت كل
معالʳة على الʨʵارزمॽة تقʨم حʛʸاً. مʶافات هي الʛوʨȃت لها ّy ʴǽ الʱي الॽʁاسات كافة أن ʥذل وȄعʻي والاتʳاهات. Ǽالʜواǽا
اتʳاه ʙرص ʦث الʺʶألة، ʖاسʻی Ǽʺا نʢʸلʴها إحʙاثॽات لʳʺلة Ǽالॼʶʻة الʛʽʳان مʨاضع ʙصʛل الʛوʨȃت لها ّy ʴǽ الʱي الʺعॽʢات
روʨȃت ȑأ لها ّy ʴǽ الʱي الʺعॽʢات تʱʺّ̡ل وملاحقʱه. الʽȞʷʱل Șʽقʴʱل الإجʛاءات اتʵاذ وأخʛʽاً لʛʽʳانه. Ǽالॼʶʻة الʛوʨȃت ة ʛؗح

18
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تॼادل ȘȄʛʡ ʧع الʛوʨȃت علʽها وحʸل الʛʽʳان أجʛاها الʱي الॽʁاسات إلى إضافة بʻفʶه، الʛوʨȃت ʶॽʁǽها الʱي Ǽالʺʶافات
الʺعلʨمات.

ʗاحʦال الʙوʦȁت Ȏʦʯʴم على الʦʳارزمॻة عʸل مʙاحل 2 . 1 . 3
إلʽها، الʛّʴʱك كॽɿॽة ʙیʙʴوت الʛوʨȃت جʛʽان مʨاضع ʙرص هي الأولى رئॽʶॽة، مʛاحل ثلاثة ʧʺʹʱت الʺقʛʱحة الʨʵارزمॽة إن
ʦȞّʴʱال إشارات Șʽʰʢت هي والʲالʲة الʽȞʷʱل، لʺلاحقة الالʱفاف على قادراً ʨȞǽن لؔي الʛوʨȃت ة ʛؗح اتʳاه ʙیʙʴت هي والʲانॽة
Ǽالʛʴʱك روʨȃت كل ǽقʨم أن على الʺقʛʱحة للʨʵارزمॽة العامة الفʛؔة تʨʴʺʱر الʽȞʷʱل. Șʽقʴت Ǽاتʳاه الʛوʨȃت لʙفع ʖاسʻم ȞʷǼل
الʺلاحقة ʦʱʱوس Șقʴʱʽس Ǽأكʺله الʽȞʷʱل فإن وجه أكʺل على بʙوره روʨȃت كل قام وȂذا ،ʧʽالʺلاحق جʛʽانه مع الʽȞʷʱل Șقʴǽ Ǽʺا
الʽȞʷʱل Șʽقʴت لʹʺان تॽʁʴقها ʖʳǽ العʺل بʯʽة على ȋوʛش ʙجʨت وȃالفعل، بʙیهॽة، ʗʶॽل العامة الفʛؔة هʚه إن صॽʴح. ȞʷǼل
الʺʸʸʵة الȄʛاضॽّة الʺقʙمة في ʛʲأك ل ّy مف ȞʷǼل الفʛؔة هʚه ʞاقʻن .Ȍفق لʛʽʳانه روʨȃت كل ملاحقة على Ǽالاعʱʺاد وملاحقʱه
الʺʶافات، على الॽʁاسات اقʸʱار ʖʰʶǼ ʢॽʶǼة ʛʽغ عʺلॽة هي الʛوʨȃت حالة ʙرص إن .Graph Theory الॽʰانات لȄʛʤʻة
الʽȞʷʱل لʺلاحقة إجʛاء اتʵاذ ʧȞʺǽ لا وȃالʱالي كامل. ȞʷǼل ʙعॼال ثʻائॽة الʛوʨȃت بʯʽة لʺعʛفة Ȟǽفي لا الʺʶافات ॽʀاس أن إذ
الʛوʨȃت ة ʛؗح واتʳاه الʛوʨȃت جʨار ʙصʛل الॽʁاسات معالʳة ʧم ʙب لا ʥلʚل لʛʽʳانه. Ǽالॼʶʻة الʛوʨȃت بʨʱجّه ʝح امʱلاك دون
الإجʛاءات اتʵاذ إن الʽȞʷʱل. ملاحقة ʧʺʹت إجʛاءات ʚʵʱی أن الʛوʨȃت على ʖʳॽɾ الإجʛاءات، Ǽاتʵاذ Șّعلʱی ॽɾʺا أما ॽɾه.
ǽعاني أنه إلا جʙʽة، نʱائج ǽعʢي ʦʤالأع Ǽالانʙʴار ʦȞّʴʱال قانʨن أن ومع الʽȞʷʱل. Șʽقʴت ʧʺʹǽ ȑʚال ʦؔ ّɹ ʱال قانʨن عʺلॽّاً ʨه
ʦʶنق أن ʧȞʺǽ عام ȞʷǼل .6 . 3 في علʽها ʖّغلʱال ॽɿॽة وؗ الʺʷاكل هʚه نʱʶعʛض الاسʱقʛار. ȋقاʻب الʺʱعلّقة الʺʷاكل ʠعǼ ʧم

هي: Ȑʨʱʶʺال عالॽة الʨʢʵات ʧم مʨʺʳعة إلى الʨʵارزمॽة ʚʽفʻت أثʻاء الʛوʨȃت عʺل خʨʢات

ʢǽلʰها. ʙق ʛآخ روʨȃت ȑأ إلى وȂرسالها معالʱʳها ॽɽǼة الʱʻائج ʧȄʜʵوت الʛʽʳان إلى الʺʶافات ॽʀاس .1

الʨʳار. ʙورص الʺعالʳة في لاسʙʵʱامها وتʻȄʜʵها وأجʛَوها Șʰس الʱي الॽʁاسات لʽʸʴʱل Ȑʛالأخ الʛوʨȃتات مع ʖʡاʵʱال .2

ȋʛʱʷǽ لا ʘʽح الʛʽʳان. مʨاقع ʧع تʨّʸر ʧȄʨؔت ȑأ الʛوʨȃت، جʨار ʧع تʨّʸر ʧȄʨؔوت لة ّy ʴʺال الʺعلʨمات معالʳة .3
. ʥʻلاحقʸال الʙʻʱان بـ ʦهʨعʙن الʛʽʳان ʧم مʙّʴدة ʨʺʳʺǼعة ʱؔǽُفى وȂنʺا الʛʽʳان، كافة مʨاقع ʧع تʨّʸر ʧȄʨؔت

الʹقʠة بـ الʻقʢة هʚه ʨعʙن الʽȞʷʱل. ملاحقة ॽɽǼة للʛʽʳان Ǽالॼʶʻة إلʽها الʛّʴʱك الʛوʨȃت على ʖʳǽ الʱي الʻقʢة ʙیʙʴت .4
. الʯʴʸهʗفة

للʛʽʳان. Ǽالॼʶʻة الʛوʨȃت سʛعة شعاع ʙیʙʴʱل الʶاǼقة الʺعॽʢات كافة ʧم الاسʱفادة .5
الʺʱʶهʙفة. الʻقʢة ʧم الʛوʨȃت ǽقʛʱب ʘʽʴǼ ة ʛؗʴال اتʳاه ʙیʙʴت ȑأ الʽȞʷʱل، Șʽقʴʱل اتʵاذها ʖاجʨال الإجʛاءات ʙیʙʴت .6

الإجʛاءات. اتʵاذ .7
الʶاǼقة. العʺلॽات وتʛؔار جʙیʙة خʨʢة بʙء .8

واقʸʱار الʛʽʳان، على ʖʡاʵʱال Ǽاقʸʱار القاسॽة ȋوʛʷال هʚه تʱʺّ̡ل قاسॽة. ȋوʛʷال ʧʺض تعʺل الʨʵارزمॽة هʚه أن ʥش لا
ȋوʛʷال ʧم مʨʺʳعة الʨʵارزمॽة على تفʛض القاسॽة ȋوʛʷال هʚه إن الʛʽʳان. إلى الʺʶافات ॽʀاس على الॽʁاس عʺلॽات

الʱالॽة: ʧȄاوʻالع ʗʴت الإضاॽɾة ȋوʛʷال هʚه ʟّɻ تʱل صॽʴح. ȞʷǼل تعʺل حʱى الإضاॽɾة

الʺʙّʴد: الʽȞʷʱل ȋʛش .1
ʛثʕی الʽȞʷʱل أن لاحقاّ Ȑʛʻوس مॼʶقاً، الʽȞʷʱل هʚا ʙّʴǽد أن ʖʳॽɾ مʙّʴد، تȞʷل Șʽقʴت بهʙف تʛّʴʱك الʛوʨȃتات أن Ǽʺا

الʳʱاور. ʨʰʡلʨجॽا على
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روʨȃت: لؔل ʜّ̔ʺʺال الʺعʛّف ȋʛش .2
.ʜʽʺم Ǽʺعʛّف روʨȃت كل یɦʺʱّع أن ʖʳॽɾ إلॽه، الʺʶافة ʝॽʁǽ ȑʚال الʳار ʜʽʽʺت على قادر روʨȃت كل أن Ǽʺا

الʺعلʨمات: تॼادل ʨʰʡلʨجॽا ȋʛش .3
كل أجل ʧم الʺʨʺʳعة هʚه ʙیʙʴت ʖʳॽɾ ،Ȍفق الʛوʨȃتات ʧم مʙّʴدة مʨʺʳعة مع الʱعامل على قادر روʨȃت كل أن Ǽʺا

مॼʶقاً. الʳʱاور ʨʰʡلʨجॽا ʙیʙʴت ʖʳǽ ȑأ روʨȃت.
الʜواǽا: دون Ȍفق Ǽالʺʶافات الॽʁاس مʙʴودǽّة ȋʛش .4

دون Ȍفق الॽʁاسات على ʙʺʱتع خʨارزمॽّة ʦǽʙتق حʨل یʨʴʺʱر ʘʴॼال هʚا مʹʺʨن أن إذ الأقʶى، ʨه ȋʛʷال هʚا إن
ʖعʸǽ وتفاصʽلها. للʨʵارزمॽة العامة الفʛؔة ʙیʙʴت في دور ʛʰأك ʖیلع ȋʛʷال وهʚا وملاحقʱه. الʽȞʷʱل Șʽقʴʱل الʜواǽا
الʨʵارزمॽة وصف أثʻاء ȋʛʷال هʚا ʛأث ʧّ̔ʰʱʽس وȂنʺا الʨʵارزمॽة على ȋʛʷال هʚا انعȞاسات تʨضॽح الʺʛحلة هʚه في

عʺلها. ॽɿॽة وؗ

بʨساʡة ȋوʛʷال هʚه Șʽقʴت ʧȞʺǽ الʨʵارزمॽة. لعʺل تʺهʙʽاً الإعʙاد عʺلॽات ʧم مʨʺʳعة ʖلʢʱت الʶاǼقة ȋوʛʷال هʚه إن
هي: الإعʙاد خʨʢات ʧم مʨʺʳعة

الʽȞʷʱل: في الʺʶاهʺة الʛوʨȃتات ʙیʙʴت .1
روʨȃت Ǽإزالة تʶʺح لا أنها كʺا للʽȞʷʱل، جʙیʙة روʨȃتات Ǽإضافة تʶʺح لا ʘʴॼال هʚا ʧʺض الʺقʛʱحة الʨʵارزمॽة إن

الʽȞʷʱل. في الʺʶاهʺة الʛوʨȃتات ʙیʙʴت ʖʳǽ وȃالʱالي الʽȞʷʱل. ʧم
روʨȃت: لؔل ʜّ̔ʺم معʛّف إسʻاد .2

معʛّف إسʻاد ʧȞʺǽ فʙȄʛاً. روʨȃت ȑأ معʛّف ʨȞǽن أن ʖʳǽ Ǽالॼʢع له، معʛّفاً ʲʺǽل روʨȃت لؔل ॽʰʡعي عʙد إسʻاد ʧȞʺǽ
تʨؔن أن ȋʛʱʷॽɾ 3 . 3 في الʺʻاقʷة في ʧّ̔ʰʱʽس كʺا ʧؔول الʺॽّɾʛʴة)، الʶلاسل (مʲلاً الॽɻॽʰʢة الأعʙاد مʨʺʳعة ʛʽغ ʧم
الʺعʛّفات. ʧم مʱʻهॽة مʨʺʳعة ȑأ أجل ʧم تʺاماً ȑʛأصغ ʛʸʻع ʙیʙʴت ʧȞʺǽ ʘʽʴǼ تʺاماً للʺقارنة قابلة الʺعʛّفات

. الأول جاره ʜʽʽʺت على قادر روʨȃت كل فإن ،ʛآخ Ǽʺعʻى
الʺʛغʨب: الʽȞʷʱل ʙیʙʴت .3

بʻقʢة. ʧʽتʨȃرو ȑأ ʛʱʷǽك ولا نقʢة، روʨȃت كل ʷǽغل ʘʽʴǼ ȑʨʱʶʺال في للʛوʨȃتات هʙʻسي تʨزع ʙیʙʴت هʻا ʙʸقǽ
الʳʱاور: ʨʰʡلʨجॽا ʙیʙʴت .4

تʳاور ʨʰʡلʨجॽا اخॽʱار ʧؔول الʺعلʨمات، تॼادل ʨʰʡلʨجॽا في Ǽالʳʱاور مʛʷوʡاً ʝॽل الفȄʜʽائي الʳʱاور أن ʦالعل مع
الʛوʨȃت ǽقʨم أن الأفʹل ʧم فʺʲلاً، الʺʷاكل. ʠعǼ ʖّ̒ʳʱب وʶȄʺح العʺل Ȍ ّʁ ॼی الʺʱʶهʙف الʽȞʷʱل مع مʳʶʻʺة
ʙق Șائʨع وجʨد فʛصة تقل ولؔي الॽʁاس، أجهʜة Ȑʙم ʧʺض تॼقى لؔي فȄʜʽائॽاً له مʳاورة روʨȃتات إلى ॽʀاسات Ǽإجʛاء
تʛاسل وȃالʱالي جʙʽة إشارة شʙة لʹʺان أفʹل الʺʳاورة الʛوʨȃتات مع الʺعلʨمات تॼادل أن كʺا الॽʁاس. عʺلॽّة تʨّʷش

معʻّ̔ة. شʛوʡاً Șقʴت أن ʖʳǽ الʳʱاور ʨʰʡلʨجॽا أن 3 . 3 في الʺʻاقʷة في یʱʹح مʨثʨق.
روʨȃت: كل جʛʽان ʙیʙʴت .5

روʨȃت. كل جʛʽان نعʛّف أن ʧȞʺǽ الʳʱاور، ʨʰʡلʨجॽا ʙیʙʴت ʙعǼ
روʨȃت: لؔل ʧʽالʺلاحق الʛʽʳان ʙیʙʴت .6

تفʛضه ȑʚال ȋʛʷال إنّ الʽȞʷʱل. Șʽقʴʱل جʛʽانه ʧم مʙʴدة مʨʺʳعة مʨاضع على بʻاء الʛʴʱك روʨȃت كل على ʖʳǽ
ȋʛʷال هʚا ʝȞعʻی وȃالʱالي ،ʧʽالʺلاحق الʛʽʳان على ȋʛش الॽʁʴقة في ʨه الʳʱاور ʨʰʡلʨجॽا على الʺقʛʱحة الʨʵارزمॽة
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في ʞاقʻن مʻʲى. مʻʲى ʦهʻʽب ॽɾʺا ʧʽالʺلاحق الʛʽʳان ʧم ثلاثة الأقل على یʳʱاور أن ʖʳǽ إذ الʳʱاور. ʨʰʡلʨجॽا على
الʺعلʨمات. تॼادل ʨʰʡلʨجॽا على ȋʛʷال هʚا فʛض ʖʰس 3 . 3

الʹʛورȄان Graph Theory Ǽه الʺʱعلّقة الȄّʛʤʻة والॽʻʰة الȄʛاضي الॽʰان مفهʨم تʻʱاول رȄاضॽّة Ǽʺقʙّمة ʘʴॼال هʚا في نʙʰأ
عʺل انعȞاسات ونʨضح ،ʙاحʨال الʛوʨȃت Ȑʨʱʶم على الʨʵارزمॽة عʺل آلॽة نʛʷح ʦث علʽها. ȋوʛʷوال الʳʱاور ʨʰʡلʨجॽا ʦلفه

عام. ȞʷǼل الʽȞʷʱل على الʨʵارزمॽة

الʸقʙʯحة للʦʳارزمॻة العام الʦصف ʝّr مل
الʺعلʨمات جʺع مʛحلة رئॽʶॽة، مʛاحل ثلاثة إلى ʦʶوتق .ʙاحʨال الʛوʨȃت Ȑʨʱʶم على تعʺل خʨارزمॽة هي الʺقʛʱحة الʨʵارزمॽة إن
ومʛحلة للʛʽʳان، Ǽالॼʶʻة الʛوʨȃت ة ʛؗح اتʳاه ʙرص ومʛحلة ،(ʧʽالʺلاحق الʛʽʳان مʨاضع ʙرص ȑار(أʨʳال ʧع تʨʸر ʧȄʨؔوت
الॽʁاسات ʙʴʺǼودǽّة والʺʲʺʱلة الʨʵارزمॽة، عʺل على القاسॽة ȋوʛʷال ʖʰʶǼ الʽȞʷʱل. وملاحقة Șʽقʴʱل اللازمة الإجʛاءات اتʵاذ
ȋʛش كل ʛأث مʻاقʷة مع ذʛؗها، ʦت مʙʴدة شʛوʡاً ʖلʢʱت الʨʵارزمॽة عʺل بʯʽة فإن الʜواǽا، ॽʀاس دون الʺʶافات ॽʀاس إلى

الʨʢʵات. ʧم مʙʴدة مʨʺʳعة ʛʰع الʨʵارزمॽة لعʺل الʯʽʰة هʚه ʛʽʹʴت ॽɿॽة وؗ الʯʽʰة على

رȂاضॻة مقʗمة 2 . 3
مقʗّمة

له الʺʨافقة الȄʛاضॽة والȄʛʤʻة Graph الȄʛاضي الॽʰان على أساسي ȞʷǼل ʙʺʱتع والॽȞʷʱلات الʛوʨȃتات أسʛاب دراسة إن
سȄʛعاً تعȄʛفاً نʱʶعʛض ʦʶالق هʚا في الȄʛاضي. الॽʰان Ǽاسʙʵʱام الʺعلʨمات تॼادل ʨʰʡلʨجॽا تُʺّ̡ل إذ .Graph Theory
.Ȍفق الʺʶافات على بʻاء الʽȞʷʱل Șʽقʴʱل ȑورʛʹال ʖل ّy ال الॽʰان مفهʨم نعʛّف ʦث الȄʛاضي Ǽالॽʰان الʺʱعلّقة الȄʛاضॽّة ʦॽʂللʺفا

. 6 . 3

الȂʙاضي الॻʮان 1 . 2 . 3
مفهʨم الȄʛاضॽة الʺقʙمة هʚه في سʛʶʻد ʥلʚل مʱʵلفة. تقॽʻات اسʙʵʱام یॽʱح ʅȄʛتع ل وؗ الȄʛاضي، للॽʰان ʅȄʛتع ʧم ʛʲأك ʙجʨی
نȄʛʤة ʧم جʜءاً ʝॽل ʦॽʂالʺفا هʚه ʠعǼ الʛسالة. مʨضʨع ʦلائǽ Ǽʺا Ǽه الʺʱعلقة والʺʛʰهʻات ʦॽʂالʺفا ʠعȃو الȄʛاضي الॽʰان

الʛوʨȃتات. ʧم ʛʶǼب ʦȞʴʱالǼ الʺʱعلقة الأدبॽات في مقʛʱحة ʦॽʂمفا هي وȂنʺا الȄʛاضॽة الॽʰان

اخʸʱاراً) الॽʰان (أو الȄʛاضي الॽʰان :(1)ʃȂʙتع
ʙعق مʨʺʳعة V ونʶʺي G = (V,E) Ǽالʻʲائॽة الॽʰان نعʛف ، E ⊂ V × V ʧؔʱول خالॽة ʛʽغ مʨʺʳعة V ʧȞॽل

الॽʰان. حʨاف مʨʺʳعة E و الॽʰان

مʰال(1):
بॽاناً تȞʷلان E = {(1, 1), (1, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2)} الʨʴاف ومʨʺʳعة V = {1, 2, 3} ʙالعق مʨʺʳعة

. 1 . 3 الȞʷل في مʨضّح G = (V,E)
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العامة الʴالة في الॽʰان :1 . 3 الȞʷل

الʺʨجّه ʛʽغ الॽʰان :2 . 3 الȞʷل

ʧʽب الʳʱاور علاقات مʨʺʳعة ʧع ʘʴॼال هʚا ʧʺض الॽʰان ʛʰعǽ الȄʛاضॽة. الʺʳالات ʧم ʙیʙالع في واسع ȞʷǼل الॽʰان اسʙʵʱم
.ʙالعق هʚه ʧʽب Ǽالʨʴاف العلاقات تʺʲل ʧʽح في ʙالعقǼ الʛوʨȃتات تʺʲل الʳʱاور. ʨʰʡلʨجॽا أو الʛوʨȃتات،

ʧʽاورتʳʱʺال ʧʽتʙالعق :(2)ʃȂʙتع
.(v1, v2) ∈ E إذا Ȍوفق إذا ʧʽاورتʳʱم أنهʺا v1, v2 ∈ V ʧʽتʙالعق ʧع نقʨل بॽاناً، G = (V,E) ʧȞॽل

حافة. بʻʽهʺا تʸل ʧʽتʙعق ȑأ هʺا ʧʽاورتʳʱʺال ʧʽتʙالعق فإن ʛآخ Ǽʺعʻى

الʺʨجّه ʛʽغ الॽʰان :(3)ʃȂʙتع
.∀a, b ∈ V : (a, b) ∈ E ⇔ (b, a) ∈ E Șقʴت إذا مʨجه ʛʽغ أنه G = (V,E) الॽʰان ʧع نقʨل

ʧʽتʙعق ȑأ ʧʽب تʸلان ʧʽʱحاف ʙجʨت إذ مʻʱاʛʣة، علاقة هي ʧʽتʙعق ʧʽب علاقة ȑأ الʺʨجه، الॽʰان في أنه ʅȄʛعʱال ʧم یʱʹح
ǼالȞʷل الʺʨجه ʛʽغ الॽʰان حالة في ʧʽʱحاف ʧʽب الʺʶاواة ʅȄʛتع ʙʽالʺف ʧم .ʧʽاهʳالاتǼ الاتʸال ʨȞǽن ʘʽʴǼ ʧʽاورتʳʱم

.ʛʽʰك ȞʷǼل الʱالॽة والʺʛʰهات ʅȄعارʱال Ȍʶॼی ʥوذل ،∀a, b ∈ V : (a, b) = (b, a)

مʰال(2):
بॽاناً تȞʷلان E = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 2)} الʨʴاف ومʨʺʳعة V = {1, 2, 3}ʙالعق مʨʺʳعة

مʨجه. بॽان ʨفه Șابʶال الʺʲال في الॽʰان أما . 2 . 3 الȞʷل في الʺʨضّح G = (V,E)جهʨم ʛʽغ

ȑأ ʧʽب العلاقة ʗكان فإذا الʛوʨȃتات، ʧʽب العلاقة ʖʶح ʧʽأساس ʧʽفॽʻʸت ʧʺض الʛوʨȃتات Ǽأسʛاب ʦȞʴʱال خʨارزمॽات تʻʸف
Ǽعلاقة. ʧʽʢॼتʛم ʧʽتʨȃرو ȑأ ʧʽب ʜʽʺǽ ما ʙجʨی لا إذ مʨزعة. خʨارزمॽة أنها ʦȞʴʱال خʨارزمॽة ʧع القʨل ʧȞأم مʻʱاʛʣة ʧʽتʨȃرو
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ȌॽʶǼ بॽان :3 . 3 الȞʷل

الʴالة هʚه في الʨʵارزمॽة فʶʱʺى ،ʙواح Ǽاتʳاه هي ʧʽʢॼتʛم ʧʽتʨȃرو ȑأ ʧʽب العلاقة أن ȑأ مʻʱاʛʣة، ʛʽغ العلاقة ʗكان إذا أما
ǽقʨم مʻʱاʛʣة ʛʽغ خʨارزمॽات تقʛʱح الأدبॽات ʦʤمع أن هي الॽʺʶʱة هʚه ʖʰس قائʙ-تاǼع. خʨارزمॽة أو ʙقائ ذات ʨʵǼارزمॽة
الأول الʛوʨȃت تॽɻॼة ʴǽاكي ما ʨوه الأول، الʛوʨȃت ʧع Ǽاسʱقلال یʛʸʱف ʛآخ روʨȃت لʺلاحقة إجʛاءات Ǽاتʵاذ الʛوʨȃت فʽها
ʝॽل (ʛآخ روʨȃت ȑأ یॼʱع لا روʨȃت وجʨد ȑأ) للʛʶب ʙواح ʙقائ وجʨد فإن عام ȞʷǼل للأول. ʙقائ ʨه الʲاني أن ȑأ للʲاني،
دॽʀقة، تॽʺʶة ʗʶॽل "ʙقائ ذات "خʨارزمॽة تॽʺʶة فإن ʖʰʶال لهʚا .ʙقائ وʙȃون مʻʱاʛʣة ʛʽغ الʨʵارزمॽة تʨؔن وعʙʻها ضʛورȄاً،

عʻها. بʙلاً قائʙ-تاǼع خʨارزمॽة تॽʺʶة ʙʺʱونع
Ǽالॽʰان ʙʸنق فإنʻا وعلॽه مʨزعة. خʨارزمॽة ȑأ مʻʱاʛʣة، خʨارزمॽة هي الʺقʛʱحة الʨʵارزمॽة فإن ʘʴॼال هʚا مʨضʨع ʧʺض

.ʥذل ʛʽغ ʛؗذ إذا إلا الʺʨجه ʛʽغ الॽʰان

Ȍॽʶॼال الॽʰان :(4)ʃȂʙتع
.∀v ∈ V : (v, v) /∈ E Șقʴت إذا Ȍوفق إذا ȌॽʶǼ أنه G = (V,E) الॽʰان ʧع نقʨل

الʺعلʨمات لॼʱادل ʴǼاجة ʗʽʶل الʛʶب في الʛوʨȃتات أن ʥش لا بʻفʶها. عقʙة تʸل حافة ȑʨʴǽ لا بॽان ȑأ Ȍॽʶॼال Ǽالॽʰان ʙʸقǽ
الʢॽʶॼة. الȄʛاضॽة الॽʰانات على ʛʸʱقʱس دراسʻʱا فإن وȃالʱالي ذاتها، مع

مʰال(3):
G ʢॽʶǼاً= بॽاناً تȞʷلان E = {(1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 2)} الʨʴاف ومʨʺʳعة V = {1, 2, 3}ʙالعق مʨʺʳعة

.ȌॽʶǼ ʛʽغ 2 . 3 و 1 . 3 الȞʷل في الॽʰان Ȏنلاح . 3 . 3 الȞʷل في الʺʨضّح (V,E)

ʛؗذ إذا إلا مʨجه ʛʽغ ʢॽʶǼاً بॽاناً Ǽالॽʰان ʙʸنق وȃالʱالي الʺʨجهة، ʛʽغ الʢॽʶॼة الȄʛاضॽة الॽʰانات مع سʱʻعامل ʘʴॼال هʚا في
.ʥذل ʛʽغ

الʱام الॽʰان :(5)ʃȂʙتع
.∀a, b ∈ V : a ̸= b⇔ (a, b) ∈ E إذا Ȍوفق إذا تام أنه G = (V,E) الॽʰان ʧع نقʨل

الȄʛاضॽة. الʙراسة هʚه في ʦمه مفهʨم ʨوه .ʧʽتʙعق ȑأ ॽɾه تʳʱاور ȑʚال الॽʰان ʨه الʱام الॽʰان

مʰال(4):
تȞʷلان E = {(1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 2), (1, 3), (3, 1)} الʨʴاف ومʨʺʳعة V = {1, 2, 3}ʙالعق مʨʺʳعة

مʨجه. ʛʽوغ ȌॽʶǼ بॽان أǽʹاً ʨه G أن Ȏنلاح . 4 . 3 الȞʷل في الʺʨضّح G = (V,E)ًتاما بॽاناً
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تام بॽان :4 . 3 الȞʷل

مʱʻهॽة رحلة :5 . 3 الȞʷل

ʖʶح ʧؔول . E = V × V Șقʴǽ ȑʚال G = (V,E) الॽʰان أنه على الȄʛاضॽة الأدبॽات ʠعǼ في الʱام الॽʰان ǽعʛف
تʨضॽح ʖوج .Ȍॽʶॼال الॽʰان ʅȄʛتع مع مʨʱافقاً تعȄʛفاً اخʛʱنا ʥلʚول Ǽالʹʛورة، تام ʛʽغ ʨه ȌॽʶǼ بॽان ȑأ فإن ʅȄʛعʱال هʚا
ʙتʺه الʱي ʅȄعارʱال ʠعǼ نقʙم یلي ॽɾʺا ʢॽʶǼة. بॽانات هي ʘʴॼال هʚا ʖل في الॽʰانات جʺॽع أن ʧم ʦغʛال على الʻقʢة هʚه

الʺʸʱل. الॽʰان لʺفهʨم

الʺʱʻهॽة الʛحلة :(6)ʃȂʙتع
و الʨʴاف ʧم جʺاعة (ei)i=1..N : ei ∈ E ʧؔʱول ،N ≥ 1 ʘʽʴǼ N ∈ N ʧȞॽول بॽاناً، G = (V,E) ʧȞॽل
((ei), (vj)) الʻʲائॽة نʶʺي ، i = 1..N : ei = (vi−1, vi) تʴققان ʙالعق ʧم جʺاعة (vj)j=0..N : vj ∈ V

الʛحلة. خʨʢات (ei)i=1..N ʨعʙن الʛحلة. ʨʡل N ونʶʺي .vN ونهایʱها v0 بʙایʱها رحلة

مʰال(5):
الʺʨضّح G = ({1, 2, 3, 4} , {(1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 2), (3, 4), (4, 3), (2, 4), (4, 2)}) الॽʰان ʧȞॽل
e1 = (1, 2), e2 = (2, 3), e3 = (3, 4), e4 = (4, 2), e5 = (2, 3) الʨʴاف جʺاعة ʧؔʱول . 5 . 3 الȞʷل في
مʱʻهॽة. رحلة ((ei), (vj)) فʨؔʱن ،v0 = 1, v1 = 2, v2 = 3, v3 = 4, v4 = 2, v5 = 3 الʨʴاف جʺاعة ʧؔʱول

.ʘʴॼال مʨضʨع خارج هʚا ʧؔول .ʙوالعق الʨʴاف ʧم مʱʱالॽات Ǽاسʙʵʱام مʱʻهॽة ʛʽغ رحلات ʅȄʛتع ʧȞʺǽ
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مʶار :6 . 3 الȞʷل

الʺʶار :(7)ʃȂʙتع
الʳʺاعة ʗكان إذا Ȍوفق إذا مʶار أنها w الʛحلة ʧع نقʨل ،vN ونهایʱها v0 بʙایʱها رحلة w = ((ei), (vj)) ʧؔʱل

مʻʲى. مʻʲى مʱʵلفة (ei)

مʰال(6):
الʺʨضّح G = ({1, 2, 3, 4} , {(1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 2), (3, 4), (4, 3), (2, 4), (4, 2)}) الॽʰان ʧȞॽل
جʺاعة ʧؔʱول e1 = (1, 2), e2 = (2, 3), e3 = (3, 4), e4 = (4, 2) الʨʴاف جʺاعة ʧؔʱول 6 . 3 الȞʷل في
في الʛحلة أن Ȏنلاح مʶاراً. ((ei), (vj)) ʚئʙʻع ʨȞǽن ،v0 = 1, v1 = 2, v2 = 3, v3 = 4, v4 = 2 الʨʴاف

.e2 = e5 لأن مʶاراً ʗʶॽل Șابʶال الʺʶار

مʛة. ʧم ʛʲأك خʨʢة ȑأ اتʵاذ عʙم مʻʲى مʻʲى الاخʱلاف ȋʛش ʧʺʹǽ إذ زائʙة، خʨʢات ʧʺʹʱت لا رحلة ʧع الʺʶار ʛʰعǽ
.ʧّ̔مع مʶار Șوف الॽʰان ʧم حافة ȑلأ تالॽة خʨʢة ʙیʙʴت ʧȞʺǽ وȃالʱالي

ȘȄʛʢال :(8)ʃȂʙتع
(vj) الʳʺاعة ʗكان إذا Ȍوفق إذا ȘȄʛʡ أنه t الʺʶار ʧع نقʨل ،vN ونهایʱه v0 بʙایʱه مʶاراً t = ((ei), (vj)) ʧȞॽل

مʻʲى. مʻʲى مʱʵلفة

مʰال(7):
الʺʨضّح G = ({1, 2, 3, 4} , {(1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 2), (3, 4), (4, 3), (2, 4), (4, 2)}) الॽʰان ʧȞॽل
v0 = ʙالعق جʺاعة ʧؔʱول e1 = (1, 2), e2 = (2, 3), e3 = (3, 4) الʨʴاف جʺاعة ʧؔʱول 7 . 3 الȞʷل في
ʝॽل Șابʶال Șابʶال الʺʲال في الʺʶار أن Ȏنلاح Ȅʛʡقاً. ((ei), (vj)) ʚئʙʻع ʨȞǽن ،1, v1 = 2, v2 = 3, v3 = 4

.v1 = v4 لأن Ȅʛʡقاً

ʻʺǽع لا ولʻؔه الʛحلة خʨʢات تʛؔار عʙم على الʺʶار ȋʛʱʷǽ والʺʶار. الʛحلة مفهʨم ʧع مʱʵلفاً معʻى ȘȄʛʢال مفهʨم ʴǽʺل
ʧʽب الʺʶافة ʅȄʛعʱب ʶǽʺح ȘȄʛʢال مفهʨم إن مʛة. ʧم ʛʲأك عقʙة ȑأ زȄارة عʙم ȋʛʱʷॽɾ ȘȄʛʢال أما مʛة. ʧم ʛʲأك العقʙة زȄارة

بʻʽهʺا. ȘȄʛʡ ʛʸأق أنها على ما بॽان في ʧʽتʙعق
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ȘȄʛʡ :7 . 3 الȞʷل

Șالʺغل الʺʶار :(9)ʃȂʙتع
.v0 = vN إذا Ȍوفق إذا Șمغل أنه t الʺʶار ʧع نقʨل ،vN ونهایʱه v0 بʙایʱه مʶاراً t = ((ei), (vj)) ʧȞॽل

الʺغلقة. الʛحلة ʅȄʛتع ʧȞʺǽ مʺاثل ȞʷǼل

ʛʣاʻʱم ȘȄʛʢال نʱॻʯة(1):
الॽʰان في p′ ȘȄʛʡ ʙجʨی ʚئʙʻع ،vN ونهایʱه v0 بʙایʱه الॽʰان هʚا في Ȅʛʡقاً p = ((ei), (vj)) ʧȞॽول بॽاناً G ʧȞॽل

.v0 ونهایʱه vN بʙایʱه G
الʛʰهان:

الʺʢلʨب. Șقʴǽ v′j = vN−j و e′i = (vN+1−i, vN−i) بـ الʺعʛف p′ = (
(e′i), (v

′
j)
) ȘȄʛʢال أن Ȏنلاح

.ʙالعق ʧʽب الاتʸال علاقة ʅȄʛتع ʧȞʺǽ الʳॽʱʻة هʚه على بʻاء

ʧʽʱلʸʱʺال ʧʽتʙالعق :(10)ʃȂʙتع
إذا Ȍوفق إذا ʧʽʱلʸʱم أنهʺا v1, v2 ʧʽتʙالعق ʧع نقʨل مʻه. ʧʽتʙعق v1, v2 ∈ V ʧؔʱول بॽاناً، G = (V,E) ʧȞॽل

.v1 = v2 كان أو v2 ونهایʱه v1 بʙایʱه p ȘȄʛʡ ʙوج
الʺʽʴʱʶل ʧم لأنه ʥوذل ،Ȑʛأخ عقʙة ȑلأ مʳاورة ʛʽغ أنها ȑأ معʜولة، العقʙة فʽها تʨؔن الʱي الʴالة الاعॼʱار ʧʽعǼ ʚالأخ ʖʳǽ

بʻفʶها. مʸʱلة هي عقʙة ȑأ أن اعॼʱارنا في ʥذل ʛهʤȄو واحʙة. عقʙة ʧم مʨȞن ȘȄʛʡ ʅȄʛتع
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مʱعǽʙة علاقة الاتʸال نʱॻʯة(2):
ʧʽتʙالعق ʗان وؗ ʧʽʱلʸʱم v2 و v1 ʧʽتʙالعق ʗكان إذا مʻه. عقʙاً v1, v2, v3 ∈ V ʧؔʱول بॽاناً، G = (V,E) ʧȞॽل

.ʧʽʱلʸʱم v3 و v1 ʧʽتʙالعق تʨؔن ʚئʙʻع ،ʧʽʱلʸʱم v3 و v2
الʛʰهان:

ʧم مʨȞن ȘȄʛʡ بʻاء في الʛʰهان ʧȞʺǽ .v3 إلى v2 ʧم ȘȄʛʡو v2 إلى v1 ʧم ȘȄʛʡ ʙجʨی الاتʸال، ʅȄʛتع ʖʶʴǼ
ا . 1. Șʴالʺل في مʨجʨد ʨوه تقʻي الʛʰهان هʚا إن .v3 في ونهایʱه v1 في بʙایʱه ʧʽقǼاʶال ʧʽقȄʛʢال

الʺʸʱلة ॼات ʛؗʺال :(11)ʃȂʙتع
الʺʨجه ʛʽغ الॽʰان في ȘȄʛʡ ȑأ (لأن ومʻʱاʛʣة بʚاتها) مʸʱلة عقʙة كل (لأن انعȞاسॽة علاقة هي الاتʸال علاقة إن
صفʨف إلى الॽʰان ʦʶتق ʕتؔاف علاقة ʅȄʛعʱب ʙالعق اتʸال ʅȄʛتع ʶǽʺح الʶاǼقة. الʳॽʱʻة ʖʶʴǼ ومʱعǽʙّة مʻʱاʛʣاً) ʨȞǽن

الاتʸال. علاقة Șوف ʕؔافʱال صفʨف أنها على بॽان في الʺʸʱلة ॼات ʛؗʺال نعʛف .ʕتؔاف

الʺʸʱل الॽʰان :(12)ʃȂʙتع
مʻه. ʧʽتʙعق ȑأ ʧʽب ȘȄʛʡ ʙوج إذا Ȍوفق إذا مʸʱل أنه G الॽʰان ʧع نقʨل

ȞʷǼل ʨȞǽن الʛوʨȃتات أسʛاب دراسة في الȄʛاضي الॽʰان اسʱعʺال إن .Ȍفق واحʙة مʸʱلة ॼة ʛؗم Ȑʨʱاح إذا مȞافئ، ȞʷǼل أو
تॼادل بهʙف روʨȃت لؔل الʺʳاورة الʛوʨȃتات ʅȄʛتع Ǽالʨʰʢلʨجॽا ʙʸقǽ الʽȞʷʱل. وتʺʽʲل الʛوʨȃتات ʧʽب العلاقات لʽʲʺʱل أساسي
ʨȃʨʡلʨجॽا ʧʺض Ǽالʳʱاور مقʛʱناً ʝॽل الفȄʜʽائي الʺʨقع في الʛوʨȃتات تقارب أن ʥذل ǽعʻي الʽȞʷʱل. لʺلاحقة والʱعاون الʺعلʨمات
في الʳʱاور اقʛʱان إن .ʛʽأثʱال أو الʺعلʨمات یॼʱادلا أن دون الفȄʜʽائي الʺʨقع في ʧʽتʨȃرو یʳʱاور أن ʧȞʺǽ إذ الʺعلʨمات، تॼادل
ʧʺض الʨʵارزمॽة. عʺل حȄʛة ʧم ʙʴت قʨʽداً ǽفʛض ʧؔول ،ʥش دون والعʺل الʙراسة Ȍʶॼی الفȄʜʽائي الʳʱاور مع الʨȃʨʢلʨجॽا
الʺʳʱاورة الʛوʨȃتات تॼقى أن عʺلॽاً ʖʳǽ ʧؔول الʺقʛʱحة، الʨʵارزمॽة Ǽفʹل القʨʽد هʚه حʨل الإلʱفاف ʧȞʺǽ ʘʴॼال مʨضʨع

الʛʱاسل. أجهʜة مʳال ʧʺض تॼقى لؔي مʱقارȃة الʺعلʨمات تॼادل ʨȃʨʡلʨجॽا ʖʶح

ȏʦʯʴʸال في الॻʮان تʻʰʸل 2 . 2 . 3
معها الʱعامل ʧȞʺǽ ॽʸǼاغة رȄاضॽاً تʺʽʲله ʖʳǽ إذ ملاحقʱه. الʺʛاد الʽȞʷʱل ʅȄʛعʱل ʨه الȄʛاضي للॽʰان ʛالآخ الاسʱعʺال
Ǽʺا Ǽالʛʴʱك روʨȃت كل وسॽقʨم للॽʁاس، القابلة ʛالʺقادی كʨنها الʽȞʷʱل لʽʲʺʱل الʛوʨȃتات ʧʽب الʺʶافات ʧم ʙʽفʱʶʻس حʶابॽاً.
وʨʰʡلʨجॽا الʺʱʵار الʽȞʷʱل ʙّʴǽدها مʛجॽّɻة مʶافات إلى الʳʱاور ʨʰʡلʨجॽا Șوف له الʺʳاورة الʛوʨȃتات ʧʽȃو بʻʽه الʺʶافات یʙفع
ʧʽب الʺʶافة فإن ʖلʸال ʦʶʳال ʅȄʛتع ʖʶʴȃو ،ʖصل ʦʶج أنه على ملاحقʱه الʺʛاد الʽȞʷʱل إلى ʛʤʻال ʧȞʺǽ الʺʱʵارة. الʳʱاور
الȄʛاضي. الॽʰان ʧم Ǽالاسʱفادة ملاحقʱه الʺʛاد الʽȞʷʱل وصف كॽɿॽة الʱالॽة والʺʛʰهʻات ʅȄعارʱال تʨضح ثابʱة. مʻه ʧʽʱʢنق ȑأ
مʨʺʳعة ʧع ʠॽɻʱʶن و ،(vi)i=1..n Ǽالʳʺاعة ʙالعق مʨʺʳعة ʧع ʠॽɻʱʶن ȑأ الॽʰان، وحʨاف ʙعق مʨʺʳعة ʖتʛن یلي ॽɾʺا

.(ej)j=1..m Ǽالʳʺاعة الʨʴاف
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ȑʨʱʶʺال في للॽʰان تʺʽʲل :8 . 3 الȞʷل

ȑʨʱʶʺال في الॽʰان تʺʽʲل :(13)ʃȂʙتع

، i ̸= j ⇔ pi ̸= pj ʘʽح p = (p1, . . . , pn) ∈ Cn نʶʺي بॽاناً، G =
(
(vi)i=1..n, (ej)j=1..m

)
ʧȞॽل

.ȑʨʱʶʺال في G للॽʰان تʺॽʲلاً
p : V → C : vi → pi ʙاعʶم تاǼع ʅȄʛتع هʻا ʧȞʺǽ .ȑʨʱʶʺال في الʽʲʺʱل هʚا ʧʺض vi العقʙة مʨضع ʧع pi ʛʰعǽ
ʖʳǽ واحʙة. بʻقʢة ʧʽتʙعق تʺʽʲل عʙم ʧʺʹǽ p الʷعاع ॼات ʛؗم ʧم ʧʽʱʰ ʛؗم ȑاوʶت عʙم ȋʛش إن العقʙة. مʨضع تاǼع ʨه

.2 Ǽعʙه C[R] شعاعي فʹاء أنها على العقǽʙة الأعʙاد مʨʺʳعة نعامل أنʻا إلى الانॼʱاه

مʰال(8):
.ȑʨʱʶʺال في G لـ تʺॽʲلاً p = (0, 1, 2) ʨȞǽن ʚئʙʻع بॽاناً، G = ((1, 2, 3), ((1, 2), (2, 3))) ʧȞॽل

لʽʲʺʱل الʺʨافقة الʺʶافات :(14)ʃȂʙتع
ei = الʴافة ʨʡل نعʛف ،ȑʨʱʶʺال في الॽʰان لهʚا تʺॽʲلاً p ʧȞॽول بॽاناً، G =

(
(vi)i=1..n, (ej)j=1..m

)
ʧȞॽل

Ǽالʷعاع p للʽʲʺʱل الʺʨافقة الʺʶافات شعاع ونعʛف ، di = d(ei) = d(a, b) = |p(a)− p(b)| Ǽالعʙد (a, b)
.d = (d1, . . . , dm)

الʨʴاف مʶافات تاǼع :(15)ʃȂʙتع
fG : Cn → Rm : الʱاǼع أنه على G الॽʰان حʨاف تاǼع نعʛف بॽاناً، G =

(
(vi)i=1..n, (ej)j=1..m

)
ʧȞॽل

الʽʲʺʱل. لهʚا الʺʨافقة d الʺʶافات ʷǼعاع p ȑʨʱʶʺال في تʺʽʲل شعاع كل Ȍȃʛی ȑʚال p→ d

حʨل یʨʴʺʱر ʘʴॼال مʨضʨع إن معʙومة. ʛʽغ الʨʴاف أʨʡال تʨؔن أن ʧʺʹǽ واحʙة بʻقʢة ʧʽتʙعق تʺʽʲل عʙم ȋʛش إن
ʧʽب العلاقة دراسة ȑورʛʹال ʧم ʥلʚل الʺʛغʨب. الʽȞʷʱل وملاحقة الʺʢॽʴة الʯʽʰة إدراك في Ȍفق الʺʶافات على الاعʱʺاد
الʺعلʨمات ȑʨʱʶʺال في الʽʲʺʱل ʲʺǽل ʧʽح في الʺʱاحة الʺعلʨمات تʺʲل الʨʴاف أʨʡال لأن الʨʴاف وأʨʡال ȑʨʱʶʺال في الʽʲʺʱل

اسʱʻʱاجها. ʖاجʨال



رȄاضॽة مقʙمة 2 . 3 29

لॽʰان Ǽالॼʶʻة ʧʽʯؔافʱم ʧʽلʽʲʺت :9 . 3 الȞʷل

ʧʽʯؔافʱʺال ʧʽلʽʲʺʱال :(16)ʃȂʙتع

للॽʰان ʧʽلʽʲʺت p2 و p1 ʧȞॽول الॽʰان، لهʚا Șافʨʺال الʨʴاف تاǼع fG ʧȞॽول Gبॽاناً، =
(
(vi)i=1..n, (ej)j=1..m

)
ʧȞॽل

.fG(p1) = fG(p2) كان إذا Ȍوفق إذا G للॽʰان Ǽالॼʶʻة ʧʽʯؔافʱم أنهʺا p2 و p1 ʧʽلʽʲʺʱال ʧع نقʨل .ȑʨʱʶʺال في G

مʰال(9):
p = (0, 1, 2), p′ = (0, 1, 1 + i) ʧȞॽول ،G = ({1, 2, 3}, {(1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 2)}) الॽʰان ʧȞॽل

.ʧʽʯؔافʱم الॽʲʺʱلان هʚان ʨȞǽن ʚئʙʻع الॽʰان. لهʚا ʧʽلʽʲʺت

ʨه مʻهʺا ȑأ قاʡع ȞʷǼل تʙʴد أن Ȍفق الʺʶافات على ʙʺʱتع خʨارزمॽة ȑلأ ʧȞʺǽ لا إذ ،ʦمه مفهʨم لॽʰان Ǽالॼʶʻة ʧʽلʽʲʺت ʕتؔاف
الفعلي الʽʲʺʱل اسʱʻʱاج مʶألة لʙراسة مʢʱاǼقة. مʻهʺا لؔل الʺʱاحة الʺعلʨمات لأن الʺʱاحة. للʺعلʨمات Șافʨʺال الفعلي الʽʲʺʱل
الʺʶافات كافة ʛافʨت ȑأ) الʺʺʻȞة الʺعلʨمات كل ʛافʨت حالة وهي ،ȌʶǼالأ الʴالة بʙراسة نʙʰأ الʺʶافات معلʨمات ʧم انʢلاقاُ
الॽʰان فʽها ʨȞǽن الʱي الʴالة دراسة ʥذل Ȟǽافئ الʺعلʨمات. ʟنق ʧع الʻاتج الʽʲʺʱل في ʧʽʽعʱال عʙم ʖʻʳʱل ॽʀاسها) ʧȞʺʺال

.C في الʺʶافات على الʺʴافʤة الʨʱاǼع خʨاص على الاʡلاع ʖʳǽ ʥذل لʨʱضॽح تاماً.
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الانعȞاسي الهʙʻسي والȄʨʴʱل الهʙʻسي الȄʨʴʱل :(17)ʃȂʙتع
هʙʻسॽاً تȄʨʴلاً ونʶʺي ، f(z) = zeiθ + w الȞʷل ʧم C على معʛّف f تاǼع ȑأ C في هʙʻسॽاً تȄʨʴلاً نʶʺي

.θ ∈ R, w ∈ C ʘʽح ،f(z) = z̄eiθ + w الȞʷل ʧم C على معʛّف f تاǼع ȑأ انعȞاسॽاً

الʺʶافات على Ȏافʴʺال الʱاǼع :(18)ʃȂʙتع
∀z, w ∈ C : |f(z)− f(w)| = Șقʴت إذا Ȍوفق إذا الʺʶافات على Ȏافʴم أنه f ʧع نقʨل تاǼعاً، f : C → C ʧȞॽل

.|z − w|

مʙʮهʹة(1):
هʙʻسॽاً تȄʨʴلاً أو هʙʻسॽاً تȄʨʴلاً كان إذا Ȍوفق إذا الʺʶافات على مʴافʤاً f ʨȞǽن ʚئʙʻع تاǼعاً، f : C → C ʧȞॽل

انعȞاسॽاً.
الʛʰهان:

. ا . 2 في مʨجʨد الʛʰهان
Ȏافʴت الʱي الʨحʙʽة الȄʨʴʱلات هي والانعȞاسات والʙورانات ǼالانʴʶاǼات الʺʲʺʱلة الهʙʻسॽة الȄʨʴʱلات أن الʶاǼقة الʺʛʰهʻة ʧʽʰت

.ȑʨʱʶʺال ȋنقا كافة أجل ʧم الʺʶافات على

مʙʮهʹة(2):
ʨȞǽن ʚئʙʻع .ȑʨʱʶʺال في K للॽʰان ʧʽلʽʲʺت p, q ∈ Cn ʧȞॽول له، Șافʨʺال الʨʴاف تاǼع fK و تاماً بॽاناً K ʧȞॽل
أجل ʧم f(pi) = qi ʘʽʴǼ f انعȞاسي هʙʻسي تȄʨʴل أو هʙʻسي تȄʨʴل ʙوج إذا Ȍوفق إذا fK(p) = fK(q)

.i = 1..n

الʛʰهان:
. (1978) Roth and Asimov في مʨجʨد الʛʰهان

الʺȞافʯة الॽʲʺʱلات مʨʺʳعة فإن الʨʴاف، أʨʡال ʧع الʺʺʻȞة الʺعلʨمات كافة ʛافʨت حال في حʱى أنه على الʺʛʰهʻة هʚه تʙل
تȄʨʴل أو هʙʻسي بȄʨʴʱل p الʽʲʺʱل ʧع تʱʻج الʱي هي الʺȞافʯة الॽʲʺʱلات ومʨʺʳعة مʱʻهॽة. ʛʽغ مʨʺʳعة هي p تʺʽʲل ȑلأ

.ʖلʸال الॽʰان ʅȄʛتع ʧȞʺǽ علॽه بʻاء انعȞاسي. هʙʻسي

ʖلʸال الॽʰان :(19)ʃȂʙتع
K = ʧȞॽول الॽʰان، لهʚا Șافʨʺال الʨʴاف تاǼع fG ʧȞॽول مʸʱلاً، بॽاناً G =

(
(vi)i=1..n, (ej)j=1..m

)
ʧȞॽل

Ȍوفق إذا ʖصل أنه G الॽʰان ʧع نقʨل . G الॽʰان ʙلعق مʢاǼقة عقʙه تاماً بॽاناً
(
(vi)i=1..n, (ki)i=1..n(n−1)/2

)
: Șقʴت إذا

∀p ∈ Cn,∃ε > 0 : f−1
G (fG(p))

∩
B(p, ε) = f−1

K (fK(p))
∩

B(p, ε) (1 . 3)
.ε قʛʢها ونʸف p ʜها ʛؗم الʱي الʺفʨʱحة الʛؔة هي B(p, ε) ʘʽح

الॽʲʺʱلات تʨؔن B(p, ε) Ǽالʛؔة مʲʺʱل p لـ جʨار ʙجʨی ،ʖلʸال للॽʰان p تʺʽʲل كل أجل ʧم أنه على ʅȄʛعʱال هʚا ʟʻی
مʸʱلة ॼة ʛؗم ʧم ʛʲأك ʧم مʨّȞن بॽان ȑأ أن Ȏنلاح .p لـ هʙʻسي تȄʨʴل ʧع الʻاتʳة الॽʲʺʱلات Ȍفق هي ضʺʻه p لـ الʺȞافʯة
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ʙلأح تافه ʛʽغ هʙʻسي تȄʨʴل Ǽإجʛاء ȑʨʱʶʺال في تʺʽʲل ȑلأ مȞافئ تʺʽʲل على الʨʸʴل ʧȞʺǽ إذا Ǽالʹʛورة، ʖصل ʛʽغ ʨه
الʺʸʱلة. ॼات ʛؗʺال

صلॼاً. ʨȞǽن لؔي الॽʰان على شʛوʡاً تعʢي الʱي الʺʛʰهʻات ʧم مʨʺʳعة یلي ॽɾʺا :ʖلʸال الॽʰان خʨاص

أصغȄʛاً ʖلʸال الॽʰان :(20)ʃȂʙتع
G′ = الॽʰان كان إذا Ȍوفق إذا أصغȄʛاً ʖصل أنه G الॽʰان ʧع نقʨل صلॼاً، بॽاناً G = (V,E) الॽʰان ʧȞॽل

.e ∈ E ʧؔت مهʺا ʖصل ʛʽغ (V,E\{e})

دون حافة ȑأ إزالة ʧȞʺǽ لا ȑأ صلابʱه، Șقʴॽل حʨافه كافة ʧم ʙʽفʱʶǽ ȑʚال الॽʰان ʨه أصغȄʛاً ʖلʸال الॽʰان ،Ȑʛأخ ॽʸǼاغة
بॽان. ȑأ صلاǼة على ʦȞʴالǼ ʶǽʺح مॽɻاراً الʱالॽة الʺʛʰهʻة تقʙم الʸلاǼة. خʶارة

مʙʮهʹة(3):
ʖصل G′ (V,E ′) الॽʰان ʨȞǽن ʘʽʴǼ E ′ ⊆ E وجʙت إذا Ȍوفق إذا صلॼاً G الॽʰان ʨȞǽن بॽاناً، G = (V,E) ʧȞॽل

أصغȄʛاً.
الʛʰهان:

لʺʛʰهʻة نʳॽʱة الʺʛʰهʻة هʚه فإن الʨاقع في الʸلاǼة. Șʽقʴʱل أصغȄʛاً ʖلʸال الॽʰان ʶʺǼاهʺة ʚالأخ Ȟǽفي إذ بʙیهي الʛʰهان
. (1970) Laman في الʺʨجʨدة Laman

.ʛآخ بॽان ʙعق ʧم ʙلʨʺال الॽʰان مفهʨم نعʛف أن أولاً ʖʳǽ ʧؔول Laman، مʛʰهʻة ʟن نقʙم یلي ॽɾʺا .

ʛآخ بॽان ʙعق ʧم ʙلʨʺال الॽʰان :(21)ʃȂʙتع
V ′ ⊆ V كان إذا Ȍوفق إذا G ʙعق ʧم ʙلʨم بॽان أنه G′ = (V ′, E ′) الॽʰان ʧع نقʨل G = (V,E) الॽʰان ʧȞॽل

.E ′ = {(a, b) ∈ E : a, b ∈ V ′} و
هʚه ʧʺض ʧم أʛʡافها الʱي الʨʴاف كافة مع ʙالعق ʧم جʜئॽة مʨʺʳعة Ǽاخॽʱار ʛآخ بॽان ʙعق ʧم بॽان ʙʽلʨت ʦʱی Ǽاخʸʱار،

الʜʳئॽة. الʺʨʺʳعة
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Laman مʛʰهʻة مʙʮهʹة(4):

إذا Ȍوفق إذا أصغȄʛاً ʖصل G الॽʰان ʨȞǽن .m = 2n − 3 ʘʽح G =
(
(vi)i=1..n, (ej)j=1..m

)
الॽʰان ʧȞॽل

.m′ ≤ 2n′ − 3 ȋʛʷال G ʙعق ʧم ʙلʨم G′ =
(
(v′i)i=1..n′ , (e′j)j=1..m′

)
بॽان ȑأ Șحق

اخॽʱار ʖʳǽ عقʙة n ذو بॽان ȑأ أجل ʧʺف ،ȑʨʱʶʺال في للʽʲʺʱل الȄʛʴة درجات دراسة ȘȄʛʡ ʧع Laman مʛʰهʻة ʛʽʶتف ʧȞʺǽ
ʧʽʽتع ʖوج ،y للʺʨʴر وواحʙة x للʺʨʴر واحʙة حȄʛة، بʙرجʱي تʱʺʱع ȑʨʱʶʺال في نقʢة كل أن وȃʺا .ȑʨʱʶʺال في نقʢة n
مȞافىء، تʺʽʲل على للʨʸʴل تʺʽʲل ȑأ على هʙʻسي تȄʨʴل Șʽʰʢت ʧȞʺǽ أنه ʦنعل ʧؔول الʽʲʺʱل. ʧʽʽتع أجل ʧم مʨʴʱلاً 2n

الȄʨʴʱل Șʽʰʢʱب تʶʺح تعʻʽʽها ʧȞʺǽ لا حȄʛة درجات تॼقى أن ʙلاب إذ ،ʙللعق الʺقابلة ȋقاʻال احʙاثॽات كافة ʧʽʽتع ʧȞʺǽ لا وȃالʱالي
هي الȄʨʴʱل، تعʛف مʨʴʱلات ثلاثة وجʨد یʱʹح الهʙʻسي الȄʨʴʱل معادلة إلى ʛʤʻالǼ مȞافىء. تʺʽʲل على للʨʸʴل الهʙʻسي
وجʨد ǽقʱʹي الهʙʻسي الȄʨʴʱل فإن وȃالʱالي حȄʛة. لʙرجʱي الʺقابل w والانʴʶاب واحʙة، حȄʛة لʙرجة الʺقابلة θ الʙوران زاوȄة
ʖصل بॽان لʽȞʷʱل الؔافي الʨʴاف عʙد أن Laman تॼʻأ الʺʻاقʷة هʚه على بʻاء الʽʲʺʱل. في معʻّ̔ة ʛʽغ حȄʛة درجات ثلاثة
حلʨلها مʨʺʳعة الʺʱʶقلة الʺعادلات ʧم جʺلة الʨʴاف هʚه تعʢي لؔي والؔافي اللازم ȋʛʷال واسʱʻʱج الأقل، على 2n− 3 هي
ʧم ʙلʨم بॽان ȑأ ʨȞǽن Ǽأن ȋʛʷال هʚا یʲʺʱل .ʙȄʛف لʽʲʺʱل Ǽالॼʶʻة انعȞاسॽة) هʙʻسॽة تȄʨʴلات (أو هʙʻسॽة تȄʨʴلات ʧع تʱʻج
الॽʰانات أجل ʧم Laman لʺʛʰهʻة مȞافئ ʙجʨی لا أنه ʛؗʚالǼ ʛیʙʳال ʧم الʨʴاف. ʧم كاॽɾاً عʙداً ȑʨʴǽ الʺʙروس الॽʰان ʙعق
إن .Rقلʴال على الʺعʛف C الفʹاء في Ǽالʽʲʺʱل ʘʴॼال هʚا في نقʨم علʺاً ،2 ʧم ʛʰأك ʙعǼ ذات فʹاءات في الʺʺʲلة
اخॼʱار إلى الʴاجة في الʺȞʷلة ʧʺؔت صلॼاً. بॽان ȑأ كان إذا ॽɾʺا لاخॼʱار اسʙʵʱامه ʧȞʺǽ مॼاشʛاً مॽɻاراً تعʢي الʶاǼقة الʺʛʰهʻة
Henneberg قʙم كʛʽʰاً. الॽʰان ʙعق عʙد كان حال في صॼɻاً ʨȞǽن ʙق ʥوذل الʺقʨʸد، الॽʰان ʙعق ʧم الʺʨلʙة الॽʰانات كافة

أصغȄʛاً. الʸلॼة الॽʰانات ʧم مʨʺʳعة بʻʰاء تʶʺح خʨارزمॽة

Henneberg بॽانات :(22)ʃȂʙتع
الʱامة الॽʰانات هي K1, K2, K3 ʘʽح K1, K2, K3 ∈ H ʚئʙʻع ، Henneberg بॽانات كل مʨʺʳعة H ʧؔʱل
انʢلاقاُ G′ ∈ H إنʷاء ʧȞʺǽ ʚئʙʻع ،G = (V,E) ∈ H\{K1, K2} ʧȞॽل .ʙعق والʲلاث ʧʽتʙوالعق العقʙة ذات

:ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱʽالعʺل ʧم واحʙة Șʽʰʢʱب G ʧم
ʨȞǽن ʚئʙʻع . v2 و v1 ʧم ȞǼل ونʢȃʛها v′ /∈ V الʙʳیʙة العقʙة Șلʵن ، v1 ̸= v2 ʘʽʴǼ v1, v2 ∈ V ʧؔʱل •

. G′ = (V ∪ {v′}, E ∪ {(v′, v1), (v′, v2)}) ∈ H

الʴافة Ȍوس v′ /∈ V الʙʳیʙة العقʙة ʦʴنق ،v ̸= a, v ̸= b ʘʽʴǼ عقʙة v ∈ V ʧؔʱول حافة (a, b) ∈ E ʧؔʱل •
G′ = (V ∪ {v′}, (E ∪ {(v′, a), (v′, b), (v′, v)})\{(a, b)}) ʨȞǽن∋ ʚئʙʻع . ،v Ǽالعقʙة ونʢȃʛها (a, b)

.H
ʧم مʻاسॼاً عʙداً مʨʺʶحة عʺلॽات Șʽʰʢʱب ʙالعق ʧم عʙد ȑأ أجل ʧم Henneberg بॽان ʙʽلʨت ʧȞʺǽ ʅȄʛعʱال هʚا ʖʶʴǼ

للغاǽة. مفʙʽة نʳॽʱة الʱالॽة Henneberg مʛʰهʻة تعʢي الʺʛات.
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مʙʮهʹة(5):
.RM = H ʚئʙʻع أصغȄʛاً، الʸلॼة الॽʰانات كل مʨʺʳعة RM ʧؔʱل

الʛʰهان:
. (2003) al. et Haas الʺʛجع في مʨجʨد

خʨارزمॽة Ǽاسʙʵʱام تʨلʙʽها ʧȞʺǽ الʱي الॽʰانات مʨʺʳعة Ȍفق هي أصغȄʛاً الʸلॼة الॽʰانات مʨʺʳعة أن الʶاǼقة الʺʛʰهʻة تعʻي
تقʨم Henneberg. خʨارزمॽة Ǽاسʙʵʱام تʨلʙʽه ʧȞأم إذا أصغȄʛاً ʖصل أنه بॽان على ʦȞʴال ʧȞʺǽ وȃالʱالي Henneberg.
جʛʽانه. إلى الʺʢلȃʨة الʺʶافات Șʽقʴʱب روʨȃت كل ॽʀام ȘȄʛʡ ʧع الʽȞʷʱل Șʽقʴت Ǽʹʺان ʘʴॼال هʚا في الʺقʛʱحة الʨʵارزمॽة
الॽʰان مفهʨم ʅȄʛتع ʖʳǽ وȂنʺا مʙʴد، تʽȞʷل Șʽقʴت ʧʺʹǽ لا ʖلʸال الॽʰان في كافة الʺʶافات Șʽقʴت فإن یʱʹح كʺا ʧؔول

الʛوʨȃتات. ʧʽب الʺʶافات Șʽقʴت ʙعǼ الʽȞʷʱل Șʽقʴت ʧʺʹǽ ما ʨوه ȘلʢʺالǼ ʖلʸال

ȘلʢʺالǼ ʖلʸال الॽʰان :(23)ʃȂʙتع

أو هʙʻسي تȄʨʴل ʙِوُج إذا Ȍوفق إذا ȘلʢʺالǼ ʖصل بॽان أنه G =
(
(vi)i=1..n, (ej)j=1..m

)
الॽʰان ʧع نقʨل

ʘʽʴǼ G لـ q = (q1, . . . , qn) و p = (p1, . . . , pn) ʧʽʯؔافʱم ʧʽلʽʲʺت ȑأ أجل ʧم f انعȞاسي هʙʻسي تȄʨʴل
.i = 1..n : f(pi) = qi

انعȞاسي. هʙʻسي تȄʨʴل أو هʙʻسي بȄʨʴʱل بॼعʹها Ȍॼتʛت ȘلʢʺالǼ ʖلʸال للॽʰان الʺʱؔافʯة الॽʲʺʱلات Ǽأن القʨل ʧȞʺǽ Ǽاخʸʱار

.ȘلʢʺالǼ ʖلʸال الॽʰان على Ǽالʱعʛّف تʶʺح شʛوʡاً الʱالॽة الʺʛʰهʻة تقʙّم .ʖصل بॽان ʨه ȘلʢʺالǼ ʖصل بॽان ȑأ أن الʙʰیهي ʧم

مʙʮهʹة(6):

ʙعق Ǽأرȃع تاماً بॽاناً G كان إذا Ȍوفق إذا ȘلʢʺالǼ صلॼاً G ʨȞǽن ʚئʙʻع G =
(
(vi)i=1..n, (ej)j=1..m

)
الॽʰان ʧȞॽل

:ʧʽʽالʱال ʧʽʡʛʷال Șقʴت أو أقل، أو
.v لـ مʳاورة مʱʵلفة ʙعق ثلاثة الأقل على ʙجʨت v العقʙة ʧؔت مهʺا .1

.ʖصل بॽان ʨه V \{v} ʙالعق ʨʺʳʺǼعة G ʧم ʙّلʨʺال الॽʰان فإن v العقʙة ʧؔت مهʺا .2
الʛʰهان:

. (2005) Jordan and Jackson في مʨجʨد

ॽʀاس على الʨʵارزمॽة هʚه تقʨم جʛʽانه. ʧم لʲلاثة Ǽالॼʶʻة روʨȃت ȑأ مʨضع ʧʽʽعʱب تʶʺح خʨارزمॽة ʘʴॼال هʚا في نقʙم
ȑʨʱʶʺال في تʺʽʲل ʧʽʽعʱب الʨʵارزمॽة تقʨم ʦث .ʦهʻʽب ॽɾʺا الʺʶافات على للʨʸʴل ʦمعه ʖʡاʵʱلل إضافة الʛʽʳان، إلى الʺʶافات
Șʽʰʢʱلل قابلة الʺقʛʱحة الʨʵارزمॽة تʨؔن لؔي اللازم ȋʛʷال إن .ʦهʻʽب ॽɾʺا الʺʛصʨدة الʺʶافات Șقʴǽ الʲلاثة وجʛʽانه للʛوʨȃت
لأن الʺȞافئ ʨوه الʲلاثة، الʛʽʳان ʧم ʧʽʻاث ȑأ یʳʱاور أن ȋʛʷال ǽقʱʹي بॽʰان. الʺʺʲلة الʺعلʨمات تॼادل ʨȃʨʡلʨجॽا في ʧʺȞǽ
ʧم ȋʛʷال هʚا Șقʴǽ بॽان ʙʽلʨʱب تʶʺح ʢॽʶǼة خʨارزمॽة نقʙم یلي ॽɾʺا تاماً. بॽاناً الʲلاثة وجʛʽانه Ǽالʛوʨȃت ʙلʨʺال الॽʰان ʨȞǽن
أوجه، رȃاॽɺات ʧم الʺʨّȞن الॽʰان یلي ॽɾʺا ونعʛف الأوجه. رȃاعي بॽاناً ʙعق Ǽأرȃع الʱام الॽʰان نʶʺي ،Ȍॽʶॼʱلل عقʙه. كل أجل

روʨȃت. ȑأ أجل ʧم الʺقʛʱحة الʨʵارزمॽة Șʽʰʢʱب ʶǽʺح ȑʚال الॽʰان ʨوه
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الʨجʨه رȃاॽɺات ʧم الʺʨّȞن الॽʰان :(24)ʃȂʙتع
عقʙة ȑأ أجل ʧم كان إذا Ȍوفق إذا أوجه رȃاॽɺات ʧم مʨّȞن بॽان أنه G الॽʰان ʧع نقʨل ،G = (V,E) الॽʰان ʧȞॽل
تاماً بॽاناً G الॽʰان ʧم {v, v1, v2, v3} ʙالعقǼ ʙلʨʺال الॽʰان ʨȞǽن ʘʽʴǼ v1, v2, v3 ∈ V ʙعق ثلاث ʙجʨت ،v ∈ V

.ʙعق Ǽأرȃع
نقʙّم الأوجه. رȃاॽɺات ʧم مʨّȞناً ȘلʢʺالǼ صلॼاً بॽاناً تʨؔن أن ʖʳǽ الʨʵارزمॽة، لعʺل صالʴة الʳʱاور ʨʰʡلʨجॽا تʨؔن لؔي

الʱالॽة. الʺʛʰهʻة في الأوجه رȃاॽɺات ʧم مʨّȞنة ȘلʢʺالǼ صلॼة بॽانات ʙʽلʨʱل خʨارزمॽة

ȘلʢʺالǼ وصلॼة الأوجه رȃاॽɺة بॽانات ʙʽلʨت خʨارزمॽة مʙʮهʹة(7):
الॽʰان ʨه K4 ʘʽح K4 ∈ T ʚئʙʻع .ȘلʢʺالǼ والʸلॼة الأوجه رȃاॽɺات ʧم الʺʨّȞنة الॽʰانات مʨʺʳعة T ʧؔʱل
ʚئʙʻع الأوجه، رȃاॽɺات ʧم مʨّȞناً بॽاناً G = (V,E) ∈ T ʧȞॽل .(ʙعق Ǽأرȃع الʱام الॽʰان (أو الأوجه رȃاعي
ʘʽʴǼ v1, v2, v3 بʻʽها ॽɾʺا مʳʱاورة ʙعق ثلاثة Ǽاخॽʱار G ʧم انʢلاقاً G′ = (V ′, E ′) ∈ T إنʷاء ʧȞʺǽ
G′ = ʨȞǽن ʚئʙʻع الʺʱʵارة. ʙالعقǼ ورʢȃها v العقʙة وȂضافة ، ∀i, j ∈ {1, 2, 3} : (vi, vj) ∈ E

الأوجه. رȃاॽɺات ʧم مʨّȞناً بॽاناً (V ∪ {v}, E ∪ {(v, v1), (v, v2), (v, v3)})

الʛʰهان:
u1, u2, u3 ∈ ʙعق ثلاثة ʙجʨت فإنه u ∈ V ʧؔت مهʺا أنه الأوجه رȃاॽɺات ʧم الʺʨّȞن الॽʰان ʅȄʛتع ʖʶح الʨاضح ʧم

تاماً. بॽاناً u, u1, u2, u3 ʙالعق ʧم ʙلʨʺال الॽʰان ʨȞǽن ʘʽʴǼ V
ȑأ . v1, v2, v3 الʺʱʵارة ʙالعق هي ʙالعق وهʚه تاماً، بॽاناً v الʙʳیʙة العقʙة مع ʙلʨت ʙعق ثلاثة وجʨد بʛهان عʙʻها Ȟǽفي
على الفʛض ʧم واضح وهʚا ، {(v, v1), (v, v2), (v, v3), (v1, v2), (v1, v3), (v2, v3)} ∈ E ′ ʨȞǽن أن Ȟǽفي

الأوجه. رȃاॽɺات ʧم مʨّȞن بॽان ʨه ʙّلʨʺال الॽʰان وȃالʱالي ، E ′ ʅȄʛتع ʧوم الʲلاثة ʙالعق اخॽʱار
مʻه عقʙة ȑأ إزالة وأن ॽɾه عقʙة ȑلأ مʳاورة الأقل على ʙعق ثلاثة ʙجʨت أنه ʧهʛʰن ،ȘلʢʺالǼ ʖصل G′ الॽʰان أن لʛʰهان

صلॼاً. بॽاناً ʙّلʨت
أو ، G ʅȄʛتع ʖʶʴǼ ʥوذل لها مʳاورة ʙعق ثلاثة ʙجʨت وȃالʱالي u ∈ V إما ʚئʙʻع u ∈ V ′ = V ∪{v} العقʙة ʧؔʱل
u ∈ V ′ = V ∪{v} العقʙة مʙّʳداً ʧؔʱل . ȋʛش أول Șقʴʱی ʥلʚȃو لها، مʳاورة v1, v2, v3 ʙالعق تʨؔن وعʙʻها u = v

حالات: ثلاثة ʙجʨت .ʖصل بॽان ʨه V ′\{u} ʙالعق ʨʺʳʺǼعة G′ الॽʰان ʧم ʙّلʨʺال G′′ الॽʰان أن ʧهʛʰʻول
: u = v .1

.ʖصل بॽان ʨوه ، G الॽʰان ذاته ʨه V ′\{u} = V ʙالعق ʨʺʳʺǼعة G′ ʧم ʙّلʨʺال G′′ الॽʰان ʨȞǽن :ʚئʙʻع
: u ∈ {v1, v2, v3} .2

G الॽʰان ʧم ʙّلʨʺال Ĝ =
(
V̂ , Ê

)
الॽʰان ʨȞǽن ʚئʙʻع ، u = v1 أن العʺʨمॽة في خʶارة دون لʻفʛʱض

في الʺʨʺʶحة العʺلॽات Ȑʙإح Șʰʢن .ȘلʢʺالǼ ʖصل G لأن ʖصل بॽان V̂ = V \{v1} ʙالعق ʨʺʳʺǼعة
G′′ = الॽʰان ʨȞǽن ʚئʙʻع v2, v3 ʧʽتʙالعقǼ ورʢȃها v العقʙة Ǽإضافة نقʨم إذ Henneberg، بॽانات ʙʽلʨت

صلॼاً. بॽاناً (V̂ {v}, Ê ∪ {(v, v2), (v, v3)})
. u = v3 و u = v2 عʙʻما ʖصل بॽان ʨه G′′ الॽʰان أن بʛهان ʧȞʺǽ Ǽالʺʲل،

: u ∈ V \{v, v1, v2, v3} .3
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،ȘلʢʺالǼ ʖوصل الʨجʨه رȃاॽɺات ʧم مʨّȞن بॽان ʙʽلʨت :10 . 3 الȞʷل

ʖصل G لأن صلॼاً بॽاناً V \{u} ʙالعق ʨʺʳʺǼعة G الॽʰان ʧم ʙّلʨʺال Ĝ =
(
V̂ , Ê

)
الॽʰان ʨȞǽن ʚئʙʻع

ʧʽتʙالعقǼ ورʢȃها v العقʙة إضافة عʺلॽة وهي ، Hennberg بॽانات بʻاء عʺلॽات Ȑʙإح Șʽʰʢʱب نقʨم .ȘلʢʺالǼ
الॽʰان ʨȞǽن وʙȃوره صلॼاً.

(
V̂ ∪ {v}, Ê ∪ {(v, v1), (v, v2)}

)
الॽʰان ʨȞǽن ʚئʙʻع . v1, v2

صلॼاً.
(
V̂ ∪ {v}, Ê ∪ {(v, v1), (v, v2), (v, v3)}

)
وجʨه. رȃاॽّɺات ʧم ومʨّȞن ȘلʢʺالǼ ʖصل G′ أن بʛهّ̒ا ʙق نʨؔن ʥلʚȃو

الʨʴاف Ȍȃʛوت جʙیʙة، حʨافاً الʛʺʴاء الʨʴاف تʺʲل ʘʽح .ʙعق 6 بـ أوجه رȃاॽɺات ʧم مʨّȞن بॽان ʙʽلʨت على مʲال 10 . 3 في
خʨʢة. كل في الʺʱʵارة الʲلاثة ʙالعق ʧʽب الʛʸʵاء

الʦʱار ʗرص خʦارزمॻة 3 . 3
.R = {rk, k ∈ NN} Ǽالʺʨʺʳعة نʺʲلها ملائʺاً تʨزȄعاً ȑʨʱʶʺال في ومʨزعة N إلى 0 ʧم مʛقʺة روʨȃت N +1 لʙیʻا ʧȞॽل
ʥذل ولأجل الʛوʨȃتات. ʧʽب Ȍفق الʺʶافات ॽʀاسات على بʻاء الʛوʨȃت هʚا جʨار ʧȄʨؔʱب سʻقʨم .ȑʜ ʛؗʺال الʛوʨȃت r0 نʶʺي
إحʙاثॽات جʺلة ʚنأخ مʻها. ȑأ إلي الʺʶافات ॽʀاس ʻȞʺǽه وȃالʱالي ȑʜ ʛؗʺال للʛوʨȃت جʛʽان rk : k ̸= 0 الʛوʨȃتات أن نفʛʱض
مʱعامʙة إحʙاثॽات جʺلة بها Șفʛون ȑʜ ʛؗʺال Ǽالʛوʨȃت مʛتʢॼة R0 مʛجॽɻة جʺلة ʚونأخ ، RG ʧؔʱول ثابʱة مʴاور ذات مʢلقة
R0 الʺقارنة لʳʺلة Ǽالॼʶʻة مʨقعها ʧع ʛʰونع Pj Ǽالʻقʢة rj الʛوʨȃت مʨقع ʧع ʛʰنع .ȑʜ ʛؗʺال الʛوʨȃت مʨقع ʜها ʛؗم نʤامॽة
الʽʲʺʱل هʚا إن . pj = xj + iyj = |pj| eiθ ȑʙالعق Ǽالعʙد مʨقعها ʧع ʛʽʰعʱال ʧȞʺȄو . Pj = (xj, yj)

T Ǽالʷعاع
الʺȞافئ الʷعاعي الʽʲʺʱل صॽاغة بʶॼاʡة ʧȞʺȄو والʺʶافات، والانعȞاس Ǽالʙوران الʺʱعلقة الʶʴاǼات Ȍʶॼی العقǽʙة Ǽالأعʙاد
في خʶارة دون ʧȞʺॽɾ للʙوران إضاॽɾة حȄʛة درجة تعʢي الʨʵارزمॽة أن Ǽʺا الʺʻاسॼة. والانعȞاس الʙوران مʸفʨفات Ǽاسʙʵʱام
اخॽʱار أǽʹاً ʧȞʺȄو . x1 ∈ R∗

+ أن ȑأ P1 ʧم x الʺʨʴر ʧم ʖجʨʺال الʜʳء ʛʺǽ ʘʽʴǼ الʺʴاور جʺلة اخॽʱار العʺʨمॽة
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الʨʱزȄع أن Ǽفʛض ʥوذل ، y2 ∈ R∗
+ ȑأ U = {(x, y) : y > 0} ȑʨʱʶʺال نʸف في P2 ʨȞǽن ʘʽʴǼ y الʺʨʴر اتʳاه

واحʙة. اسʱقامة على تقع لا r2 و r1 ، r0 الʛوʨȃتات أن ȑأ ،ʦملائ ȑʨʱʶʺال في
الʱاǼع: Ǽاسʙʵʱام ϕ ∈ R قʙرها بʜاوȄة دوران Șʽʰʢت ʙعǼ الʛوʨȃتات مʨاقع حʶاب ʧȞʺǽ

fϕ(z) = zeiϕ

الʙوران: ʙعǼ rj الʛوʨȃت مʨقع p′j ʨȞǽن وعلॽه

p′j = fϕ(pj) = pje
iϕ

x الʺʨʴر مع ψ ∈ [0, π[ قʙرها زاوȄه وʻʸȄع الʺʙʰأ ʧم مار مʨʴر حʨل انعȞاس Șʽʰʢت ʙعǼ الʛوʨȃتات مʨاقع حʶاب ʧȞʺȄو
ǼالʱاǼع:

gψ(z) = z̄ei2ψ

الانعȞاس: ʙعǼ rj الʛوʨȃت مʨقع p′′j ومʻه

p′′j = gψ(pj) = p̄je
i2ψ

الʺʶافات على Ȏافʴǽ والانعȞاس الʙوران أن ʶǼهʨلة ʙʳن ، rk و rj ʧʽتʨȃوʛال مʨقعي ʧʽب الʺʶافة dj,k = |pj − pk| نعʛف
لأنّ:

d′j,k =
∣∣p′j − p′k

∣∣ = ∣∣pjeiϕ − pke
iϕ
∣∣ = |pj − pk|

∣∣eiϕ∣∣ = |pj − pk| = dj,k
d′′j,k =

∣∣p′′j − p′′k
∣∣ = ∣∣p̄jei2ψ − p̄ke

i2ψ
∣∣ = |pj − pk|

∣∣ei2ψ∣∣ = |pj − pk| = dj,k

ʦث N = 2, 3 أجل ʧم الʢॽʶॼة الʴالات بʙراسة نʙʰأ .ȑʜ ʛؗʺال الʛوʨȃت جʨار لʻʰاء للʺʲلʲات الهʙʻسॽة الʨʵاص ʧم ʙʽفʱʶن
. N لـ ʛʰأك ʦॽʀ أجل ʧم ʦॽʺعʱلل شʛوʡاً نʱʻʱʶج

N = 2 حالة 1 . 3 . 3
ʗʶॽل الʛوʨȃتات فإن ʦملائ الʨʱزع أن Ǽʺا .r2 و r1 هʺا جʛʽانه ʧم ʧʽʻواث ȑʜ ʛؗʺال الʛوʨȃت روʨȃتات، ثلاثة ʙجʨت أنه ȑأ
أن وȃʺا ȑʜ ʛؗʺال الʛوʨȃت ʧع الʺʶافة dj = |p0 − pj| نعʛف .ȑʨʱʶʺال في مʲلʲاً تȞʷل هي وȃالʱالي واحʙة. اسʱقامة على
ʖʳǽ الʨʳار ʙرص ʧم ȑʜ ʛؗʺال الʛوʨȃت ʧȞʺʱی لؔي . d2 و d1 ॽʀاس ʧȞʺॽɾ ȑʜ ʛؗʺال للʛوʨȃت جʛʽان r2 و r1 الʛوʨȃتات
أن ʧȞʺȄو جʛʽانه إلى الʺʶافة ॽʁǼاس ʧȄارʳال ʧم كل ǽقʨم . r2 و r1 تʳاور ǽقʱʹي ʥوذل d1,2 الʺʶافة على ʸʴǽل أن
ʧȄارʳال ʙأح ʧم d1,2 الʺʶافة على ȑʜ ʛؗʺال الʛوʨȃت ʸʴǽل وعʙʻها معه، ʖʡاʵʱالǼ ȑʜ ʛؗʺال للʛوʨȃت الʺعلʨمات هʚه ǽقʙم

معاً. ʧȄارʳال ʧم علʽها حʸل حال في ʧʽاءتʛللق حʶابي Ȍسʨʱم ʚأخ ʧȞʺǽ أو

اصʢلاح Ǽاسʙʵʱام ʧȞʺȄو أضلاعه، أʨʡال معʛفة ʙعǼ الʲلاثة الʛوʨȃتات ʧم الʺʨّȞن ʘلʲʺالǼ Șعلʱی ما كل معʛفة الآن ʧȞʺǽ
الʲلاثة الʛوʨȃتات مʨاضع ʙیʙʴت الʺʴاور اخॽʱار

p0 = 0

p1 = x1 = |x1| = |x1 − 0| = |p1 − p0| = d1

:ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱالʺعادل ʴǼل نقʨم p2 لʶʴاب
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N = 2 حالة في الʨʳار ʙرص :11 . 3 الȞʷل

d22 = |x2 + iy2|2 = x22 + y22

d22,1 = |x2 − x1 + iy2|2 = (x2 − x1)
2 + y22 = x22 + x21 − 2x1x2 + y22

:ȘȄʛʡ ʧع

d22 − d22,1 = x22 + y22 − x22 − x21 + 2x1x2 − y22 = 2x1x2 − x21

x2 =
d22 − d22,1 + x21

2x1

y2 =
√

|x22 − d22|

. y2 > 0 ȋʛʷال Ǽاسʙʵʱام ʥوذل

N = 3 حالة 2 . 3 . 3
ǼالȄʛʢقة r2 و r1 ʧʽتʨȃوʛال مʨضعي ʙیʙʴت ʧȞʺǽ الʶاǼقة، الʴالة في الʺʨʺʳعة إلى r3 راǼع روʨȃت Ǽإضافة الʨʳار ولʻʰʻي
وȃالʱالي d3 الʺʶافة ॽʀاس ȑʜ ʛؗʺال للʛوʨȃت ʧȞʺǽ الʴالة هʚه في مʳʱاوران. r2 و r1 Ǽفʛض ʥوذل الʶاǼقة الʴالة في ذاتها

الʺعادلة: على نʸʴل

d23 = x23 + y23

الʨʸʴل ȑʜ ʛؗʺال للʛوʨȃت ʧȞʺȄو . r3 و r2 تʳاور Ǽافʛʱاض علʽها نʸʴل ثانॽة لʺعادلة نʱʴاج ʘالʲال الʛوʨȃت مʨضع لإʳǽاد
الʛʽʳان. مع ʖʡاʵʱالǼ d2,3 الʺʶافة على

d22,3 = (x2 − x3)
2 + (y2 − y3)

2
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،N = 3 حالة في الʨʳار ʙرص :12 . 3 الȞʷل

حل ʦث الʨʱزع على دوران Șʽʰʢت الأسهل ʧم ʧؔول حالات، عʙة مʻاقʷة ʖلʢʱȄو ʙمعق الʴالॽة ॽʸǼغʱهʺا ʧʽʱالʺعادل ʧʽʱه حل
.ʝمعاك دوران Șʽʰʢت ʦث r3 و r2 ʧʽتʨȃوʛال مع N = 2 الʺʶاًلة

ʙعǼ الʛوʨȃتات مʨاقع على نʸʴل θ2 = arctan 2(x2, y2) ∈ [0, 2π[ ʘʽح r2 الʛوʨȃت مʨقع p2 = d2e
iθ2 ʧȞॽل

: f−θ2 الʱاǼع Ǽاسʙʵʱام الʙوران

p′0 = 0
p′1 = d1e

i(θ1−θ2) = d1e
iθ′1

p′2 = d2

على: فʸʴʻل r3 و r2 ʧʽتʨȃوʛال مع N = 2 أجل ʧم الʺʶالة ʴǼل نقʨم ʦث

x′3 =
d23 − d23,2 + d22

2d2

y′3 = ±
√∣∣x′32 − d23

∣∣
ومʻه

p′3 = d3e
±iθ′3

أو
p3 = d3e

i(θ2±θ′3)

هʚه ʧʺض Ǽالʴل. تʶʺح إضاॽɾة معلʨمة على الʨʸʴل یॼʻغي ʥلʚل الʛاǼع، الʛوʨȃت مʨقع حʶاب في ʧʽʽتع عʙم وجʨد Ȏنلاح
على حʸل ʙق ȑʜ ʛؗʺال الʛوʨȃت ʨȞǽن ʥلʚȃو ، d3,1 الʺʶافة هي علʽها الʨʸʴل ʧȞʺǽ الʱي الʨحʙʽة الʺعلʨمة الʺʢʶॼة الʴالة
عʙم حل الآن ʧȞʺǽ تʳاورهʺا. نفʛʱض أن ʖʳǽ ʥلʚل ، r3 و r1 تʳاور ǽقʱʹي الʺʶافة هʚه وجʨد الʺʱاحة. الʺعلʨمات كل

الʺقʙار: ʶʴǼاب ʖȄʛʳʱالǼ ʧʽʽعʱال
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d̂3,1 =
∣∣∣d3ei(θ2+θ′3) − d1

∣∣∣
تامّاً بॽاناً الʛوʨȃتات تȞʷل إذ مʺʜʽة الʴالة هʚه إن الʛاǼع. الʛوʨȃت مʨقع على ʦȞʴال ʧȞʺǽ d3,1 لـ الʺقاسة الॽʁʺة مع وȃالʺقارنة
الʴالات في الʨʳار. ʙصʛل اॽɾة وؗ لازمة الʺʱاحة الʺعلʨمات كافة فʽها تʨؔن الʱي الʴالة أنها ȑأ مʳʱاوران)، مʻه ʧʽتʨȃرو ȑأ)
مʺʻȞة ʛʽغ ʳǽعلها أو ʙصʛال عʺلॽة ʙعقǽ ما ʨوه الʨʳار، ʙرص في فائʙة ذات ʛʽغ ȑʜ ʛؗʺال للʛوʨȃت معلʨمات تʱاح ʙق ʙالأعق

أساساً.

N > 3 حالة 3 . 3 . 3
افʛʱاض Ȟॽɾفي rk : k > 2 الʛوʨȃتات Ǽاقي أما . r2 و r1 ʧʽتʨȃوʛالǼ الʺʱعلقة الʶاǼقة الافʛʱاضات ॽʺʳǼع ʚنأخ الʴالة هʚه في
الʜاوȄة في ʧʽʽتع عʙم مع r3 مʨقع ʶʴǼاب تʶʺح الʺʱاحة الʺعلʨمات إن . k > 2 أجل ʧم rk, rk−1 ʧʽتʨȃرو كل تʳاور

الʱالي: ǼالȞʷل الʜاوȄة في ʧʽʽتع عʙم مع الʛوʨȃتات جʺॽع مʨاقع على نʸʴل وهʚȞا الʶاǼقة. الʴالة في وجʙنا كʺا

pk = dke
iθk : k > 2

θk =
k∑
j=2

sjδj : sj ∈ {−1, 1}

δj = arctan 2(x′j, y
′
j) : j > 2

x′j =
d2j − d2j,j−1 + d2j−1

2dj−1

y′j =
√∣∣x′j2 − d2j

∣∣
عʙم لʴل . θk في ʧʽʽتع عʙم إلى yj إشارة ʧم ʧʽʽعʱال عʙم نʻقل الȞʷل بهʚا الʺعادلات ॽʸǼاغة ، δj ∈ [0, π] أن Ȏنلاح
θ1 ʶʴǼاب ʶǽʺح ما ʨوه . r1 مع rN تʳاور ȋʛش ʨوه الʶاǼقة الʴالات في كʺا ʙیʙج تʳاور ȋʛش إضافة إلى ʙʺنع ʧʽʽعʱال

عʶȞي: دوران إجʛاء ʦث الʺʨضع حʶاب ʦث −θN بʜاوȄة دوران Ǽإجʛاء

θ1 =
N∑
j=2

sjδj + s1δ1

δ1 = arctan 2(x′1, y
′
1)

x′1 =
d21 − d21,N + d2N

2dN

y′1 =
√∣∣x′12 − d21

∣∣
ومʻه: الʺʴاور لʳʺلة اخॽʱارنا ʖʶʴǼ p1 = x1 = d1 أن ʦنعل ʧؔول . p1 = d1e

iθ1 ǼالȞʷل r1 مʨضع ʖʱؔون
N∑
j=1

sjδj = 2πn : n ∈ Z
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N > 3 حالة في الʨʳار ʙرص :13 . 3 الȞʷل

وجʙت حال في ॼʡعاً الʶاǼقة. العلاقة Șقʴت n ∈ Z ʙجʨی ʘʽʴǼ sj ∈ {−1, 1} : j = 1..N إʳǽاد إلى الʺʶألة تʕول
الʴل ʧʽلʴال ʧیʚه ʧم نʱʵار أǽʹاً. الʶاǼقة العلاقة Șقʴت s′j = −sj Ȑʛأخ أعʙاد مʨʺʳعة على الʨʸʴل ʧȞʺǽ sj الأعʙاد
. NP-Hard مʶألة هي sj : j = 1..N الأعʙاد إʳǽاد مʶألة إن . y2 > 0 ȋʛʷلل الʺȞافئ ʨوه s2 = 1 لـ Șافʨʺال
. ا . 3 Șʴالʺل في مʨجʨد والإثॼات N لـ Ǽالॼʶʻة الأقل على أسي ʙʽتعق ذو حʶابॽاً حلها أن و صॼɻة مʶألة أنها ʥذل ومعʻى

الʱالي: ǼالȞʷل [0, 2π[ الʺʨʺʳعة على الʺعʛفة ⊕ الʜمʛة في الʶʴاǼات Ǽإجʛاء n الʺʳهʨل ʧع الاسʱغʻاء ʧȞʺǽ

a, b ∈ [0, 2π[

a⊕ b = a+ b mod 2π

:Ȑʛأخ ॽʸǼاغة أو

a, b ∈ [0, 2π[

a⊕ b = a+ b− 2π ·
⌊
a+ b

2π

⌋
الॽʴʸح. الʜʳء تاǼع ʧع ⌊·⌋ ʜمʛال ʛʰعǽ ʘʽح
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.n = −1 الʶॽار وȂلى ،n = 0 Ȍسʨال وفي ، n = 1 ʧʽʺॽال إلى ،n لـ مʱʵلفة ʦॽʀ ثلاثة مع N = 4 حالة :14 . 3 الȞʷل

n = 2 حالة :15 . 3 الȞʷل

هي عقʙه بॽʰان ومʲلʻاها ʙعॼال ثʻائي ȑʨʱʶʺال على الʳʱاور ʨʰʡلʨجॽا ʦسʛب قʺʻا حال في فȄʜʽائॽاً. معʻىً ʴǽʺل n العʙد إن
تȞʷل أنها ʙʳʻʶف ȑʜ ʛؗʺال للʛوʨȃت الʺʳاورة الʛوʨȃتات ʧʽب الʳʱاور علاقات وتأملʻا الʳʱاور علاقات هي وحʨافه الʛوʨȃتات
عʙد ʧع ʛʰعǽ n العʙد إن . r1 الʛوʨȃت إلى تعʨد ʦث rN الʛوʨȃت إلى r2 ʧم ʖʽتʛʱالǼ ʛʺوت r1 الʛوʨȃت ʧم Șلʢʻت حلقة
.1- و 1 ،0 هي n لـ الʺقʨʰلة ʦॽʁال إن الʙوران. اتʳاه الاعॼʱار ʧʽعǼ ʚالأخ مع ȑʜ ʛؗʺال الʛوʨȃت حʨل الʴلقة دوران مʛات
الʴالة هي الʴالة وهʚه جʛʽانه، ʧم الʺʨȞنة الʴلقة خارج ȑʜ ʛؗʺال الʛوʨȃت فʽها ʨȞǽن الʱي الʴالة ʧع n = 0 ʛʰعǽ ʘʽح
الʴالة وهي الʴلقة داخل ȑʜ ʛؗʺال الʛوʨȃت وجʨد ʧع n = 1 حالة ʛʰتع الʽȞʷʱل. أʛʡاف على الʨاقعة الʛوʨȃتات في الʺʢلȃʨة
وتʱʻج الʽȞʷʱل داخل الʛوʨȃتات ʠعǼ في مʛغȃʨة حالة فهي n = −1 حالة أما الʽȞʷʱل. داخل الʛوʨȃتات ʠعǼ في الʺʛغȃʨة
تقʱʹي لأنها ʥوذل حʨله. ȑʜ ʛؗʺال للʛوʨȃت الʺʳاورة للʛوʨȃتات ʖاسʻم ʛʽغ تʨزع ʧع Ȑʛالأخ ʦॽʁال ʛʰتع معʻʽة. تʨزعات ʧع
مʻاقʷة ʖلʢʱی ما ʨوه ، sj للأعʙاد حل ʧم ʛʲأك إʳǽاد احʱʺال ʧم ʙȄʜت أنها إلى إضافة الʴلقة في تقاʡع وجʨد Ǽالʹʛورة

أصلاً. الॽʴʸح الʴل اسʱʻʱاج الʴالات ʠعǼ في یʱعʚر ʙوق الॽʴʸح الʴل إلى للʨʱصل ʛʲأك حالات

جʛʽانه ʧم ʠعǼ ʧم ʛʺت حلقة روʨȃت لؔل ʙجʨی ʘʽʴǼ ملائʺة تʳاور ʨʰʡلʨجॽا Ǽاخॽʱار الॽʁاسॽة ʛʽغ الʴالات ȑتفاد یॼʻغي
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لأن: ʥوذل 3 ʨʡلها

−2π ≤ s1δ1 + δ2 + s3δ3 ≤ 3π

الʻقʢة هʚه ʧم اعॼʱاراً . n ∈ {−1, 0, 1} ʧʺʹȄو للʴلقة الʺȞʷلة للʛوʨȃتات Ǽالॼʶʻة روʨȃت كل جʨار ʧȄʨؔʱل كاف وهʚا
نʻاقʷها ॽʀاسॽة ʛʽغ حالات N > 3 أجلها ʧم الʱي الʴالات ʛʰʱعʻوس 3 ʨʡلها حلقة وجʨد هي الॽʁاسॽة الʴالة أن سʻفʛʱض

مʻفʸل. ȞʷǼل

N = 2 عʹʗما الʵاذة الʲالات 4 . 3
جʺॽع ʙʽلʨت في ʧȞʺǽ الॽʁاسॽة الʴالة في الʴل لإʳǽاد Ȅʛʡقة ȌʶǼفأ NP-Hard مʶألة هي sj الأعʙاد إʳǽاد مʶألة أن Ǽʺا
الʺʺʻȞة الʴلʨل عʙد وأن خʨʸصاً عʺلॽاً مقʨʰل ʖȄʛʳʱالǼ الʴل إن .ʖȄʛʳʱالǼ Ǽالʴل ʶǽʺى ما ʨوه وتʰȄʛʳها، الʺʺʻȞة الʴلʨل

الʱالॽة: الʲلاثة الʴالات ʧم واحʙة تʱʻج ʖȄʛʳʱالǼ الʴل أثʻاء .ʛʽصغ عʙد ʨوه 22 = 4 الॽʁاسॽة الʴالة في

ʧȞʺȄو صॽʴح حل أنه على الʴل ʙʺʱنع الʴالة هʚه في . s2 = 1 Șقʴǽ ʙʽوح حل وجʨد ʖȄʛʳʱالǼ الʴل ʧع نʱج •
مʷاكل. دون ȑʜ ʛؗʺال الʛوʨȃت جʨار ʧȄʨؔت عʙʻها

. s2 = 1 Șقʴǽ حل ʧم ʛʲأك وجʨد ʖȄʛʳʱالǼ الʴل ʧع نʱج •
حل. ȑأ وجʨد ʖȄʛʳʱالǼ الʴل ʧع یʱʻج ʦل •

حالة ʧع Ǽالʹʛورة ʛʰتع الʺعॽʢات لأن ʥوذل الॽʁاس، في خʢأ ʨه ʖʰʶال Ǽأن نʜʳم أن نॽʢʱʶع الʴل وجʨد عʙم حالة في
في الʺعॽʢات مع ومقارنʱها الʴالॽة الʨʢʵة في القʛاءات Ǽʺعایʻة الʺȞʷلة مʙʸر ʙیʙʴت ʧȞʺǽ الʴالة هʚه في مʴققة. فȄʜʽائॽة
كل على الʢارئة والॽʰʶʻة الʺʢلقة الʱغʛʽات حʶاب الإحʸائي Ǽالʴʱلʽل ʙʸنق لها. إحʸائي تʴلʽل إجʛاء ʦث الʶاǼقة الʨʢʵة
هʚه ʧم لؔل الأرجॽʴة حʶاب ʥذل ʙعǼ ʧȞʺǽ الʱغʛʽات. لهʚه ȑارॽɻʺال والانʛʴاف الʶʴابي Ȍسʨʱʺال حʶاب ʦث القʛاءات ʧم
خʢأ ʨȞǽن أن الʺʛجّح ʧم .ʧّ̔مع ʛیʙتق تاǼع Șوف مقʙرة Ǽقʛاءة عʻها والاسʱعاضة الأقل الأرجॽʴة ذات القʛاءات ʠورف الʱغʛʽات
الʵاʯʡة القʛاءات ʛیʙوتق الإحʸائي الʴʱلʽل ʶǽʺح ة. ʛؗʴال أثʻاء عابʛة حالة ʧع ناتج ʨȞǽن أن أو معʢل حʶاس ʧع ناتج

ॽʀاسي. ȞʷǼل الʨʵارزمॽة عʺل ومʱاǼعة تʜول رʲȄʺا Ǽالʢʵأ ʗʰʰʶت الʱي العابʛة للʴالة ȑʙʸʱالǼ
الʱالॽة: الʴالات ʞاقʻن حل ʧم ʛʲأك ʙوج حال في

:ʘʽʴǼ n,m ∈ {−1, 0, 1} عʙʻها ʙجʨی ، sj, s′j ʧʽلفʱʵم ʧʽّحل ʙجʨی .1

δ2 + s3δ3 +s1δ1 = 2πn

δ2 + s′3δ3 +s′1δ1 = 2πm

حالʱان: ʙجʨت الʴالة هʚه وفي
الأولى: الʴالة (ا)

∃!q ∈ {1, 3} : ∀j ∈ {1, 3} j = q ⇔ sj ̸= s′j

أن: ʙʳن ʧʽʱالʺعادل ʛʢǼح الʴالة هʚه وفي الʙʴود. Ǽاقي في وʢʱȄاǼقان sq في الʴلان ʱʵǽلف ȑأ

sqδq = π(n−m)
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لاصʢفاف ʧʽʱحال الأسفل وفي واحʙة. اسʱقامة على r3 و r1 و r0 الʛوʨȃتات لاصʢفاف ʧʽʱحال الأعلى في :16 . 3 الȞʷل
واحʙة. اسʱقامة على r3 و r2 و r0 الʛوʨȃتات
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واحʙة اسʱقامة على r2 و r1 و r0 الʛوʨȃتات لاصʢفاف ʧʽʱحال :17 . 3 الȞʷل

: ومʻه
δq ∈ {0, π}

حالة في أما ، q = 1 حالة في ʥوذل واحʙة اسʱقامة على r3 و r1 ، r0 الʛوʨȃتات اصʢفاف ʧع ʛʰتع وهي
هي θj ʦॽʀ أن ʙʳن حʶابॽاً واحʙة. اسʱقامة على r3 و r2 ، r0 الʛوʨȃتات اصʢفاف ʧع ʛʰتع فهي q = 3

. ∀θ ∈ R, ei(θ+π) = ei(θ−π) لأن ʧّ̔لʴال في ذاتها
الʲانॽة: الʴالة (ب)

∀j ∈ {1, 3} : sj ̸= s′j

:ʙʳن ʧʽʱقǼاʶال ʧʽʱالʺعادل ʳǼʺع الʴالة هʚه وفي الʙʴود. Ǽاقي في وʱʵȄلفان s2 في یॼʢʻقان الʴلاّن أن ȑأ

δ2 ∈ {0, π}

و p1 = d1 ʨȞǽن: الʴالة هʚه في واحʙة. اسʱقامة على r2 و r1 ، r0 الʛوʨȃتات اصʢفاف ʧع ʛʰتع وهي
الʽʵʱلي الʜʳء إشارة ʙʴǽد ʧم هي s3 فإن eiδ2 ∈ R أن Ǽʺلاحʤة . p3 = d3e

i(δ2+s3δ3) و p2 = d2e
iδ2

مʛʺʱʶة. الʱغʛʽات لأن الʶاǼقة الʨʢʵة ʧم اسʱʻʱاجها ʧȞʺȄو p3 لـ
a الʴالة ʴǽققان حلاّن حʱʺاً ʙجʨȄو مʻʲى، مʻʲى مʱʵلفة تʨؔن الʴلʨل فإن الʴالة هʚه في مʱʵلفة، حلʨل ثلاثة ʙجʨی .2
اصʢفاف حالة وهي δj ∈ {0, π} ومʻه δ2, δq ∈ {0, π} أن نʱʻʱʶج الʶاǼقة. الʺʻاقʷة ʧم b الʴالة ʴǽققان وحلاّن

. pj = ±dj ʨȞǽن إذ ʶǼهʨلة الʛوʨȃتات مʨاضع اسʱʻʱاج عʙʻها ʧȞʺȄو واحʙة. اسʱقامة على الʛوʨȃتات جʺॽع
واحʙة. اسʱقامة على الʛوʨȃتات أن نʱʻʱʶج مʱʵلفة حلʨل ثلاثة وجʨد حالة في ʺا وؗ مʱʵلفة، حلʨل أرȃعة ʙجʨی .3

δj = 0 إما وعʙʻها δj ∈ {0, π} ǽقʱʹي حلʨل ثلاثة وجʨد أن إذ حلʨل، أرȃعة وجʨد ǽقʱʹي حلʨل ثلاثة وجʨد فإن الʨاقع في
أǽʹاً. حلʨل أرȃعة ʙجʨوت ∃!q ∈ {1, 2, 3} : δq = 0, δj ̸=q = π أو حلʨل أرȃعة ʙجʨوت
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واحʙة اسʱقامة على الأرȃعة الʛوʨȃتات اصʢفاف حالة :18 . 3 الȞʷل

الʙʴعة ʗرص 5 . 3
ʛʺت حلقة الʳʱاور ʨʰʡلʨجॽا ʧʺض ʙوج حال في جʛʽانه ʧم ثلاثة ʙرص على قادر روʨȃت ȑأ أن الʶاǼقة الʺʻاقʷة ʧم یʱʹح
لʺʶاعʙة الʺعلʨمات كॼʱادل Ȑʛأخ لأغʛاض جʛʽانه ʧم ȑأ إلى الʺʶافات ॽʀاس ȑʜ ʛؗʺال للʛوʨȃت ʧȞʺǽ الʲلاثة. الʛʽʳان ʧم
Ǽالʛʽʳان الʲلاثة الʛʽʳان هʕلاء ʨعʙن ،ʦلاحقهȄو جʛʽانه ʧم Ȍفق بʲلاثة الʛوʨȃت ʦʱیه ʧؔول .ʦارهʨج ʙرص في Ȑʛالأخ الʛوʨȃتات
ȑأ في ǽعʛف لا الʛوʨȃت أن إذ الʽȞʷʱل، ملاحقة أمام ʛʰالأك Șالعائ هي الʨʱجه ॽʀاس على القʙرة عʙم أن ʥش لا .ʧʽالʺلاحق
هʚه لاسʱʻʱاج للʨʳار. Ǽالॼʶʻة ة ʛؗʴال اتʳاه ʛیʙقʱب تʶʺح خʨارزمॽة ابʱؔار ʖʳǽ ʥلʚل ،ʧʽالʺلاحق لʛʽʳانه Ǽالॼʶʻة ʛʽʶǽ اتʳاه

الʤاهȄʛة. الʛʶعة سʽʺʶʻها والʱي ȑʜ ʛؗʺال الʛوʨȃت یʛصʙها كʺا الʺلاحقة الʛوʨȃتات سʛعة ॽʁǼاس نʙʰأ الʨʵارزمॽة

0v0 = 0

0v1 =
∆p1
∆t

0v2 =
∆p2
∆t

0v3 =
∆p3
∆t

ʧع 0vj ʛʰعǽ .ʧʽتʨʢʵال ʧʽب الʜمʻي الفارق ʧع ∆t ʛʰعȄو ʧʽتʨʢخ ʧʽب rj الʛوʨȃت مʨضع ʛʽتغ ʧع ∆pj ʛʰعǽ ʘʽح
مʴاور دوران سʛعة هي Ω Ǽفʛض . R0 الʳʺلة Ǽأشعة مȃʨʱȞاً R0 الʺʛجॽɻة للʳʺلة Ǽالॼʶʻة rj للʛوʨȃت الʤاهȄʛة الʛʶعة

هي: R0 Ǽالʳʺلة مȃʨʱȞة الʺʢلقة الʛوʨȃتات سʛعة أشعة تʨؔن عʙʻها ، Rg الʺʢلقة للʳʺلة Ǽالॼʶʻة R0 الʳʺلة

Gv1 = Gv0 +
0v1 + iΩp1

Gv2 = Gv0 +
0v2 + iΩp2

Gv3 = Gv0 +
0v3 + iΩp3
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و الʺʢلقة، للʳʺلة Ǽالॼʶʻة R0 الʳʺلة ʜ ʛؗم سʛعة ذاتها وهي الʺʢلقة للʳʺلة Ǽالॼʶʻة ȑʜ ʛؗʺال الʛوʨȃت سʛعة هي Gv0 ʘʽح
:ʖʱؔن عʙʻها . Ω و Gv0 هي هʻا الʺʳاهʽل . 0v0 = 0, p0 = 0∣∣Gv0∣∣2 =(

Gv0x
)2

+
(
Gv0y

)2
= V 2

0∣∣Gv1∣∣2 =(
Gv0x +

0v1x
)2

+
(
Gv0y + Ωx1

)2
= V 2

1∣∣Gv2∣∣2 =(
Gv0x +

0v2x − Ωy2
)2

+
(
Gv0y +

0v2y + Ωx2
)2

= V 2
2∣∣Gv3∣∣2 =(

Gv0x +
0v3x − Ωy3

)2
+
(
Gv0y +

0v3y + Ωx3
)2

= V 2
3

تقʰل لا ʙق العامة الʴالة في وهي مʳاهʽل، بʲلاثة معادلات أرȃعة جʺلة هي الʶاǼقة الʺعادلات جʺلة إن ،Vj =
∣∣Gvj∣∣ ʘʽح

أن الʱالॽة الʺʻاقʷات كافة في ʙʺʱنع الأقل. على حلاً تقʰل فهي مʴققة فȄʜʽائॽة حالة ʧع ʛʰتع الʺعॽʢات أن Ǽʺا ʧؔول حلاً.
الʱالي: الʺʨʴʱلات ʛʽʽتغ ȑʛʳن الʛمʨز Ȍॽʶॼʱل مʨجʨد. الʴل

X =Gv0x, Y = Gv0x, Z =Ω

X1 =− 0v1x

X2 =− 0v2x, Y2 = −0v2y

X3 =− 0v3x, Y3 = −0v3y

A1 =− x1

A3 =− x3, B3 = −y3
A2 =− x2, B2 = −y2

الȞʷل: إلى الʺعادلات جʺلة فʕʱول

X2 + Y 2 = V 2
0

(X −X1)
2 + (Y − A1Z)

2 = V 2
1

(X −X2 +B2Z)
2 + (Y − Y2 − A2Z)

2 = V 2
2

(X −X3 +B3Z)
2 + (Y − Y3 − A3Z)

2 = V 2
3

الʱالॽة: Ǽالʺعادلات معʛّفة Z لـ خॽʢة تʨاǼع مʛاكʜها ʛدوائ أرȃع تقاʡع ʧع هʚه الʺعادلات جʺلة ʛʰتع

C0 = [ 0 , 0 ]T C1 = [ X1 , A1Z ]T

C2 = [ X2 −B2Z , Y2 + A2Z ]T C3 = [ X3 −B3Z , Y3 + A3Z ]T

: نعʛف ، Cj(Z) =
[
Xcj(Z) , Ycj(Z)

] ʜʽمʛʱال ʙʺʱنع ʘʽح

D2
j (Z) = (Xj −BjZ)

2 + (Yj + AjZ)
2 = ∥Cj(Z)∥2
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العلاقات: Ȍॽʶॼت في الʺفʙʽة الʱالॽة العلاقات نʱʻʱʶج الʺʙʰأ). على Șʰʢʻʺال ) C0 الʙائʛة ʜ ʛؗوم j الʙائʛة ʜ ʛؗم Cj ʧʽب الʺʶافة

A2
3 +B2

3 =
∣∣p23 ∣∣

X2
j + Y 2

j =
∣∣0v2j ∣∣

للʺʶألة Șʺأع فهʺاً تॽʱح نʱائج تعʢي سʨف Ȅʛʡقة ل وؗ ʛʡق، Ǽعʙة الʺعادلات هʚه جʺلة ʴǼل نقʨم جʙʽاً الʺʶألة هʚه لʙراسة
الǽʙʴة. وحالاتها

الʰʸلॻʰة الʦʯاǺع Ǻاسʗʳʯام الأولى: الȂʙʠقة 1 . 5 . 3
والʛاǼعة: الأولى ʧʽʱالʺعادل بʙاǽة نʱأمل

X2 + Y 2 = V 2
0 (2 . 3)

(X −X3 +B3Z)
2 + (Y − Y3 − A3Z)

2 = V 2
3 (3 . 3)

ʘʽح الʛاǼعة الʺعادلة ʧم خاصة حالة هي الʲانॽة الʺعادلة ولأن ȌʶǼالأ هي الأولى الʺعادلة لأن ʧʽʱالʺعادل ʧʽʱبه نʙʰأ
ʛʰوتع الʺʙʰأ ʜها ʛؗم دائʛة ʧع الأولى الʺعادلة ʛʰتع الʛاǼعة. للʺعادلة مʺاثل شȞل فلها الʲالʲة الʺعادلة أما ، Y1 = 0, B1 = 0

: الʨسॽʢॽة Ǽالʺعادلة معʢى ʦॽʁʱʶم Ȍخ على یʛʴʱك ʜها ʛؗم دائʛة ʧع الʛاǼعة الʺعادلة

Xc3(Z) = X3 −B3Z

Yc3(Z) = Y3 + A3Z

Ȅʜهʺا: ʛؗم ʧʽب الʺʶافة Șقʴت عʙʻما ȑأ ʧʽتʛائʙال تʱقاʡع عʙʻما مʨجʨد الʴل أن نʱʻʱʶج بʙیهॽاً

L2 = |V0 − V3|2 ≤ D2
3(Z) ≤ (V0 + V3)

2 = U2 (4 . 3)

الʺʛʱاجʴة: ʧم ʧʺǽالأ Ǽالʛʢف نʙʰأ ȋʛʷال Șقʴت الʱي Z ʦॽʀ مʳال ʧʺض الʴل ʧع ʘʴॼال الآن ʧȞʺǽ

D2
3(Z)− U2 ⩽ 0

(X3 −B3Z)
2 + (Y3 + A3Z)

2 − U2 ≤ 0

B2
3Z

2 +X2
3 − 2B3X3Z + A2

3Z
2 + Y 2

3 + 2A3Y3Z − U2 ≤ 0(
A2

3 +B2
3

)
Z2 + (2A3Y3 − 2B3X3)Z +X2

3 + Y 2
3 − U2 ≤ 0

Z2 + 2
A3Y3 −B3X3

A2
3 +B2

3

Z +
X2

3 + Y 2
3 − U2

A2
3 +B2

3

≤ 0

عʙʻما ȋʛʷال Șقʴʱی ʚئʙʻع مʨجॼة، ॽɾه ʛʢॽʶʺال ʙʴال أمʲال الʲانॽة الʙرجة ʧم حʙود ʛʽʲك الʺعادلة في ʛʶǽالأ الʛʢف ʲʺǽل
:ʜّ̔ʺʺال ʖʶʴن الʙʴود. ʛʽʲك ȑرʚج ʧʽب Z تقع
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∆ = 4
(A3Y3 −B3X3)

2

(A2
3 +B2

3)
2 − 4

X2
3 + Y 2

3 − U2

A2
3 +B2

3

= 4
(A3Y3 −B3X3)

2 − (A2
3 +B2

3) (X
2
3 + Y 2

3 − U2)

(A2
3 +B2

3)
2

∆ = 4
A2

3Y
2
3 +B2

3X
2
3 − 2A3B3X3Y3 − A2

3X
2
3 − A2

3Y
2
3 + A2

3U
2 −B2

3X
2
3 −B2

3Y
2
3 +B2

3U
2

(A2
3 +B2

3)
2

∆ = 4
A2

3U
2 +B2

3U
2 − 2A3B3X3Y3 − A2

3X
2
3 −B2

3Y
2
3

(A2
3 +B2

3)
2

∆ = 4
U2 (A2

3 +B2
3)− (A3X3 +B3Y3)

2

(A2
3 +B2

3)
2

إذا: Ȍوفق إذا حل ʙجʨی ومʻه

(A3X3 +B3Y3)
2 − U2

(
A2

3 +B2
3

)
≤ 0 (5 . 3)

Ȟǽافئ: ʥوذل
(A3X3 +B3Y3)

2 ≤ U2
∣∣p23∣∣

:Ȑʛأخ ॽʸǼاغة أو

Re2 (p3v3) ≤ U2 Re (p3p3)
Re2 (p3v3)
Re (p3p3)

≤ U2

|p3|2|v3|2cos2
(
p̂3, v3

)
|p3|2

≤ U2

|v3|2cos2
(
p̂3, v3

)
≤ U2

،ʧʽتʨȃوʛال سʛعʱي مʨʺʳع ʧم ʛأصغ الʺʨضع شعاع حامل على الʛʶعة شعاع Ȍقʶم Ȅʨʡلة أن ȑأ ,U =
√
U2 ʘʽح

قॽʰʢاً یʛʴʱك جʛʽانه ʧم ȑأ ȑʜ ʛؗʺال الʛوʨȃت ʙصʛی أن ʽʴʱʶǽل إذ ʦʶالق هʚا مقʙمة في قʙمʻاها الʱي للʺʻاقʷة مȞافئ ʥوذل
بـ: الʺعʛف [Z−, Z+] الʺʳال ʧʺض الʴل ʧع ʘʴॼن .ʧʽʱعʛʶال مʨʺʳع ʧم ʛʲأكǼ

Z− =
B3X3 − A3Y3 −

√
U2 (B2

3 + A2
3)− (B3Y3 + A3X3)

2

A2
3 +B2

3

Z+ =
B3X3 − A3Y3 +

√
U2 (B2

3 + A2
3)− (B3Y3 + A3X3)

2

A2
3 +B2

3

Z0 =
Z− + Z+

2
=
B3X3 − A3Y3
A2

3 +B2
3

:ʘʽح
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Z ∈ [Z−, Z+] ⇒ D2
3(Z) =

(
A2

3 +B2
3

)
(Z − Z−) (Z − Z+) + U2 ≤ U2 (6 . 3)

أن: نʱʻʱʶج وʶȃهʨلة

min
Z∈[Z−,Z+]

(
D2

3(Z)
)
= D2

3(Z0) =
(
A2

3 +B2
3

)
(Z0 − Z−) (Z0 − Z+) + U2

:ʖʱؔون ʧʺǽالأ الʛʢف مʻاقʷة في الʨʢʵات ʧم ʙʽفʱʶن الʺʛʱاجʴة ʧم ʛʶǽالأ الʛʢف لʺʻاقʷة

D2
3(Z)− L2 ≥ 0

Z2 + 2
A3Y3 −B3X3

A2
3 +B2

3

Z +
X2

3 + Y 2
3 − L2

A2
3 +B2

3

≥ 0

∆̄ = 4
L2 (A2

3 +B2
3)− (A3X3 +B3Y3)

2

(A2
3 +B2

3)
2

الʱي Z ʦॽʀ مʨʺʳعة تʨؔن وȃالʱالي مʨجॼاُ ʜʽʺʺال ʨȞǽن أن أو الʺʛʱاجʴة، Z ʦॽʀ كل Șقʴت وȃالʱالي سالॼاً ʜʽʺʺال ʨȞǽن أن إما
:ʘʽح ]

−∞, Z̄−
]
∪
[
Z̄+,∞

[ هي ȋʛʷال Șقʴت

Z̄− =
B3X3 − A3Y3 −

√
L2 (B2

3 + A2
3)− (B3Y3 + A3X3)

2

A2
3 +B2

3

Z̄+ =
B3X3 − A3Y3 +

√
L2 (B2

3 + A2
3)− (B3Y3 + A3X3)

2

A2
3 +B2

3

:ʥلʚ وؗ

Z ∈
]
−∞, Z̄−

]
∪
[
Z̄+,∞

[
⇒ D2

3(Z) =
(
A2

3 +B2
3

) (
Z − Z̄−

) (
Z − Z̄+

)
+ L2 ≥ L2 (7 . 3)

أن: نʱʻʱʶج U > L أن Ǽʺلاحʤة
Z− ≤ Z̄− ≤ Z0 ≤ Z̄+ ≤ Z+

هي: ʧʽتʛائʙال تقاʡع ʧʺʹت الʱي Z ʦॽʀ مʨʺʳعة وتʨؔن

S =
[
Z−, Z̄−

]
∪
[
Z̄+, Z+

]
:ȘقʴʱȄو ،∆̄ < 0 حالة في Z̄− = Z̄+ = Z0 اصʢلاح مع

∀Z ∈ S, L < D3(Z) < U

نʱʻʱʶج: 2 . 3 الʺعادلة ʧم
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∃θ(Z) ∈ R : X = V0 cos θ(Z), Y = V0 sin θ(Z)
:ʙʳن 3 . 3 في ʠȄʨعʱالȃو

(V0 cos θ(Z)−Xc3(Z))
2 + (V0 sin θ(Z)− Yc3(Z))

2 = V 2
3

V 2
0 cos2θ(Z) +X2

c3(Z)− 2V0Xc3(Z) cos θ(Z) + V 2
0 sin2θ(Z) + Y 2

c3(Z)− 2V0Yc3(Z) sin θ(Z) = V 2
3

Xc3(Z) cos θ(Z) + Yc3(Z) sin θ(Z) = D2
3(Z) + V 2

0 − V 2
3

2V0
Xc3(Z)

D3(Z)
cos θ(Z) + Yc3(Z)

D3(Z)
sin θ(Z) = D2

3(Z) + V 2
0 − V 2

3

2V0D3(Z)

:Șقʴǽ الʶاǼقة الʺعادلة ʧم ʧʺǽالأ الʛʢف

∀Z ∈ S,

∣∣∣∣D2
3(Z) + V 2

0 − V 2
3

2V0D3(Z)

∣∣∣∣ ≤ 1

وهي X الʺʨʴر مع −−−→C0C3 الʷعاع ʻʸǽعها الʱي الʜاوȄة أنها على ψ(Z) نعʛف ا . 4. Șʴالʺل في مʨجʨد ʥذل على والʛʰهان
:Șقʴت

cosψ(Z) = Xc3(Z)

D3(Z)
sinψ(Z) = Yc3(Z)

D3(Z)

ومʻه: ψ0 = ψ(Z0) ونعʛف
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cos (ψ(Z)− ψ0) =
Xc3(Z)

D3(Z)

Xc3(Z0)

D3(Z0)
+
Yc3(Z)

D3(Z)

Yc3(Z0)

D3(Z0)

=
(X3 −B3Z) (X3 −B3Z0)

D3(Z)D3(Z0)
+

(Y3 + A3Z) (Y3 + A3Z0)

D3(Z)D3(Z0)

=
X2

3 −X3B3Z0 −X3B3Z +B2
3Z0Z + Y 2

3 + Y3A3Z0 + Y3A3Z + A2
3Z0Z

D3(Z)D3(Z0)

=
X2

3 + Y 2
3 − (X3B3 − Y3A3) (Z + Z0) + (A2

3 +B2
3)Z0Z

D3(Z)D3(Z0)

=
X2

3 + Y 2
3 − (X3B3 − Y3A3) (Z + Z0) + (X3B3 − Y3A3)Z

D3(Z)D3(Z0)

=
X2

3 + Y 2
3 − (X3B3 − Y3A3)Z0

D3(Z)D3(Z0)

=
(X2

3 + Y 2
3 ) (A

2
3 +B2

3)− (X3B3 − Y3A3)
2

(A2
3 +B2

3)D3(Z)D3(Z0)

=
A2

3X
2
3 + A2

3Y
2
3 +B2

3X
2
3 +B2

3Y
2
3 −B2

3X
2
3 − A2

3Y
2
3 + 2A3B3X3Y

(A2
3 +B2

3)D3(Z)D3(Z0)

=
A2

3X
2
3 +B2

3Y
2
3 + 2A3B3X3Y

(A2
3 +B2

3)D3(Z)D3(Z0)

cos (ψ(Z)− ψ0) =
(A3X3 +B3Y3)

2

(A2
3 +B2

3)D3(Z)D3(Z0)

الʱاǼع: ʅȄʛعʱب ʶǽʺح هʚا . cos(ψ(Z)− ψ0) > 0 ومʻه

tan (ψ(Z)− ψ0) =
sin (ψ(Z)− ψ0)

cos (ψ(Z)− ψ0)

=
Yc3(Z)Xc3(Z0)−Xc3(Z)Yc3(Z0)

Xc3(Z)Xc3(Z0) + Yc3(Z)Yc3(Z0)

=
(Y3 + A3Z) (X3 −B3Z0)− (X3 −B3Z) (Y3 + A3Z0)

(X3 −B3Z) (X3 −B3Z0) + (Y3 + A3Z) (Y3 + A3Z0)

=
X3Y3 −B3Y3Z0 + A3X3Z − A3B3Z0Z −X3Y3 − A3X3Z0 +B3Y3Z + A3B3Z0Z

X2
3 −B3X3Z0 −X3B3Z +B2

3Z0Z + Y 2
3 + A3Y3Z0 + A3Y3Z + A2

3Z0Z

=
(A3X3 +B3Y3) (Z − Z0)

X2
3 + Y 2

3 + (A2
3 +B2

3)Z0Z + (A3Y3 −B3X3) (Z + Z0)

ʨȞǽن: Z0 ʅȄʛتع ʖʶʴȃو

Z0 =
B3X3 − A3Y3
A2

3 +B2
3

⇒
(
A2

3 +B2
3

)
Z0 = − (A3Y3 −B3X3)
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ومʻه:

tan (ψ(Z)− ψ0) =
(A3X3 −B3Y3) (Z − Z0)

X2
3 + Y 2

3 − (A3Y3 −B3X3)Z + (A3Y3 −B3X3) (Z + Z0)

=
(A3X3 −B3Y3) (Z − Z0)

X2
3 + Y 2

3 − (A3Y3−B3X3)
2

A2
3+B

2
3

=
(A2

3 +B2
3) (A3X3 +B3Y3) (Z − Z0)

(A2
3 +B2

3) (X
2
3 + Y 2

3 )− (B3X3 − A3Y3)
2

=
(A2

3 +B2
3) (A3X3 +B3Y3) (Z − Z0)

A2
3X

2
3 + A2

3Y
2
3 +B2

3X
2
3 +B2

3Y
2
3 −B3

2X3
2 − A3

2Y3
2 + A3Y3B3X3

=
(A2

3 +B2
3) (A3X3 +B3Y3) (Z − Z0)

A2
3X

2
3 +B2

3Y
2
3 + A3X3B3Y3

tan (ψ(Z)− ψ0) =
A2

3 +B2
3

A3X3 +B3Y3
(Z − Z0)

ومʻه:

ψ(Z) = ψ0 + arctan
(

A2
3 +B2

3

A3X3 +B3Y3
(Z − Z0)

)
:ʙʳن الʶاǼقة الʺعادلة إلى Ǽالعʨدة

cos (θ(Z)− ψ(Z)) =
D2

3(Z) + V 2
0 − V 2

3

2V0D3(Z)

θ(Z)− ψ(Z) = ± arccos
(
D2

3(Z) + V 2
0 − V 2

3

2V0D3(Z)

)
θ(Z) = ψ(Z)± ϕ(Z)

نعʛّف: الȄʛاضॽّة ʛʽعابʱال دقة لʺʛاعاة
θ−(Z) = ψ(Z)− ϕ(Z)
θ+(Z) = ψ(Z) + ϕ(Z)

لʨʱضॽح 20 . 3 الȞʷل في ψ(Z) و θ(Z) تغʛʽات ʦسʛب قʺʻا كʺا ، 19 . 3 الȞʷل في −ϕ(Z) و ϕ(Z) تغʛʽات ʦسʛب قʺʻا
ψ(Z) الʱاǼع ʛʺالأحǼ الʺلʨّن الʺʻʴʻي ʲʺǽل ʘʽح ،ʧʽʱالʺعادل جʺلة Șقʴت الʱي ȋقاʻال ʙیʙʴت في الʨʱاǼع هʚه ʦاهʶت ʅॽك

. 3 . 3 و 2 . 3 ʧʽʱالʺعادل جʺلة Șقʴت الʱي ȋقاʻال جʺॽع Ǽالأسʨد الʺلʨن الʺʻʴʻي وʲʺȄل

L3 =
{
(θ, Z) ∈ R2 : cos (θ − ψ(Z)) =

D2
3(Z)+V

2
0 −V 2

3

2V0D3(Z)

}
عʛّفʻا فإذا الأǼعاد، ثلاثي الفʹاء في ʧʽʱالʺعادل حلʨل ʦسʛب قʺʻا وأخʛʽاً،

الʶاǼقة. الʺعادلة Șقʴت الʱي ȋقاʻال مʨʺʳع
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∆̄ > 0 حالة في Z بʙلالة ϕ و −ϕ :19 . 3 الȞʷل

Z بʙلالة ψ و θ :20 . 3 الȞʷل
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الأسʨʢانة سʢح على مʛسʨمة L′ الʺʨʺʳعة }(ب)
(X,Y, Z) ∈ R3 : X2 + Y 2 = 1

} الفʛاغ. في أسʨʢانة شʰهي كʱقاʡع L′ الʺʨʺʳعة (ا)

الفʛاغ. في الʴلʨل مʨʺʳعة تʺʽʲل :21 . 3 الȞʷل

الأǼعاد ثلاثي الفʛاغ في L′
3 =

{
(cos (θ(Z)) , sin (θ(Z)) , Z)T ∈ R3 : (θ, Z) ∈ L3

}
ȋقاʻال مʨʺʳعة ʦرس ʧȞʺǽ

.V0 قʛʢها ونʸف Z الʺʨʴر مʨʴرها أسʨʢانة سʢح على
مʽʴʱʶل. شॼه ثاني مʱʵلف حل وجʨد احʱʺال فإن الʛʶعة، ʙرص لʺʶألة حل ʙوج إذا Ǽأنه ʕʰʻʱال ʧȞʺǽ الʶاǼقة الʺʻاقʷة على بʻاء
الʺʨʴر مʨʴرها اسʨʢانة سʢح على Șمغل مʻʴʻي ʨه الʲانॽة الʺعادلة مع الأولى للʺعادلة الʺʛʱʷك الʴل أن Ǽʺلاحʤة ʧȞʺǽ إذ
على Șمغل مʻʴʻي أǽʹاً ʨه الʲالʲة الʺعادلة مع الأولى للʺعادلة الʺʛʱʷك الʴل فإن مʺاثل وȞʷȃل .L′

1 الʺʻʴʻي هʚا ʨعʙن ،z
ʧیʚه تقاʡع ȋنقا مʨʺʳعة ʨه الأولى الʲلاثة للʺعادلات الʺʛʱʷك الʴل فإن الʴالة، هʚه في .L′

2 ʧȞॽول ذاتها الاسʨʢانة سʢح
بʙقة ʦʱت الॽʁاسات ʘʽح العʺلॽة الʴالة في أنه ʕʰʻʱال ʧȞʺǽ كʺا معʜولة، ȋنقا ʧم ومʨȞنة مʱʻهॽة الʺʨʺʳعة هʚه تʨؔن .ʧʽʽʻʴʻʺال
ʧʽاسʺʱم ʛʽغ ʧʽمغلق ʧʽʽʻʴʻم ȑأ تقاʡع أن Ǽʺلاحʤة ʥذل ʧم Șقʴʱال ʧȞʺǽ زوجॽاً. سʨȞॽن الʱقاʡع ȋنقا عʙد فإن مʱʻهॽة،
أǽʹاً ʨوه والʛاǼعة، الأولى ʧʽʱللʺعادل الʺʛʱʷك الʴل الاعॼʱار ʧʽعǼ ʙنأخ الؔامل الʺʶألة حل لإʳǽاد .ȋقاʻال ʧم زوجي عʙد ʨه
تʺʲل الʱي ȋقاʻال مʨʺʳعة مع الʛاǼع الʺʻʴʻي هʚا تقاʡع احʱʺال فإن بʙیهॽاً .L′

3 ʧȞॽول الاسʨʢانة سʢح على Șمغل مʻʴʻي
للʺʶألة ثاني حل وجʨد احʱʺال فإن مʨجʨد، الʴل أن فʛضʻا فإذا وȃالʱالي معʙوم، شॼه الأولى الʲلاثة للʺعادلات اً ʛؗʱʷم حلا

. أǽʹاً. معʙوم شॼه

الʦʸؒن وتʦاǺع العʗدǻّة Ȗائʙʠال Ǻاسʗʳʯام الʰانॻة: الȂʙʠقة 2 . 5 . 3
ʅȄʛتع ȘȄʛʡ ʧع ʥوذل الʛʶعة، ʙرص لʺʶألة الʺȞافʯة ʛوائʙال تقاʡع لʺʶألة ȑدʙع حل إʳǽاد على الؔʺʨن تʨاǼع Ȅʛʡقة ʙʺʱتع
شاملة Ȑʛصغ ॽʀʺة ʚأخǽ كʺʨن تاǼع ʅȄʛعʱل الʨʱاǼع هʚه ʧم الاسʱفادة ʦث ʛوائʙال Ȍॽʴم على Ȑʛغʸال ॽʀʺها ʚتأخ كʺʨن تʨاǼع
ونعʛف . j = 0..3 ʘʽح Cj للʙائʛة Șافʨʺال الؔʺʨن تاǼع Uj : R3 → R الʱاǼع نعʛف الأرȃعة. ʛوائʙال تقاʡع نقʢة في
Uj الؔʺʨن تʨاǼع نʱʵار .U(X,Y, Z) = ∑

j=0..3 Uj(X, Y, Z) الؔʺʨن تʨاǼع مʨʺʳع Ǽأنه الإجʺالي الؔʺʨن تاǼع U
عʙʻها . Cj =

{
(X,Y ) ∈ R2 :

√
(X −Xcj)2 + (Y − Ycj)2 = Vj

}
في Ȍفق الʙنॽا ʱʺॽʀه مʻها كل ʚأخǽ ʘʽʴǼ
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نقʢة ȑأ الʙʱرج، لʨʱاǼع الʙنॽا ʦॽʁال ʧم قॼȄʛة (XS, YS, ZS) نقʢة ʨه ȑدʙع حل لإʳǽاد الʛؔʱارȄة الأمʲلة Șائʛʡ Șʽʰʢت ʧȞʺǽ
سلॽʰة: ʖانʨج Ǽʹعة ʧم الȄʛʢقة هʚه تعاني الʺʶألة. Ǽʺعادلات الʺʺʲلة ʛوائʙال تقاʡع

تقاʡع نقʢة تʺʲل الʱي الʺʢلقة Ȑʛغʸال الॽʁʺة ʧع مʱʵلفة مʴلॽّاً Ȑʛصغ ʦॽʀ هي حلʨلاً الȄʛʢقة هʚه تعʢي أن ʧȞʺǽ .1
الأرȃعة. ʛوائʙال

.floating-point arithmetic العائʺة Ǽالʻقʢة Ǽالʽʲʺʱل Ȍॼتʛʺال الأخʢاء ʦʵʹت ʧم الȄʛʢقة هʚه تعاني .2

الʵاصة. الʴالات ʠعǼ في ʥوذل الʴل، ʧم الʢॼيء الʱقارب ʖʰʶǼ كʛʽʰاً ȑدʙالع الʴل إʳǽاد في الʢʵأ ʨȞǽن أن ʧȞʺǽ .3

الʺʛʷوحة الʺʲلॽʲة الʨʱاǼع Ǽاسʙʵʱام تʴلʽلॽاً الʴل Ȅʛʡقة على مفʹلة الȄʛʢقة هʚه فإن ساǼقاً الʺʨؗʚرة الʶلॽʰات ʧم ʦغʛال على
الʱالॽة: للأسॼاب ساǼقاً

على قادر ȑدʙالع الʴل إن ʧʽح في عʺلॽاً، مʽʴʱʶل وهʚا لانهائॽة بʙقة الʺʶألة معاملات معʛفة ʖلʢʱی الʴʱلʽلي الʴل .1
العائʺة. الʻقʢة حʶاǼات وأخʢاء ॽʀاس أخʢاء وجʨد مع للʺʶألة مقʨʰلة حلʨل إعʢاء

تʱقارب الʱي الʨʵارزمॽات ʧم ʙیʙالع ʙجʨوت الʺʨʴʱلات، ʧم قلʽل Ǽعʙد نॽʰʶاً ʢॽʶǼة أمʲلة مʶألة الʺʛʢوحة الʺʶألة ʛʰʱتع .2
.ʛʰأك ȞʷǼل الʺʴلʨلة الʺʶألة ʖاسʻت ʘʽʴǼ معاملاتها ʛʽʽغʱب تॽʽؔفها ʧȞʺǽ والʱي ʛʶǼعة الʴل ʧم

الʴالات. لॽʺʳع تʸلح واحʙة خʨارزمॽة كʱاǼة ʧȞʺȄو الʺʲلॽʲة، ǼالʨʱاǼع الʴل في كʺا حالات لعʙة مʻاقʷة ʙجʨت لا .3
ʛʰعǽ (XS, YS) والʴل ،RG الʺʢلقة للʳʺلة Ǽالॼʶʻة R0 الʺʢʸلʴة الʳʺلة دوران سʛعة Ω ʧع ʛʰتع ZS ان Ǽʺا .4
مʛʺʱʶة الʺʶالة حلʨل فإن الʺʢʸلʴة، الʳʺلة واحʙة Ǽأشعة مȃʨʱȞاً الʺʢلقة للʳʺلة Ǽالॼʶʻة الʺʙروس الʛوʨȃت سʛعة ʧع
ʛʽغ الʴلʨل على ʦȞʴوال الʴل ʧع ʘʴॼال مʨʺʳعة Șʽʽʹʱل الʺعلʨمة هʚه ʧم الاسʱفادة ʧȞʺǽ وȃالʱالي ʧمʜلل Ǽالॼʶʻة

الʺقʨʰلة.
الؔʺʨن. لʨʱاǼع مʲقل ʨʺʳʺǼع الؔلي الؔʺʨن تاǼع اسʙʰʱال ȘȄʛʡ ʧع الȄʛʢقة هʚه ʅॽʽؔت ʧȞʺǽ .5

في للʙʰء الؔʺʨن. بʨʱاǼع الʴل Ȅʛʡقة مʻها تعاني الʱي الʹعف ȋنقا على ʖغلʱال كॽɿॽة على ʦʶالق هʚا في الʺʻاقʷة في ʜ ʛؗʻس
.Cj Ǽالʙائʛة الʺʺʲلة ȋقاʻال مʨʺʳعة في الʙنॽا ʱʺॽʀه یʰلغ Uj ʖاسʻم كʺʨن تاǼع اخॽʱار ʖʳǽ الȄʛʢقة هʚه Șʽʰʢت

الʺʨʺʳعة: ʧع ʶʺǼافʱها (X, Y ) نقʢة كل Ȍȃʛی ȑʚال الʱاǼع الفʨر على ʧهʚال إلى یॼʱادر

Cj(Z) =

{
(X, Y ) ∈ R2 :

√
(X −Xcj(Z))2 + (Y − Ycj(Z))2 = Vj

}
: الʱاǼع فʺʲلاً، .

U0(X, Y, Z) = ∥
√
X2 + Y 2 − V0∥

ملاحʤة ʶǼهʨلة ʧȞʺǽ ʧؔول . C0(Z) =
{
(X,Y ) ∈ R2 :

√
X2 + Y 2 = V0

} للʙائʛة كʺʨن تاǼع ʨȞǽن أن ʸǽلح
الȞʷل: ʧم كʺʨن تاǼع نقʛʱح ʥلʚل .C0(Z) ʧم نقʢة كل ʙʻع Ǽاسʛʺʱار ʙیʙʺʱال ǽقʰل ولا معʛّف ʛʽغ الʱاǼع هʚا تʙرج أن

∀(X, Y, Z) ∈ R3, Uj(X,Y, Z) =

(√
(X −Xcj(Z))2 + (Y − Ycj(Z))2 − Vj

)2

(8 . 3)

یʱʺʱع الʙائʛة. ȋنقا مʨʺʳعة في الʙنॽا الॽʁʺة بلʨغ ȋʛش Șقʴǽ Ǽالʱالي ʨوه ، Cj(Z) في وʻȄعʙم ʖجʨم الʱاǼع أن الʨاضح ʧم
تʺʲل U(XS, YS, ZS) =

∑
j=0..3 Uj(XS, YS, ZS) الʴل نقʢة ʙʻع الؔلي الؔʺʨن تاǼع ॽʀʺة أن ʜʽʺǼة هʚا الؔʺʨن تاǼع
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دلالة ذات ॽʀʺة وهي الʴل في للأخʢاء الॽȃʛʱعي الʨسʢي جʚر ʶʴǼاب ʶǽʺح ما ʨوه الʴل، في الأخʢاء مȃʛعات مʨʺʳع
Kalman كالʺان مʛشح مʲل Ȑʛأخ خʨارزمॽات في الॽʁʺة هʚه اسʙʵʱام ʧȞʺǽ الʺʶألة. حل في الارتॽاب ʧع ʛʰتع إحʸائॽة

الॽʁاس. وضॽʳج ȑدʙالع الʴل ʧع الʻاتʳة الأخʢاء على ʖغلʱلل Filter
الʙʱرج ʧؔول الʲلاثة، للʺʨʴʱلات Ǽالॼʶʻة الؔʺʨن تاǼع تʙرج حʶاب الʺʷابهة) Șائʛʢوال) ʦʤالأع Ǽالانʙʴار الʴل Ȅʛʡقة ʖلʢʱت
الؔʺʨن تاǼع تʙرج أن Z لـ معʻʽة ॽʀʺة أجل ʧم Șقʴʱی ،Ȑʛأخ ناحॽة ʧم معقʙة. رȄاضॽة صॽاغة ذو الʲلاثة للʺʨʴʱلات Ǽالॼʶʻة

ʨȞǽن: X,Y ʧʽلʨʴʱʺلل Ǽالॼʶʻة

∇U(X,Y ) =
∑
j=0..3

∇Uj(X, Y )

∇Uj(X,Y ) = 2

√
(X −Xcj)2 + (Y − Ycj)2 − Vj√

(X −Xcj)2 + (Y − Ycj)2

[
X −Xcj

Y − Ycj

] (9 . 3)

للʚʳر العʙدǽة الॽʁʺة حʶاب الʺʲال سʽʰل على ʧȞʺǽ نॽʰʶاً، ʢॽʶǼة رȄاضॽة صॽاغة ذو الʴالة هʚه في الʙʱرج ان Ȏنلاح
العʺلॽات وʛʶȄع العائʺة Ǽالʻقʢة الʶʴاب أخʢاء ʧم ǽقلل وهʚا والʙʱرج، الؔʺʨن تاǼع حʶاب في واسʙʵʱامها واحʙة لʺʛة الॽȃʛʱعي

:ʙʳن الؔʺʨن تاǼع Hessian هॽʶان ʶʴǼاب فإنه ʥلʚك الʶʴابॽة.
(10 . 3)

HU(X, Y ) = 2


((X−Xcj)

2+(Y−Ycj)2)
3/2

−(Y−Ycj)2Vj

((X−Xcj)
2+(Y−Ycj)2)

3/2

(X−Xcj)(Y−Ycj)Vj
((X−Xcj)

2+(Y−Ycj)2)
3/2

(X−Xcj)(Y−Ycj)Vj
((X−Xcj)

2+(Y−Ycj)2)
3/2

((X−Xcj)
2+(Y−Ycj)2)

3/2
−(X−Xcj)

2Vj

((X−Xcj)
2+(Y−Ycj)2)

3/2


مʶألʱي إلى الʺʶألة سʻفʸل ʥلʚل .2 × 2 أǼعاده لأن الʶʴاب سهل ومقلȃʨه عʙدǽاً. الʶʴاب سهلة صॽاغة ذو أǽʹاً ʨوه

أمʲلة:
:Șقʴت الʱي (XS(Z), YS(Z)) الʻقʢة إʳǽاد مʶألة : A الʺʶألة .1

Z ∈ R, min
(X,Y )∈R2

U(X, Y, Z) = U (XS(Z), YS(Z), Z)

. Z لـ معʻّ̔ة ॽʀʺة أجل ʧم
:Șقʴت الʱي ZS الॽʁʺة إʳǽاد مʶألة .2

min
(X,Y,Z)∈R3

U(X,Y, Z) = U (XS(ZS), YS(ZS), ZS)

الأرȃعة، ʛوائʙال ʜاكʛم Cj حʶاب ʧȞʺǽ Z ॽʀʺة Ǽʺعʛفة علʽها. مॽʻʰة الʲانॽة الʺʶألة لأن الأولى الʺʶألة حل بʙراسة نʙʰأ
ʜاكʛم ʙʻع معʛّف ʛʽغ Uj الؔʺʨن تاǼع تʙرج أن Ȏنلاح .X, Y ʧʽلʨʴʱʺلل Ǽالॼʶʻة الؔʺʨن تʨاǼع تʙرج حʶاب ʧȞʺǽ وȃالʱالي

:ʧؔول الʺقام. انعʙام ʖʰʶǼ ʛوائʙال

∥∇Uj(X, Y )∥ = 2

∣∣∣∣√(X −Xcj)
2 + (Y − Ycj)

2 − Vj

∣∣∣∣√
(X −Xcj)

2 + (Y − Ycj)
2

√
(X −Xcj)

2 + (Y − Ycj)
2

= 2

∣∣∣∣√(X −Xcj)
2 + (Y − Ycj)

2 − Vj

∣∣∣∣
(11 . 3)
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وȃالʱالي مʛجح. ʛʽغ الʺقام إنعʙام فإن العائʺة، Ǽالʻقʢة ʦʱت الʶʴاǼات أن Ǽʺا .ʛوائʙال ʜاكʛم جʨار في مʱʻه الʙʱرج وȃالʱالي
مʻاسॼة. بʙقة الʴل إلى للʨصʨل الʛؔʱارات زȄادة في الأقʢاب ʙʻع الʙʱرج ʅȄʛتع عʙم مȞʷلة

U الؔʺʨن تاǼع على مॼʢقةً ،ʦʤالأع الانʙʴار لʨʵارزمॽة ʧʽʶʴت خʨارزمॽة وهي ،ʧتʨʽن خʨارزمॽة خʨʢات سȄʛعاً نʱʶعʛض
: |αU(Xk, Yk)| < ε الȞʷل ʧم الʛؔʱار تʨقف مॽɻار اعʱʺاد مع α قʙرها ثابʱة ʨʢʵǼة (X0, Y0) الʻقʢة ʧم انʢلاقاً

(X0, Y0) → (Xk, Yk) .1
(Xk, Yk)− αH−1

U (Xk, Yk)∇U(Xk, Yk) → (Xk+1, Yk+1) .2
(Xk+1, Yk+1) الʴل ʨȞǽن ʚئʙʻع |αH−1

U (Xk, Yk)∇U(Xk, Yk)| < ε كان إذا .3
.2 الʨʢʵة إلى ونعʨد (Xk+1, Yk+1) → (Xk, Yk) نʹع وȂلا

ʙق الʙʰاǽة نقʢة اخॽʱار أن إلى الانॼʱاه ʖʳȄو الʨʵارزمॽة. في خʨʢة أول هي الʙʰاǽة نقʢة ʙیʙʴت أن الʶاǼقة الʨʢʵات ʧم یʱʹح
الʴالة. هʚه ʜʽʽʺت للʨʵارزمॽة ʧȞʺǽ ولا مʴلॽّاً Ȑʛصغ ॽʀʺة ʧم تʱقارب أن ʧȞʺǽ ʧتʨʽن Ȅʛʡقة لأن الʨʵارزمॽة، نʳॽʱة على ʛثʕی
ȘلʢʺالǼ ʧʽȄʛصغ ʧʽʱʺॽʀ وجʨد حالة فإن الʺʲلॽʲة، ǼالʨʱاǼع الʴʱلʽلي الʴل Ȅʛʡقة في العʨʷائॽة الʺʴاكاة ʧم ʧʽʰت ʺا وؗ ʧؔول
على ʦȞʴلل كʺॽɻار واعॼʱارها ʛدوائ ʧع الأǼعاد مȃʛعات مʨʺʳع ʧع ʛʰتع الʱي الؔʺʨن تاǼع ॽʀʺة حʶاب ʧȞʺǽ نادرة. حالة هي

.ȑدʙالع الʴل صʴة
ʛʽغ ॽʀʺة ʧم الʱقارب احʱʺال ʧم للʱقلʽل الʺʢلقة. Ȑʛغʸال الॽʁʺة ʧع مʱʵلفة نقʢة ʧم تʱقارب ʙق ʧتʨʽن Ȅʛʡقة أن ʅॽك ناقʻʷا
الʴل قʨة ȋنقا اسʱعʛاض أثʻاء وضʻʴا ʺا وؗ الʴل. ʧم قॼȄʛة ʧتʨʽن لʨʵارزمॽة بʙء نقʢة اخॽʱار إلى خʨارزمʻʱʽا في ʙʺنع مقʨʰلة،
.ʦʤالأع للانʙʴار بʙء كʻقʢة الʺʙروس للʛوʨȃت الʶاǼقة العʺل خʨʢة في الʴل ʧم الاسʱفادة ʧȞʺǽ فإنه الؔʺʨن، تʨاǼع ȄʛʢǼقة
RG الʺʢلقة للʳʺلة Ǽالॼʶʻة الʛوʨȃت سʛعة شعاع ʱʰي ʛؗم الॽʁʴقة في هʺا (X, Y ) ʧʽلʨʴʱʺال ان ॽʁʴǼقة الاخॽʱار هʚا نʛʰر
الʛʶعة شعاع تغʛʽات فإن جانʰي، ʛʽغ روʨȃت ʨه الʺʙروس الʛوʨȃت أن وȃʺا .R0 الʺʢʸلʴة الʳʺلة واحʙة Ǽأشعة مȃʨʱȞاً
إلى الانॼʱاه ʖʳǽ ʧؔول نॽʰʶاً. ʛʽصغ مقʙار ʨه عʺل خʨʢتي ʧʽب الʺʶألة حل في الفʛق فإن وȃالʱالي .ʧمʜلل Ǽالॼʶʻة مʛʺʱʶة
Ȑʛصغ ॽʀʺة ʧم الʱقارب فʛص ʧم ǽقلل Șابʶال الʴل نقʢة ʧم ʧتʨʽن Ȅʛʡقة في الانʢلاق أن ʧم ʦغʛال على الʱالॽة: الʻقʢة
العʺل خʨʢات في الʴل على ʛثʕʽس العʺل خʨʢات ʙأح في خاʡئ حل اعʱʺاد فإن الʺʢلقة، Ȑʛغʸال الॽʁʺة ʧع مʱʵلفة مʴلॽة
العʺل خʨʢات في الʴلʨل ʧع مʱʶقل ʧتʨʽن Ȅʛʡقة ʧع الʻاتج ȑدʙالع الʴل صʴة على ʦȞʴلل مॽɻار اتॼاع ʖʳǽ ʥلʚل الʱالॽة.
تاǼع ॽʀʺة أن ॽʁʴǼقة اقʛʱاحʻا ونʛʰر ،ʧتʨʽن Ȅʛʡقة ʧع الʻاتج ȑدʙالع الʴل ʙʻع الؔʺʨن تاǼع ॽʀʺة ʨه مॽɻاراً نقʛʱح الʶاǼقة.
(XS(Z), YS(Z)) ʧتʨʽن ȄʛʢǼقة الʴل نقʢة أن Ǽفʛض فʺʲلاً، . Cj ʛوائʙال إلى الʺʶافات مȃʛعات مʨʺʳع ʧع ʛʰتع الؔʺʨن
ʨه Cj ʛوائʙال ʧم دائʛة ʧع ʙعǼ كل أن ʧم ʧقॽʱال ʧȞʺॽɾ U(XS(Z), YS(Z)) < µ2 Șقʴت Z لـ مʙʴدة ॽʀʺة أجل ʧم
ʠرف ʦʱی الفʷل حال وفي الʺॽɻار، هʚا ʙض الʴل اخॼʱار ʖʳǽ ،ʧتʨʽن لʨʵارزمॽة Șʽʰʢت كل ʙʻوع ،ʥلʚل .µ ʛʲالأك على
في الʛؔʱار تʨقف ومॽɻار الʴل صلاحॽة مॽɻار في الʺʙʵʱʶم µ ॽʀʺة ʧʽب Șʽفʨʱال ʦʱی أن ʖʳǽ صالح. ʛʽغ حل أنه على الʴل
أن تॽʰȄʛʳاً ʧʽʰت صالʴة. ʛʽغ حلʨل إلى ȑدʕی ʙق الʴل جʨار في ʦʤالأع للانʙʴار الʢॼيء الʱقارب أن إذ .ʧتʨʽن خʨارزمॽة
تʲقʽل. دون الʺقʛʱحة الؔʺʨن تʨاǼع لʺʨʺʳع مʶاوٍ كلي كʺʨن تاǼع اخॽʱار ʙʻع ʥوذل ε = 10−2µ :ʘʽʴǼ µ و ε ॽʀʺة اخॽʱار
ملاحʤة ʙʻع الʶاǼقة العʺل خʨʢة في الʴل ʧم الʺʢʻلقة العʙدǽة الʴلʨل صلاحॽة على ʦȞʴلل مॽɻار اعʱʺاد إلى الʴاجة بʛزت
فإن ،ʧمʜال مʛور ومع الʺʢلقة. Ȑʛغʸال الॽʁʺة مʨضع في تʷʻأ مʴلॽاً Ȑʛصغ ॽʀʺة فإن الʵاصة، الʴالات ʠعǼ وفي أنه،
تʱقارب ʧتʨʽن Ȅʛʡقة أن ʥذل ʧع یʱʻج الʺʢلقة. Ȑʛغʸال الॽʁʺة تʛʴʱك ʧʽح في مȞانها، في تॼقى Ȑʛغʸال الʺʴلॽة الॽʁʺة هʚه
الॽʁʺة تॼʸح عʺل، خʨʢات عʙة ʙعȃو الʱالॽة. العʺل خʨʢة في صالح كʴل وȄعʙʺʱها الʙʳیʙة الʺʴلॽة Ȑʛغʸال الॽʁʺة ʧم
ʛʽغ أخʢاء إلى Ȑأد وهʚا الʙʳیʙة). الʺʴلॽة Ȑʛغʸال (الॽʁʺة الʻاتج ȑدʙالع الʴل ʧع Ǽعʙʽة الॽʴʸح) (الʴل الʺʢلقة Ȑʛغʸال

الʛʶعة. ʙرص في مقʨʰلة
:Șقʴت الʱي (XS(Z), YS(Z)) Ǽإʳǽاد الʺʱعلقة A الʺʶألة اعॼʱار ʧȞʺǽ الʶاǼقة، الʺʻاقʷة على بʻاء

U(XS(Z), YS(Z), Z) = min
(X,Y )∈R2

U(X, Y, Z)
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:Șقʴت الʱي ZS ॽʀʺة Ǽإʳǽاد الʺʱعلقة B الʺʶألة لʴل حلها ʧم الاسʱفادة ʧȞʺȄو مʴلʨلة.

U(XS(Z), YS(Z), ZS) = min
(X,Y,Z)∈R3

U(X, Y, Z)

Ũ(Z) = ʜʽمʛʱال ʙʺʱنع الȄʛاضॽة لعلاقات تʢॽʶॼاً .Z ʨه ʙʽوح ʨʴʱʺǼل أمʲلة مʶألة هي الʺʶألة هʚه أن Ȏنلاح
ʦʤمع في ʧمʜلل Ǽالॼʶʻة مʛʺʱʶة ZS تغʛʽات أن ʧم ʙʽفʱʶن A الʺʶألة لʴل مʷاǼه ȞʷǼل .U(XS(Z), YS(Z), Z)
"مʛʺʱʶة ʛʽʰعʱال إلى ونʨʻه .RG الʺʢلقة للʳʺلة Ǽالॼʶʻة R0 الʺʢʸلʴة الʳʺلة دوران سʛعة ʧع ʛʰتع ZS لأن ʥوذل الأحॽان،
انعȞاس حʙوث لʤʴة هي الʴالة هʚه انقʢاع. ʧم فʽها ZS تعاني واحʙة حالة ʙجʨت إذ الأحॽان"، ʦʤمع في ʧمʜلل Ǽالॼʶʻة
مʴاور Ǽأن ʛؗʚʱن الانعȞاس. لʤʴة مفاجىء ȞʷǼل ZS إشارة ʛʽغʱت إذ .RG للʳʺلة Ǽالॼʶʻة R0 الʳʺلة مʴاور تʨضع في
الʺʨʴر وʨʱȄجه الأول، الʳار ʧم x الʺʨʴر ʛʺǽ إذ الʲاني. الʳار والʛوʨȃت الأول الʳار الʛوʨȃت ʨʺǼضع معʛفة R0 الʳʺلة
ʙʴǽث الʱي اللʤʴة ʦلفه .{(x, y) ∈ R2 : y > 0} ȑʨʱʶʺال نʸف في الʲاني الʳار ǽقع ʘʽʴǼ x الʺʨʴر على عʺʨدǽاً y
ǼالȞʷل: ʦॽʁʱʶʺال هʚا ʧع ʛʰنع أن ʧȞʺǽ رȄاضॽاً الʲاني. وجاره الʺʙروس الʛوʨȃت ʧم ʛʺǽ مॽʁʱʶʺاً خʢاً نʱأمل الانعȞاس، ,(xفʽها y) ∈ R2 :

∣∣∣∣∣∣
x y 1
x0 y0 1
x2 y2 1

∣∣∣∣∣∣ = 0


الʺʢلقة للʳʺلة Ǽالॼʶʻة الʲاني جاره مʨضع (x2, y2) و RG الʺʢلقة للʳʺلة Ǽالॼʶʻة الʺʙروس الʛوʨȃت مʨضع (x0, y0) ʘʽح
الʛوʨȃت مʨضعي مع واحʙة اسʱقامة على تقع الʱي ȋقاʻال مʨʺʳعة ʧع ʛʰتع الʶاǼقة الȄʛاضॽة الॽʸاغة فإن بʙیهॽاً، .RG

Ǽالعلاقة: معʛفان W+,W− ȑʨʱʶم نʸفي إلى ȑʨʱʶʺال ʦॽʁʱʶʺال هʚا ʦʶقǽ الʲاني. وجاره الʺʙروس

W+ =

(x, y) ∈ R2 :

∣∣∣∣∣∣
x y 1
x0 y0 1
x2 y2 1

∣∣∣∣∣∣ > 0

 W− =

(x, y) ∈ R2 :

∣∣∣∣∣∣
x y 1
x0 y0 1
x2 y2 1

∣∣∣∣∣∣ < 0


Ǽالॼʶʻة R0 مʴاور تʨضع في ʙʴǽث انعȞاساً فإن ،ʝȞالعȃو W− إلى W+ ʧم الʺʙروس للʛوʨȃت الأول الʳار ʛʰعǽ عʙʻما
ʨȞǽن عʙʻما ʙʴǽث الانعȞاس Ǽأن الʜʳم ʧȞʺॽɾ مʛʺʱʶة، تغʛʽات هي ʧمʜلل Ǽالॼʶʻة الʛوʨȃتات مʨاضع تغʛʽات أن Ǽʺا . RG لـ
حʙوث فʽها ʱʴǽʺل الʱي Ǽاللʤʴات ʕʰʻʱال ʧȞʺǽ وعلॽه تقॼȄʛاً. واحʙة اسʱقامة على والʲاني الأول وجارȄه الʺʙروس الʛوʨȃت
في الʶاǼقة. العʺل خʨʢة في لʱʺॽʁها أهʺॽة إعارة دون ZS ॽʀʺة ʧع ʘʴॼال الʴالة هʚه في ʖʳǽ وȃالʱالي الʺʴاور، في انعȞاس
ʧم ZS حʨل Șʽض مʳال في الʴل ʧع ʘʴॼال مʨʺʳعة ʛʸʴل ZS تغʛʽات اسʛʺʱار ʧم الاسʱفادة ʧȞʺǽ الʴالة، هʚه ʛʽغ

الʶاǼقة. العʺل خʨʢة
الʺʴاور). في انعȞاس حʙوث احʱʺالॽة ʖʰʶǼ الॽʁʺة ʠرف (أو ساǼقة عʺل خʨʢة ʧم ZS ॽʀʺة ʛافʨت عʙم حالة أولاً ʞاقʻن
Șʰس والʱي الأرȃعة ʛوائʙال ʧم دائʛة ȞǼل الʵاصة [Z−, Z+] الʺʳالات اجʱʺاع ʨه ZS ʧع ʘʴॼال مʳال مʳالاً نʱʵار
هʚا في ʖʰʶوال الʺʳالات. هʚه اجʱʺاع ʨه [ZLower, ZUpper] الʺʳال ʧȞॽل الʺʲلॽʲة. الʨʱاǼع ȄʛʢǼقة الʴل في وعʛفʻاها
ʠعǼ وفي .ZS الʴل في كأخʢاء حʱʺاً ʝȞعʻت سʨف العائʺة Ǽالʻقʢة الʶʴاǼات وأخʢاء الॽʁاس أخʢاء أن ʨه الاخॽʱار
إلى الʺʳال تʨسॽع إلى ʙʺنع ،ʥذل إلى إضافة نȄʛʤاً. الʺȃʨʶʴة الʺʳالات تقاʡع خارج ǽقع ʙق الʴل فإن الʵاصة، الʴالات

.ʘʴॼال مʳال ʧʺض ZS الʴل وقʨع لʹʺان δ > 0 ʘʽح E = [ZLower − δ, ZUpper + δ]

ʠعǼ ʙجʨت إذ Ǽالʹʛورة. ʘʴॼال مʳال كامل على unimodal الȞʷل ʙʽوح ʝॽل Ũ(Z) الʱاǼع أن الʺʶألة هʚه دراسة أثʻاء ʧʽʰت
Exhaustive دॽʀقاً ʲʴǼاً نॼʱع أن ʖʳǽ ʥلʚل .ʘʴॼال مʳال على مʴلॽاً Ȑʛصغ ॽʀʺة ʧم ʛʲأك Ũ(Z) فʽها یʰلغ الʱي الʴالات
إلى ʘʴॼال مʳال ʦॽʶتق ʧȞʺǽ أنه إلا Ǽالʹʛورة، الȞʷل ʙʽوح ʝॽل الʱاǼع أن ʧم ʦغʛال وعلى الʴل. إʳǽاد أجل ʧم Search

الʴل: لإʳǽاد الʱالॽة الʨʵارزمॽة نقʛʱح الȞʷل. ʙʽوح الʱاǼع فʽها ʨȞǽن مʳالات عʙة

. E = [ZLower − δ, ZUpper + δ] ʘʴॼال مʳال نʙʴد .1
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.Șʽقʙال ʘʴॼال عʻʽات عʙد n+ 2 نʙʴد .2
.E ʘʴॼال مʳال ʧʺض ʧم ʙاعॼʱال مʤʱʻʺة (Zk)k=0..n+1 ʧؔʱول Z ʧم عʻʽة n+ 2 نʱʵار .3

الʺʱʵارة. العʻʽات ʙʻع Ũ الʱاǼع ʦॽʀ Ũ(Zk) ʖʶʴن .4

إذا . Ũ(Zk−1) < Ũ(Zk) ∧ Ũ(Zk) > Ũ(Zk+1) ȋʛʷال Șقʴت الʱي 1 ≤ k ≤ n ʦॽʀ Șʽقʙال ʘʴॼالǼ نʙʴد .5
مʳالاً الʺʳال هʚا ʨعʙون ،e = [Zk−1, Zk+1] الʺʳال على الȞʷل ʙʽوح Ũ الʱاǼع أن نقʰل k أجل ʧم ȋʛʷال Șقʴت

. m عʙدها ʧȞॽول للʴل الʺʕهلة Ǽالʺʳالات Ȏفʱʴن للʴل. مʕهلاً
ونʸʴل للʴل الʺʕهلة الʺʳالات ʧم مʳال كل على Golden-section Search الʚهʰي ʘʴॼال خʨارزمॽة Șʰʢن .6

للʴل. الʺʕهلة Z ʦॽʀ ʦॽʁال هʚه ʨعʙن مʴلॽّاً. Ȑʛصغ ॽʀʺة Ũ الʱاǼع عʙʻها یʰلغ Z لـ ॽʀʺة m على
صالʴة. ال ʛʽغ ʦॽʁال ʠفʛون ،ʧتʨʽن ȄʛʢǼقة الʴل صلاحॽة مॽɻار Șوف للʴل الʺʕهلة ʦॽʁال صلاحॽة ʛʰʱʵن .7

الʺʕهلة الॽʁʺة ʨه الʴل ʨȞǽن انعȞاس، لʙʴوث احʱʺال هʻاك ʧȞǽ ʦول الʶاǼقة العʺل خʨʢة ʧم ZS ॽʀʺة تʨافʛت إذا .8
أصغȄʛاً. Ũ عʙʻها ʨȞǽن الʱي الʺʕهلة الॽʁʺة ʨه الʴل ʨȞǽن وȂلا الʶاǼقة، العʺل خʨʢة ʧم ZS ॽʀʺة إلى الأقʛب

ʦॽʁال ʧع ʘʴǼ خʨارزمॽة هي الʚهʰي، Ǽالعʙد ʦॽʶقʱالǼ ʘʴॼال أو Golden-section Search الʚهʰي ʘʴॼال خʨارزمॽة إن
عʻʽات ʚأخǼ ʘʴॼال مʳال Șʽʽʹت على الʚهʰي ʘʴॼال Ȅʛʡقة ʙʺʱتع مʙʴد. مʳال على الȞʷل ʙʽوح لʱاǼع (Ȑʛʰؔال (أو Ȑʛغʸال
ॽɾʺا ʟʵنل الʺȃʨʶʴة. ʦॽʁال ʖʶʴǼ ʥوذل خʨʢة كل في ثابʱة بॼʶʻة الʺʳال Șʽʽʹت ʦث عʙʻها، Ũ الʱاǼع ॽʀʺة وحʶاب Z ʧم

:ξ قʙره ʢʵǼأ Ȑʛغʸال ʱʺॽʀه Ũ الʱاǼع عʙʻها ʚأخǽ الʱي [Zk−1, Zk+1] الʺʳال ʧʺض Z ʧع الʚهʰي ʘʴॼال Ȅʛʡقة یلي
Zk−1 → a1, Zk+1 → a4 .1

الʚهʰي. العʙد ʨه ϕ = 1.618 . . . ʘʽح ، a4 − |a4 − a1| /ϕ→ a2, a1 + |a4 − a1| /ϕ→ a3 .2
ȋʛʷال Șقʴʱی ʦل وȂذا الʨʵارزمॽة، وتʱʻهي ZS = (a1+ a4)/2 الʴل ʨȞǽن عʙʻها |a1 − a4| ≤ ξ ȋʛʷال Șقʴت إذا .3

الʱالॽة. الʨʢʵة في نʱاǼع

نʹع: Șقʴت فإذا ،Ũ2 < Ũ3 ȋʛʷال ʛʰʱʵون Ũ2 = Ũ(a2), Ũ3 = Ũ(a3) ʖʶʴن .4

a4 → a3, a2 → a3, a1 + |a1 − a3| /ϕ→ a2

نʹع: وȂلا
a2 → a1, a3 → a2, a4 − |a2 − a4| /ϕ→ a3

.3 الʨʢʵة إلى نعʨد ʦث
سʛعة Z = ΩR/G ʛʰتع ʘʽح .(XS(ZS), YS(ZS), ZS) ʧم كل على نʸʴل الʛʷح، الʶاǼقة الʛʢق Șʽʰʢت ʙعǼ
على الʨʸʴل إلى إضافة . R0 الʳʺلة ʖʶح الʨʱجه Ǽاصʢلاح ʥوذل RG الʺʢلقة للʳʺلة Ǽالॼʶʻة R0 الʳʺلة دوران
ʛفʨʱت الʺʛحلة، هʚه وفي .R0 الإحʙاثॽات جʺلة Ǽأشعة مȃʨʱȞاً الʺʢلقة الʛوʨȃت سʛعة شعاع Gv0 = (XS(ZS), YS(ZS))
وȃالʱالي . R0 الʺʢʸلʴة الʳʺلة دوران وسʛعة إلʽها Ǽالॼʶʻة ه ʛؗʴت اتʳاه إلى إضافة الʺʳاورة الʛوʨȃتات مʨاضع للʛوʨȃت

الʽȞʷʱل. ملاحقة ʧم الʛوʨȃت ʧȞʺʱی لؔي كاॽɾة معلʨمات ʛافʨʱت
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الʻȜʵʯل ملاحقة 6 . 3
مقʗمة

ʙعǼ ʥوذل الʽȞʷʱل، Șʽقʴت ॽɽǼة ॽɾه الʛّʴʱك ʖاجʨال الاتʳاه الʛوʨȃت فʽها ʙّʴǽد الʱي الʺʛحلة هي الإجʛاءات اتʵاذ مʛحلة إن
Șʽقʴت ʨه الهʙف أن Ǽʺا تʛّʴكها. اتʳاه ʧع ʛّhتع الʱي سʛعاتها ʙورص الʳʱاور ʨʰʡلʨجॽا Șوف الʺʳاورة الʛوʨȃتات مʨاقع ʙرص
ʧʽب الʺʶافات ॽɾه تʨؔن ȑʚال الʤʻام على الʷهʛʽة الʺȞّʴʱʺات ʠعǼ ʖȄʛʳت أولاً الʙʰیهي ʧʺف الʛوʨȃتات، ʧʽب مʛجॽّɻة مʶافات
حالة مʨّʴʱل كل على كʺʨن تاǼع نعʛّف إذ كʺʨن، لʱاǼع الʙʱرّج ʦȞّʴʱم الʺȞّʴʱʺات هʚه ʛأشه ʧم حالة. مʨّʴʱلات الʛوʨȃتات
ʝنف نʱʶعʺل الʺʛجॽّɻة. الॽʁʺة الʺʶافة تʰلغ عʙʻما الأدنى حʙّه الؔʺʨن تاǼع یʰلغ ʘʽʴǼ مʙّʴد) مʳاور روʨȃت إلى مʶافة ȑأ)
ونفʛʱض p0 = (0, 0) الʺʨقع في مʨجʨد ʨوه ،ȑʜ ʛؗʺال الʛوʨȃت ʨه r0 أن نفʛʱض ȑأ .Șابʶال ʦʶالق في كʺا الاصʢلاحات
ʘʽح (pi)i=1..N الʺʨاقع في مʨجʨدة وهي الʳʱاور ʨʰʡلʨجॽا Șوف ȑʜ ʛؗʺال للʛوʨȃت الʺʳاورة الʛوʨȃتات هي (ri)i=1..N أن
ʧʽب الʺʶافة di,j ʧؔʱل الʛوʨȃتات. مʨاضع p = (p0, . . . , pN) ∈ R2(N+1) الʷعاع وȄʺّ̡ل ، ri الʛوʨȃت مʨقع ʨه pi
و ri ʧʽتʨȃوʛال ʧʽب الʺʛجॽّɻة الʺʶافة d̄i,j ʧؔʱول ، dj = d0,j و di,j = ∥pi − pj∥ بـ الʺعʛّفة rj والʳار ri ʧʽتʨȃوʛال

rj و ri ʧʽتʨȃوʛال ʧʽب الؔʺʨن تاǼع Ui,j : R2 → R نعʛّف ʚئʙʻع الʳʱاور. وʨʰʡلʨجॽا الʺʛغʨب ǼالʽȞʷʱل الʺʙّʴدة rj
Ǽالعلاقة:

Ui,j(p) =
(
d2i,j − d̄2i,j

)2
لॽʺʳع ʦȞʴʱال إشارة ʙیʙʴت ʦʱی ʘʽح كاملاً ǼالʽȞʷʱل ʦȞʴʱلل كʱاǼع الأدبॽات في Șّ̋ بʱع مʙروس ʦȞّʴʱال ʧʽانʨق ʧم Ȍʺʻال هʚا إن
الأسي الʱقارȃي الاسʱقʛار Dorfler and Francis (2010) ʗʰوأث معاً. الʛوʨȃتات جʺॽع مʨاقع على Ǽالاعʱʺاد الʛوʨȃتات
Dimarogonas and Johansson اقʛʱح ʧʽح في . أصغȄʛاً صلॼة تʳاور ʨʰʡلʨجॽا أجل ʧم الʺʛجॽّɻة الʴالة جʨار في

الȞʷل: ʧم كʺʨن تاǼع (2010)

Ui,j(p) =

(
d2i,j − d̄2j

)2
d2i,j

ȑتفاد ʧȞʺǽ وȃالʱالي ،ʛفʸال ʨʴن ʧʽتʨȃوʛال ʧʽب الʺʶافة تʶعى عʙʻما اللانهاǽة ʨʴن ʶǽعى الؔʺʨن أن الʱاǼع هʚا ʧم والفائʙة
شʛʳة هي الʳʱاور ʨʰʡلʨجॽا ʗكان حالة في Ȍفق مʹʺʨن Șلʢʺال الاسʱقʛار أن الʱاǼع هʚا في الʺȞʷلة الʛوʨȃتات. ʧʽب الʸʱادم
Ǽالʹʛورة هي الʳʱاور ʨʰʡلʨجॽا لأن ʘʴॼال هʚا في الʳॽʱʻة هʚه ʧم الاسʱفادة ʧȞʺǽ لا وȃالʱالي مغلقة)، مʶارات ȑʨʴǽ لا (بॽان

شʛʳة. ʗʶॽل
Ǽالعلاقة: rj والʛوʨȃت r0 ȑʜ ʛؗʺال الʛوʨȃت ʧʽب كʺʨن تاǼع نعʛّف

Uj(pj) =
(
p2j − d̄2j

)2
=

(
x2j + y2j − d̄2j

)2
Ǽالعلاقة: u Ǽالؔʺʨن ʦȞّʴʱال قانʨن نعʛّف الʺʛجॽّɻة الʺʶافات Șʽقʴت Ǽاتʳاه الʛوʨȃتات دفع ॽɽǼة

uj(p) = −kj∇ (Uj(pj)) = −4kj
(
p2j − d̄2j

)
pj

u(p) =
N∑
j=1

uj(p)
(12 . 3)

تʲقʽل. ʗابʨث ki و ، 2 ʙعॼال ذو R2 [R] الفʹاء على الʺعʛّف الʙʱرّج تاǼع ʨه ∇ ʘʽح
حال في مʛغȃʨة ʛʽغ اسʱقʛار ȋنقا ǽعʢي ʙق كʺʨن تاǼع بʙʱرّج ʦȞّʴʱال اسʙʵʱام فإن Krick et al. (2009) نʱائج ʖʶʴǼ
الʱي الʺʛغȃʨة ʛʽغ الاسʱقʛار ȋنقا 22 . 3 الȞʷل یʨضّح مʻʲى. مʻʲى بʻʽها ॽɾʺا مʳʱاورة روʨȃتات 4 ʧم مʨّȞن الʽȞʷʱل كان

Summers et al. (2009) إلʽها تʨصل
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.Summers et al. (2009) ʖʶʴǼ ʦʤالأع الانʙʴار ʦȞʴʱم في الʺʛغȃʨة ʛʽغ الاسʱقʛار حالات :22 . 3 الȞʷل

و (b) الاسʱقʛار نقʱʢي في معʙومة تʨؔن ʦȞʴʱال إشارات فإن ،(a) في الʺʨضّح الʽȞʷʱل لʺلاحقة ʦȞʴʱʺال هʚا Șʽʰʢت ʙʻع
.(c)

بʙʱرّج ʦȞّʴʱال على كامل ȞʷǼل الاعʱʺاد ʧȞʺǽ لا وȃالʱالي .ʧʽالʺلاحق جʛʽانه مع روʨȃت ȑأ حالة Ǽالفعل هي الʴالة هʚه إن
ʘʽʴǼ كʺʨن بʱاǼع الʙʱرّج ʦȞّʴʱم ʦعʙن سʨف ʥلʚل .ʧʽالʺلاحَق جʛʽانه مع الʽȞʷʱل Șʽقʴʱل للʛʴʱك روʨȃت ȑأ لʙفع كʺʨن تاǼع

الʴॽʴʸة. الʻقʢة ʙیʙʴʱل الʺʳʱانʶة الȄʨʴʱلات ʧم Ǽالاسʱفادة ʥذل الʴالة،و هʚه ȑتفاد ʧȞʺǽ

هʚا ʧȄʨؔت خلال .ʧʽالʺلاحق جʛʽانه تʨضّع ʧع تʨّʸراً Ȟّʷǽل الʛوʨȃت فإن 3 . 3 في اسʱعʛضʻاها الʱي ʙصʛال خʨارزمॽّة ʖʶʴǼ
ॽʀʺة أن إلى الانॼʱاه ʖʳǽ . RG الʺʢلقة للʳʺلة Ǽالॼʶʻة R0 الʳʺلة مʴاور دوران سʛعة وهي Ω ॽʀʺة الʛوʨȃت ʱʻʱʶǽج الʨّʸʱر
أنه هʚا ǽعʻي .u̇0x = Ωu0y, u̇0y = −Ωu0x, ʘʽʴǼ R0 الʺʢʸلʴة الʺʴاور جʺلة تʙʴده اتʳاه Șوف هي الʙوران سʛعة
إن الʺʢلقة. الʳʺلة في دورانه اتʳاه ǽعʛف لا الʛوʨȃت فإن R0 للʳʺلة Ǽالॼʶʻة واتʳاهها الʙوران سʛعة معʛفة ʧم ʦغʛال وعلى
الʺʶافات على بʻاء تʙʴیʙه الʛوʨȃت Ǽاسʢʱاعة ʝॽول Ǽالʺʶافات، الॽʁاسات مʙʴودǽة ʧع ناتج الʙوران اتʳاه في ʧʽʽعʱال عʙم

.RG للʳʺلة Ǽالॼʶʻة R0 الʳʺلة دوران اتʳاه ʙصʛل یلي ॽɾʺا نʶعى .Ȍفق

الʙوʦȁتات نʘʸجة 1 . 6 . 3
ǽقع ʘʽʴǼ ،ʧʽكʛّʴʺǼ ʧʽʱمفعّل الʺʨʴر ʝنف على ʧّ̔ʱلʳع بʨساʡة تʛّʴʱك اللاجانॽّhة الʛوʨȃتات فإن العʺلॽّة الʻاحॽة ʧم
احʙاثॽّات جʺلة Ǽالʛوʨȃت Șفʛن الʛوʨȃت. ʜ ʛؗم C ʧȞॽل .ʧʽʱلʳالع ʧʽب الʺʶافة مʸʱʻف في الʳʴʺي الʛوʨȃت ʜ ʛؗم
ʘʽʴǼ معه وʙȄوران Ǽالʛوʨȃت مʛتʢॼان uRx,uRy ومʨʴرȄها الʛوʨȃت ʜ ʛؗم على Șʰʢʻم C مʙʰؤها RR(C,uRx,uRy)
الʻʺॽى العʳلة تقع الاخॽʱار، هʚا على بʻاء الʻʺॽى. العʳلة Ǽاتʳاه مʨجّه ʖجʨʺال والاتʳاه ʧʽʱلʳالع مʨʴر على x الʺʨʴر Șʰʢʻی

.ʖالʶال Ǽالاتʳاه الʺʶافة ʝنف على واقعة Ȑʛʶॽال العʳلة وتʨؔن الʛوʨȃت. ʜ ʛؗم ʧم δ > 0 ʧؔʱول مʶافة على

: ʚئʙʻع ʨȞǽن جانʰي. ʛʽالغ للʛوʨȃت نʺʨذجاً 23 . 3 یʨضّح

pR/R = δuRx
pL/R = −δuRx

(13 . 3)

الأمامي الʙوʦȁت اتʱاه uRy بـ الʺʺّ̡ل الاتʳاه نʶʺي . RR للʳʺلة Ǽالॼʶʻة ʧʽʱلʳالع مʨضع شعاعي pR/R,pL/R ʘʽح
RR الʳʺلة مʴاور تʱʻج ʘʽʴǼ الʯʽʰة في الʛوʨȃت نʹع ثابʱة، مʴاورها مʢلقة إحʙاثॽّات جʺلة RG(O,uGx,uGy) ʧؔʱل .
الʳʺلة لʺʴاور Ǽالॼʶʻة RR الʳʺلة مʴاور دوران سʛعة ΩR/G ʧؔʱول . RG الʳʺلة لʺʴاور انعȞاس) (دون Ȍفق دوران Șʽʰʢʱب

. RG
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اللاجانʰي الʛوʨȃت نʺʨذج :23 . 3 الȞʷل

الإحʙاثॽّات جʺلة في ʖجʨʺال x الʺʨʴر اتʳاه مع الأمامي الʛوʨȃت اتʳاه ʻʸǽعها الʱي الʜاوȄة ϕ =
(

̂uRy, uGx
) ʧؔʱول

ʛʢق نʸف r ʧȞॽل .ΩR/G = ϕ̇ ǼالȞʷل RG للʳʺلة Ǽالॼʶʻة RR مʴاورالʳʺلة دوران سʛعة ΩR/G نعʛّف الʺʢلقة.
سʛعة تʨؔن ʚئʙʻع انʜلاق، بʙون ان ʛؗʴʱت ʧʽʱلʳالع Ǽفʛض .Ȑʛʶॽوال الʻʺॽى ʧʽʱلʳللع الʜاوȄّة الʛʶعة ωR, ωL ʧؔʱول ،ʧʽʱلʳالع

الʺʢلقة: للʳʺلة Ǽالॼʶʻة ʧʽʱلʳالع ʧم كل ʙʻع الʛوʨȃت
vR/G = ωRruRy vL/G = ωLruRy

عʳلة: كل مʨضع شعاع اسʱقاق ȘȄʛʡ ʧع ʧʽʱلʳالع سʛعة شعاعي اسʱʻʱاج ʧȞʺȄو
vR/G = vC/G + ΩδuRy
vL/G = vC/G − ΩδuRy

(14 . 3)

فإن: V ة ʛؗʱʷʺال Ǽالʛʶعة یʛّʴʱك الʛوʨȃت أن Ǽʺا الʺʢلقة. للʳʺلة Ǽالॼʶʻة الʛوʨȃت ʜ ʛؗم سʛعة vC/G ʘʽح
vC/G = V uRy (15 . 3)

یʱʻج: 14 . 3 ʧʽʱالʺعادل ʳǼʺع ʧؔول

vC/G =
ωR + ωL

2
ruRy (16 . 3)

ʨȞǽن: ʧʽʱالʺعادل وʛʢȃح
ωR − ωL

2δ
r = V (17 . 3)

ومʻه:

ΩR/G = ϕ̇ =
ωR − ωL

2δ
r =

rωR − V

δ
=
V − rωL

δ
(18 . 3)
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الʱي الʺʨʴʱلات ʧم ʙʴǽ ثابʱة ʛʶǼعة الʛّʴʱك على ʙʽالق أن یʱʹح . ωR, ωL ʧم كل ॽʀʺة لʺعʛفة Ω معʛفة Ȟǽفي وȃالʱالي
.Ȍفق ϕ الʜاوȄة إلى بها ʛʽأثʱال الʛوʨȃت ॽʢʱʶǽع

ʛʽʶǽ الʱي (الʛʶعة الʺʢلقة للʳʺلة Ǽالॼʶʻة الʛوʨȃت سʛعة v0 C/G هي سʛعʱه ʧع الʺʙروس للʛوʨȃت الʺʱاحة الʺعلʨمة إن
للʳʺلة Ǽالॼʶʻة سʛعʱه شعاع دوران ʛʶǼعة ʦȞʴʱال للʛوʨȃت ʧȞʺǽ .R0 مʢʸلʴة إحʙاثॽات جʺلة Ǽأشعة مȃʨʱȞة الʛوʨȃت) فʽها
خʨʢتي ʧʽب ʧمʜال Ǽʺعʛفة ʥوذل عʺل خʨʢتي ʧʽب الفʛق ॽʀاس ȘȄʛʡ ʧع v0 C/G دوران سʛعة حʶاب ʻȞʺǽه كʺا ،ω الʺʢلقة
الʳʺلة لأشعة انعȞاس دون دوران ʧع تʱʻج R0 الʳʺلة واحʙة أشعة ʗكان حال في . θ̇0 هي هʚه الʙروان سʛعة ʧؔʱول العʺل،

فإن: الʺʢلقة،
ω = ΩR/G + θ̇0

فإن: وانعȞاس دوران ʧع الʨاحʙة أشعة ʗʳʱن حالة في أما

ω = −ΩR/G + θ̇0

مʶألة حل ʙعǼ ΩR/G وȃʺعʛفة عʺل، خʨʢتي ʧʽب الفʛق حʶاب ȘȄʛʡ ʧع v0 C/G الʷعاع دوران سʛعة Ǽʺعʛفة وȃالʱالي،
ʙوج إذا ॽɾʺا ومعʛفة مʴققة ʧʽʱقǼاʶال ʧʽʱالʺعادل ʧم ȑأ اخॼʱار ʧȞʺॽɾ ω بـ ʦȞʴʱال على قادر الʨȃʛت أن وȃʺا الʛʶعة، ʙرص
مʶاواة مॽɻار ʙʺʱعǽ أن ʖʳǽ ʧʽʱالʺعادل اخॼʱار أن ʥش لا الʺʢلقة. للʳʺلة Ǽالॼʶʻة R0 الʳʺلة مʴاور تʨضع في إنعȞاس
ȞʷǼل مʴققة ʧʽʱالʺعادل ʧم ȑأ ʙیʙʴت فʽها ʧȞʺǽ لا حالات ʛهʤت وȃالʱالي العائʺة. الʻقʢة أخʢاء یʛاعي الʺعادلة ʛʡفي ʧʽب
عʙʻها ʱʴǽʺل الʱي الʴالات هي ما لاحقاً Ȑʛʻوس الʻقʢة، هʚه مʛاعاة ʖʳǽ ʥلʚل تقॼȄʛاً). معʙومة الʙʴود كل حالة مʨثʨق(مʲلاً،

الأشعة. تʨضع في انعȞاس حʙوث

الʱʯʸانʴة الهʹʗسॻّة والȂʦʲʯلات الʱʯʸانʴة الإحʗاثॻّات 2 . 6 . 3
انʴʶاب Șʽʰʢت ʧȞʺǽ ʘʽʴǼ الʷعاॽّɺة الفʹاءات على العʺلॽات بʨʱسॽع تʶʺح رȄاضॽّة حʽلة هي الʺʳʱانʶة الإحʙاثॽات إنّ
Ǽاسʙʵʱام ȑʨʱʶʺال في هʙʻسॽّة تȄʨʴلات ʅȄʛعʱب الʺʳʱانʶة الإحʙاثॽات تʶʺح ʸʺǼفʨفة. الʺʨضع شعاع ʛʹǼب ما نقʢة على
Ȍॽʶॼت في ʙاعʶǽ لا عقǽّʙة Ǽأعʙاد الأشعة تʺʽʲل لأن ʦʶالق هʚا في العادǽّة الإحʙاثॽّات نʱʶعʺل الʶʴابॽّة. العʺلॽات ʶǽهّل ʜʽمʛت

شعاع. للʺʢʸلح مȞافئ ʨوه R2 ʧم ʛʸʻع ȑأ على للʙلالة نقʢة مʢʸلح نʱʶعʺل یلي ॽɾʺا الʶʴابॽة. العʺلॽّات
الʺʺّ̡ل f : R2 → R2 الʢʵي الȄʨʴʱل ʧȞॽول ، v = (x, y)T ,u = (a, b)T ʘʽح v,u ∈ R2 ʧʽعاعʷال ʧȞॽل

: ʨه الʺʳʱانʶة Ǽالإحʙاثॽات A و v,u ʧم كل تʺʽʲل ʨȞǽن ʚئʙʻع ، A =

[
a11 a12
a21 a22

]
∈ M [R2] Ǽالʺʸفʨفة

v =

xy
1

 u =

ab
1

 A =

a11 a12 0
a21 a22 0
0 0 1


لأن (الإقلǽّʙʽة) الʺʶافات على Ȏافʴت الʺʳʱانʶة الإحʙاثॽّات أن Ȏنلاح√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (1− 1)2

الʺعʛّفة M Ǽالʺʸفʨفة v الʷعاع ضʛب ȘȄʛʡ ʧع w = Av + u الʺقʙار حʶاب الʺʳʱانʶة الإحʙاثॽّات Ǽاسʙʵʱام ʧȞʺǽ
ǼالȞʷل:

M =

a11 a12 a
a21 a22 b
0 0 1

 (19 . 3)
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في الʺʱاحة الهʙʻسॽّة الȄʨʴʱلات ʧم ʦأع حالة وهي خॽّʢا. وتȄʨʴلاً انʴʶاǼاً ʧʺʹʱی هʙʻسॽاً تȄʨʴلاً تʺّ̡ل M الʺʸفʨفة إن
الȄʨʴʱلات مʨʺʳعة HM [R2] وتʨؔن مʱʯانʴاً. هʹʗسॻّاً تȂʦʲلاً 19 . 3 الȞʷل ʧم ʸʺǼفʨفة الʺعʛّف الȄʨʴʱل ʨعʙن .ȑʨʱʶʺال
أعʺʙتها لأن الأساس مʶفʦفة A الʺʸفʨفة ʨعʙون الانʲʴاب شعاع u الʷعاع ʨعʙن . R2 الفʹاء على الʺʳʱانʶة الهʙʻسॽّة
تʺّ̡ل مʨʴʱلات، 6 ʧʽʽتع ʖلʢʱی ʝانʳʱم هʙʻسي تȄʨʴل ȑأ ʧʽʽتع أن ʥش لا انʴʶاب. بʙون القانʨني الأساس أشعة صʨر هي
ʝانʳʱم هʙʻسي تȄʨʴل ʧʽʽعʱب تʶʺح علاقة لاسʱʻʱاج یلي ॽɾʺا نʶعى الانʴʶاب. وشعاع الأساس مʸفʨفة الʺʨʴʱلات هʚه

واحʙة. اسʱقامة على ȋقاʻال مفهʨم ʅȄʛعʱب نʙʰأ الȄʨʴʱل. هʚا Șوف ȋنقا ثلاثة صʨر معʛفة ʧم انʢلاقاً مʳهʨل

واحʙة اسʱقامة على الʨاقعة ȋقاʻال :(25)ʃȂʙتع
إذا Ȍوفق إذا واحʙة اسʱقامة على تقع أنها p1, p2, p3 ∈ R2 ȋقاʻال ʧع ∣∣∣∣∣∣نقʨل

x1 x2 x3
y1 y2 y3
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 0

واحʙة. اسʱقامة على ʗʶॽل أنها عʻها نقʨل وȂلا

واحʙة. اسʱقامة على الʲلاثة ȋقاʻال تقع لؔي كافٍ ȋʛش p1, p2, p3 ȋقاʻال ʧم ʧʽʱʢنق ȑأ ȑاوʶت أن الʙʰیهي ʧم
واحʙة. اسʱقامة على تقع لا ȋنقا ثلاثة صʨر Ǽʺعʛفة مʳهʨل ʝانʳʱم هʙʻسي تȄʨʴل ʧʽʽتع كॽɿॽة الʱالॽة الʺʛʰهʻة ʧʽّhت
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مʙʮهʹة(8):

ʘʽʴǼ واحʗة اسʯقامة على ʕʴॻل p̂1, p̂2, p̂3 ∈ R2 ȋقاʻال ʧؔʱول ، مʳهʨلاً مʳʱانʶاً هʙʻسॽاً تȄʨʴلاً M ʧȞॽل
ǽعʢى ʚئʙʻع .p̂ = (x̂i, x̂i) ʘʽʴǼ M Șوف p̂1, p̂2, p̂3 ȋقاʻال صʨر p1, p2, p3 Ȍقʻال ʧؔʱول . pi = (xi, yi)

T

Ǽالعلاقة: M الȄʨʴʱل

M =

x1 x2 x3
y1 y2 y3
1 1 1

x̂1 x̂2 x̂3
ŷ1 ŷ2 ŷ3
1 1 1

−1

الʛʰهان:
فإن: M الȄʨʴʱل ʖʶʴǼ ʖʱؔنa1,1 a1,2 a

a2,1 a2,2 b
0 0 1

x̂1 x̂2 x̂3
ŷ1 ŷ2 ŷ3
1 1 1


︸ ︷︷ ︸

Q̂

=

x1 x2 x3
y1 y2 y3
1 1 1


︸ ︷︷ ︸

Q

أن: الفʛض ʖʶʴǼ الʨاضح ʧم

det Q̂ =

∣∣∣∣∣∣
x̂1 x̂2 x̂3
ŷ1 ŷ2 ŷ3
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ ̸= 0

الʺʸفʨفة Ǽʺقلʨب Ǽالʹʛب نॼʶʴه وحʙʽاً حلاًّ الʶاǼقة الʺعادلات جʺلة تقʰل وȃالʱالي واحʙة، اسʱقامة على ʗʶॽل ȋقاʻال لأن
فʱʻʽج: ʧʽʺॽال ʧم Q

M = QQ̂−1

الʺʢلʨب. ʨوه
أن: ʙʳن Q̂ الʺʸفʨفة مقلʨب ʶʴǼاب

Q̂−1 =
1

x̂1(ŷ2 − ŷ3) + x̂2(ŷ3 − ŷ1) + x̂3(ŷ1 − ŷ2)

ŷ2 − ŷ3 x̂3 − x̂2 x̂2ŷ3 − x̂3ŷ2
ŷ3 − ŷ1 x̂1 − x̂3 x̂3ŷ1 − x̂1ŷ3
ŷ1 − ŷ2 x̂2 − x̂1 x̂1ŷ2 − x̂2ŷ1


أثʻاء Ȅʨʡلاً وقʱاً الʺقلʨب حʶاب ʱʶǽغʛق ʧل وȃالʱالي ʶǼهʨلة، حʶابها ʧȞʺǽ ʢॽʶǼة خॽʢّة حʙود ʧم مʨّȞن الʺقلʨب أن Ȏنلاح

.ʚʽفʻʱال
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الʺʶافات على Ȏافʴʺال ʝانʳʱʺال الهʙʻسي الȄʨʴʱل مʙʮهʹة(9):
:ʧʽʱʯؔافʱم ʧّ̔ʱʽالʱال ʧʽʱّ̔ʹالق تʨؔن مʳʱانʶاً، هʙʻسॽاً تȄʨʴلاً M ʧȞॽل

∀v1,v2 ∈ R2 : ∥v1 − v2∥ = ∥Mv1 − Mv2∥ .1
مʱعامʙة. مʸفʨفة هي M الȄʨʴʱل أساس مʸفʨفة .2

الʛʰهان:

∥Mv1 − Mv2∥2 = ∥Av1 + u − Av2 − u∥2

= ∥Av1 − Av2∥2

= (Av1 − Av2)
T (Av1 − Av2)

= (v1 − v2)
T ATA (v1 − v2)

فإن: مʱعامʙة A الأساس مʸفʨفة ʗكان إذا Ȍوفق وȂذا
∥Mv1 − Mv2∥ = ∥v1 − v2∥

الʺʢلʨب. ʨوه
أو هʙʻسॽّاً تȄʨʴلاً الȄʨʴʱل كان مʱعامʙةً، مʸفʨفةً ʝانʳʱʺال الهʙʻسي الȄʨʴʱل أساس مʸفʨفة ʗكان حال في أنه الانॼʱاه ʙʳǽر

انعȞاسॽّاً. هʙʻسॽّاً تȄʨʴلاً

الʱʯʸانʴة الهʹʗسॻّة ǺالȂʦʲʯلات الʸلاحقة الʹقʠة ʗیʗʲت 3 . 6 . 3
إلى الʺʛجॽّɻة ʦاضعهʨم ʧم ʧʽالʺلاحق الʛʽʳان ʨّʴǽل ȑʚال ʝانʳʱʺال الهʙʻسي الȄʨʴʱل إʳǽاد على الʺلاحقة خʨارزمॽّة تقʨم
الʺʨضع صʨرة تʨؔن الȄʨʴʱل. هʚا Șوف الʺʙʰأ) ȑأ) الʺʛجعي ȑʜ ʛؗʺال الʛوʨȃت مʨضع صʨرة حʶاب ʦث الʺʛصʨدة. ʦاضعهʨم
الهʙʻسي الȄʨʴʱل نʱʻʱʶج الʺʢلʨب. الʽȞʷʱل Șوف جʛʽانه مع یʛّʴʱك لؔي ملاحقʱها ȑʜ ʛؗʺال الʛوʨȃت على ʖʳǽ الʱي الʻقʢة هي
p̂1, p̂2, p̂3 Ǽفʛض . 2 . 6 . 3 في وشʛحʻا Șʰس كʺا الʺʛصʨدة الʺʨاضع إلى الʺʛجॽّɻة الʛوʨȃتات مʨاضع ʨّʴǽل ȑʚال ʝانʳʱʺال
ʅȄʛعʱال على فʻʰاء الʺلاحقة، للʛوʨȃتات الʺʛصʨدة الʺʨاضع p1, p2, p3 وȃفʛض الʺلاحقة، للʛوʨȃتات الʺʛجॽّɻة الʺʨاضع

Ǽالعلاقة: الʸلاحَقة الʹقʠة تعʢى ،Șابʶال

(20 . 3)

r =
1

x̂1(ŷ2 − ŷ3) + x̂2(ŷ3 − ŷ1) + x̂3(ŷ1 − ŷ2)

[
x1 x2 x3
y1 y2 y3

]ŷ2 − ŷ3 x̂3 − x̂2 x̂2ŷ3 − x̂3ŷ2
ŷ3 − ŷ1 x̂1 − x̂3 x̂3ŷ1 − x̂1ŷ3
ŷ1 − ŷ2 x̂2 − x̂1 x̂1ŷ2 − x̂2ŷ1

00
1


=

1

x̂1(ŷ2 − ŷ3) + x̂2(ŷ3 − ŷ1) + x̂3(ŷ1 − ŷ2)

[
x1 x2 x3
y1 y2 y3

]x̂2ŷ3 − x̂3ŷ2
x̂3ŷ1 − x̂1ŷ3
x̂1ŷ2 − x̂2ŷ1



مʰال(10):
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ʝॽʽتق بʙون ʝانʳʱم بȄʨʴʱل ملاحقة لʻقʢة مʲال :24 . 3 الȞʷل

الʱالي: ǼالȞʷل معʢاة الʺلاحقة للʛوʨȃتات الʺʛجॽّɻة الʺʨاضع ʧؔʱل

p̂1 = (1, 0) p̂2 = (0, 1) p̂3 = (−1, 1)

الʺʛصʨدة: الʺʨاضع ʧؔʱول
p1 = (2, 0) p2 = (3, 1) p3 = (3, 2)

الʺلاحقة: الʻقʢة تʨؔن ʚئʙʻع

r =
1

1 · (1− 1) + 0 · (1− 0) + (−1) · (0− 1)

[
2 3 3
0 1 2

]0 · 1− (−1) · 1
(−1) · 0− 1 · 1
1 · 1− 0 · 0


=

[
2 3 3
0 1 2

] 1
−1
1


=

[
2
1

]
. 24 . 3 الȞʷل في مʨضّح الʺʲال هʚا إن

مʰال(11):
الʱالي: ǼالȞʷل معʢاة الʺلاحقة للʛوʨȃتات الʺʛجॽّɻة الʺʨاضع ʧؔʱل

p̂1 = (1, 0) p̂2 = (1, 1) p̂3 = (0, 1)
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ʝॽʽتق مع ʝانʳʱم بȄʨʴʱل ملاحقة لʻقʢة مʲال :25 . 3 الȞʷل

الʺʛصʨدة: الʺʨاضع ʧؔʱول

p1 = (0, 2) p2 = (−2, 2) p3 = (−2, 1)

الʺلاحقة: الʻقʢة تʨؔن ʚئʙʻع

r =
1

1 · (1− 0) + 1 · (1− 0) + 0 · (0− 1)

[
0 −2 −2
2 2 1

]0 · 1− 0 · 1
0 · 0− 1 · 1
1 · 1− 1 · 0


=

[
0 −2 −2
2 2 1

] 1
−1
1


=

[
0
1

]
. 25 . 3 الȞʷل في مʨضّح الʺʲال هʚا إن

الȄʨʴʱل كان حالة في الʺȞʷلة هʚه تʳʱلّى الʽȞʷʱل. Șʽقʴʱل الʺʳʱانʶة الȄʨʴʱلات اسʙʵʱام في مȞʷلة ʛʽالأخ الʺʲال ʧم ʛهʤت
ʛقʱʶȄو الʺلاحقة الʻقʢة إلى الʛوʨȃت ʶǽعى الʴالة هʚه ففي تقʶॽʽاً، ʧّ̋ʹʱی الʺʛصʨدة الʺʨاضع إلى الʺʛجॽّɻة الʺʨاضع ʧم

الؔʺʨن. تʙرّج ʦȞّʴʱʺǼ الʵاصة ʦȞّʴʱال إشارة ʧم الاسʱفادة إلى ʙʺنع ʥلʚل الʽȞʷʱل. Șقʴʱی ʦل ʨل حʱى فʽها

الʻȜʵʯل ملاحقة 4 . 6 . 3
الʺʙʴدة الʺʱʶهʙفة الʻقʢة بلʨغ أجل ʧم الʛʴʱك مʶألة .ʧʽʱʽعʛف ʧʽʱألʶم ʧم ॼة ʛؗم ʘʴॼال هʚا في الʽȞʷʱل ملاحقة مʶألة إن
Șوف له الʺʳاورة والʛوʨȃتات الʺʙروس الʛوʨȃت ʧʽب مʛجॽɻة مʶافات Șʽقʴت أجل ʧم الʛʴʱك ومʶألة الʺʳʱانʶة، ǼالȄʨʴʱلات
لʨʱاǼع ʦʤالأع الانʙʴار ʦȞʴʱم ʨه الʺʙʵʱʶم ʦȞʴʱʺال فإن الʺʛجॽɻة، الʺʶافات Șʽقʴت مʶألة ʟʵǽ ॽɾʺا الʳʱاور. ʨʰʡلʨجॽا
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ʧؔول .Dimarogonas and Johansson (2010) و Dorfler and Francis (2010) في Șʺعʱب الʺʙروس الؔʺʨن
ॽɾه ʧʽʰت .ʦȞʴʱʺال لهʚا الʺʱʶهʙف) الʽȞʷʱل Șقʴت (لا مʛغȃʨة ʛʽغ اسʱقʛار ȋنقا وجʨد ʗʰأث Krick et al. (2009)
الʛوʨȃتات هʚه ʙأح وʶȄعى بʻʽها، ॽɾʺا مʳʱاورة روʨȃتات أرȃع ʧم الʺʨȞنة الॽȞʷʱلات في تʱʻج الاسʱقʛار ȋنقا أن ʘʴॼال ʥذل
ॼɺارة تʽȞʷل ملاحقة حالة مʛغȃʨة ʛʽغ اسʱقʛار حالة على كʺʲال أعʢي الʲلاثة. جʛʽانه مع مʛجॽɻة مʶافات Șʽقʴʱل للʛʴʱك
فإن الʺʽʢʱʶل، هʚا في ʧȄاورʳʱم ʧʽرأس على ǽقعان ʧʽتʨȃرو ʧʽب بʙلʻا إذا رؤوسه. على الأرȃعة الʛوʨȃتات تقع مʽʢʱʶل ʧع
الʺʛغʨب. الʽȞʷʱل ʧع مʱʵلف الʽȞʷʱل أن ʧم ʦغʛال على اسʱقʛار وضع في ʨȞǽن سʨف الʽȞʷʱل لʺلاحقة الʺʛʴʱك الʛوʨȃت
ʖغلʱال على وقادر الʺʱʶهʙف الʽȞʷʱل یʛاعي ʛآخ ʦȞʴʱم مع ʦȞʴʱʺال هʚا ʧʽʳته إلى ʘʴॼال هʚا في عʺʙنا ،ʖʰʶال ولهʚا
مʨضعي ʧʽب الʙʰʱیل ʙʻع تʱʵلف الʺʳʱانʶة ǼالȄʨʴʱلات الʺʳʱʻʱʶة الʺʱʶهʙفة الʻقʢة إن الʺʛغȃʨة. ʛʽغ الاسʱقʛار وضॽɻة على
الʺʛغȃʨة. ʛʽغ الاسʱقʛار حالة ʧم ǽعاني ʧل الʺʱʶهʙفة الʻقʢة Șلاحǽ ʦȞʴʱم ȑأ فإن وȃالʱالي الʺʽʢʱʶل، الʽȞʷʱل في ʧʽتʨȃرو
ȑʨʱʶʺال في روʨȃت لʙیʻا ʧȞॽل الʳانॽʰة. ʛʽغ للʛوʨȃتات ʸاً ّy ʵم Zambelli et al. (2013) في مقʛʱحاً مȞʴʱʺاً اخʛʱنا
للʛوʨȃت ॽّة ʛؗʴال الʺعادلات تعʢى . x الʺʨʴر مع θ قʙرها زاوȄة ʻʸǽع Ǽاتʳاه ومʨجّهاً (x, y) الʻقʢة في ʙعॼال ثʻائي

Ǽالʺعادلات:

ẋ = v cos θ
ẏ = v sin θ
θ̇ = ω

(21 . 3)

یʙفع .v ʛʶǼعʱه ʦȞʴʱال إلى إضافة دورانه سʛعة ω بـ ʦȞʴʱال على قادر الʛوʨȃت أن نفʛʱض الʛوʨȃت. ʛʽس سʛعة v ʘʽح
ʦȞʴʱʺال ǽعʢي .x الʺʨʴر Ǽاتʳاه الʺʙʰا في الʛوʨȃت یʨʱجه ʘʽʴǼ (0, 0) الʺʙʰأ إلى الʛʴʱك Ǽاتʳاه الʛوʨȃت الʺʱʶعʺل ʦȞʴʱʺال

:ȘȄʛʡ ʧع ʖʶʴت ʛʽʶال وسʛعة الʙوران ʛʶǼعة ʦȞʴت إشارات الʺʱʶعʺل

v = k1r cos γ

ω = k2γ +
sin γ cos γ

γ
(γ + k3δ)

(22 . 3)

مع (x, y) الʛوʨȃت مʨضع شعاع ʻʸǽعها الʱي الʜاوȄة هي δ و k1 > 0, k2 > 0, k3 > 0, r =
√
x2 + y2 ʘʽح

یʱʹح الʶاǼقة. الʜواǽا ʧم كل 26 . 3 الȞʷل یʨضح الʺʙʰأ. إلى الʛوʨȃت تʛʴك اتʳاه ʧم الʺقاسة الʜاوȄة هي γ و x الʺʨʴر
.ʧʽʱفʛّمع ʛʽغ δ و γ ʧʽʱȄاوʜال فإن الʺʙʰأ، في الʛوʨȃت كان حال في أنه

ʝॽل ʻʲʴǼا، في ʧؔول الʺʙʰأ، إلى ʸǽل عʙʻما x الʺʨʴر Ǽاتʳاه للʨʱجه الʛوʨȃت بʙفع ǽعʻى w معادلة ʧم δ ȑʨʴǽ ȑʚال ʙʴال إن
الȞʷل: إلى ʦȞʴʱال قانʨن Ȍॽʶॼت ʧȞʺǽ ʥلʚل الʽȞʷʱل، في الʺلاحقة الʻقʢة إلى وصʨله ʙʻع الʛوʨȃت تʨجه ʙیʙʴʱل حاجة هʻاك

v = k1r cos γ
ω = k2γ + k1 cos γ sin γ

(23 . 3)

ʦȞʴʱʺال هʚا اسʱقʛار بʛهان ʶǼهʨلة ʧȞʺǽ الʺʙʰأ. بلʨغ ʙعǼ تʨجه ʧʽʽتع دون الʺʙʰأ Ǽاتʳاه الʛوʨȃت الʺعʙّل ʦȞʴʱʺال یʙفع وȃالʱالي
الȞʷل: ʧم Lyaponov تاǼع نʱʵار . Lyaponov ȄʛʢǼقة ʧع

V =
1

2
(r2 + γ2)
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θ, γ, δ الʜواǽا :26 . 3 الȞʷل

: أن اسʱʻʱاج ʶǼهʨلة ʧȞʺǽ وهʙʻسॽّاً، ،V ≥ 0 ʨȞǽن مʙʴود. γ و r ʧم كل أن نفʛʱض ʘʽح

ṙ = −v cos γ

γ̇ =
v

r
sin γ − ω

ʨȞǽن: Ǽالʱالي و

V̇ = rṙ + γγ̇

= −rv cos γ + γ(
v

r
sin γ − ω)

= −k1r2 cos2 γ + γ((((((((k1 cos γ sin γ − k2γ −(((((((k1 cos γ sin γ)
= −k1r2 cos2 γ − k2γ

2 ≤ 0

(24 . 3)

. Lyapunov ʖʶʴǼ ʛقʱʶم الʤʻام فإن سالॼاً معʛّفاً ʧمʜلل Ǽالॼʶʻة Șʱʷʺال كʨن ʧم وانʢلاقاً
الʳانॽʰة للʛوʨȃتات ʧȞʺǽ الʱي الإشارات فعلاً هي v, ω ʦȞʴʱال إشارات فإن ناحॽة ʧʺف الʺʙروسة، للʴالة ʖاسʻم ʦȞʴʱʺال هʚا إن
الʺʙروس. للʛوʨȃت الʺʱاحة الʺعلʨمات ʧم انʢلاقاً سهل γ و r ʧم كل ॽʀاس فإن ،Ȑʛأخ ناحॽة ʧوم بها. ʦȞʴʱال الʺʚʺʻجة
ʖʳǽ ʧؔول .R0 الʺʢʸلʴة الإحʙاثॽات لʳʺلة Ǽالॼʶʻة الʛوʨȃت سʛعة وشعاع الʺلاحقة الʻقʢة هي الʺʱاحة الʺعلʨمات أن إذ
فإنه ،ʙیʙʴʱالȃو العʺلي. Șʽʰʢʱال أثʻاء ʥذل مʛاعاة ʖʳǽ وعلॽه ،r = 0 حالة في معʛّف ʛʽغ ʦȞʴʱال قانʨن أن إلى الانॼʱاه
كأخʢاء ʝȞعʻت سʨف الʺʱʶهʙفة الʻقʢة حʶاب في الʢॽʶॼة الʶʴابॽة الأخʢاء فإن الʺʱʶهʙفة، الʻقʢة ʧم الʛوʨȃت اقʛʱاب ʙʻع

.γ الʜاوȄة حʶاب في كʛʽʰة
ʧؔول الʛوʨȃت، سʛعة شعاع هي ʦȞʴت إشارة ǽعʢي ʦʶالق هʚا مقʙمة في واسʱعʛضʻاه Șʰس ȑʚال ʦʤالأع Ǽالانʙʴار ʦȞʴʱʺال
ʦȞʴʱم ʧع الʻاتج الʛʶعة شعاع لʺلاحقة ʦȞʴʱم إضافة ʖʳǽ ʥلʚل .ʛاشॼم ȞʷǼل سʛعʱه ʷǼعاع ʦȞʴʱال على قادر ʛʽغ الʛوʨȃت
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أما للʜاوȄة، Ǽالॼʶʻة الأولى الʙرجة ʧم مȞامل ʧم مʨȞن ȌॽʶǼ بʤʻام ʦȞʴʱال مʶألة هي الʷعاع هʚا ملاحقة .ʦʤالأع الانʙʴار
مॼاشʛة. بها ʦȞʴʱال ʧȞʺॽɾ للȄʨʢلة Ǽالॼʶʻة

الʻقʢة و ʦʤالأع الانʙʴار مȞʴʱʺي ʧم مʻفʸل ȞʷǼل الʛوʨȃت ʛʽس وسʛعة الʜاوȄة Ǽالʛʶعة ʦȞʴʱال إشارتي على الʨʸʴل ʙعǼ
ʦȞʴʱم في ʧʽʽعʱال عʙم حالة على ʖغلʱلل الʺʲقل الʨسʢي هʚا نʱʶغل مʲقل. وسʢي ʙأخ ȘȄʛʡ ʧع الإشارات نʙمج الʺʱʶهʙفة،
ʦȞʴʱال إشارة ثقل زȄادة ʖʳॽɾ ،ʝȞالعȃو صغʛʽة. r تʨؔن عʙʻما عʻه الʻاتʳة ʦȞʴʱال إشارة ʅॽɿʵت ȘȄʛʡ ʧع الʺʱʶهʙفة، الʻقʢة
حالات ȑتفاد ʨوه ʦȞʴʱʺال ʥذل ʧم الغʛض Șʽقʴʱل كافٍ ȞʷǼل كʛʽʰة r تʨؔن عʙʻما الʺʱʶهʙفة الʻقʢة ʦȞʴʱم ʧع الʻاتʳة

.ʦʤالأع الانʙʴار ʦȞʴʱم في الʺʛغȃʨة ʛʽغ الاسʱقʛار



الʲʸاكاة نʯائج

الفʸل

4

في الإفʛʱاضॽّة الʛوʨȃتات لʛʰمʳة Lua لغة ʙʵʱʶǽم بʛنامج ʨوه V-REP، بʛنامج على الʨʵارزمॽة لعʺل مʴاكاة ʗȄʛأج
الʛʰنامج یॽʱح .ʙعॼال ثʻائي ȑʨʱʶم أنها وؗ الʛوʨȃتات ʧم مʨʺʳعة علʽها تʛʴʱك أرضاً ʧʺʹʱت بʯʽة الʺʴاكاة ʧʺʹʱت الʺʴاكاة.
روʨȃت لأنه e-puck روʨȃت اسʙʵُɦم الʛوʨȃتات. نʺʚجة ʧزم ʛʽفʨʱول الʺʛّʳب مهʺة لʶʱهʽل شهʛʽة لʛوʨȃتات نʺاذج اسʙʵʱام
ʧم الهʙف لأن الʨʺʻذج دقة أو صʴة على ʜ ّؗʛن ʦل ʧؔول العلʺॽّة، الأʴǼاث في ʛʲȞǼة ومʙʵʱʶم الʺʙʸر مفʨʱح جانʰي ʛʽغ

الʽȞʷʱل. وملاحقة الʛʽʳان سʛعات ʙورص الʨʳار ʙرص في الʨʵارزمॽة عʺل اخॼʱار ʨه الʺʴاكاة
هʚه تʸʴل الʺʴاكاة. في روʨȃت لؔل ȑارʛؔت ȞʷǼل تʻفʚʽه ʦʱی بʛمʳي بʛمّاز الʺʴاكاة هʚه في الʺʛʰʱʵة الʨʵارزمॽة تʱʺّ̡ل
ʧȞʺǽ الʺʴاكاة. في الॽɿॽʣʨة الأقʶام ʧʽب للفʸل مʛاعاة بها الʵاص الʛمّاز ʧع مʱʶقل جʜء ʧم القʛاءات على الʨʵارزمॽّة
ʛʰʱʵǽ وجʜء الʛʶعات، ʙرص خʨارزمॽّة ʛʰʱʵǽ وجʜء الʨʳار، ʙرص خʨارزمॽة ʛʰʱʵǽ جʜء أجʜاء، ثلاثة إلى الʺʴاكاة ʦʶنق أن
.ʘʴॼال هʚا في إنʳازه ʦت ما أول لأنها ʥوذل V-REP، بʛنامج على كʙʰاǽة الʨʳار ʙرص خʨارزمॽة اخॼʱار ʦت كاملةً. الʨʵارزمॽة
مʛجعاً نعʛʰʱها دॽʀقة عʙدǽّة حلʨل على للʨʸʴل للʴاجة نʛʤاً Mathematica بʛنامج على الʛʶعة ʙرص خʨارزمॽة اخॼʱار ʦت
ʧم مʨّȞن مʛغʨب تʽȞʷل ملاحقة في كامل ȞʷǼل الʨʵارزمॽة عʺل اخॼʱار ʦت ,وأخʛʽاً، الʺقʛʱحة. الʨʵارزمॽة نʱائج مع للʺقارنة

حʙا. على جʜء كل مʴاكاة عʺلॽة ʛʽس الʱالॽة الأقʶام ʧʺʹʱت روʨȃتات. 4

الʦʱار ʗرص خʦارزمॻة 1 . 4
للʛوʨȃت Ǽالॼʶʻة الʛʽʳان تʨضّع واسʱʻʱاج الʶʴاسات ʧم الʨاردة الʺʶافات ॽʀاسات تʽʸʴل على الʨʳار ʙرص خʨارزمॽة تعʺل
الʛʰمʳي الʛمّاز لفʸل تʛؔار. كل في بها الॽʁام الʛوʨȃت على ʖʳǽ خʨʢة أول وهي مʢʸلʴة. مʴاور جʺلة Șوف ȑʜ ʛؗʺال
الʯʽʰة أعلى مʨضʨعة كامʛʽاً عʺل ǽعʺل خاص بʛمʳي رمّاز كʱاǼة ʦت Ǽالʺعاجلة، الʵاص الʛمّاز ʧع الॽʁاسات بʽʸʴʱل الʵاص
الʱي الʢॽʶॼة الʴالة اخʛʰُɦت بʙاǽة Ǽه. الʵاصة الॽʁاسات روʨȃت لؔل وʛȄُسل الʛوʨȃتات، ʧع الʺعلʨمات كافة ʙرص على قادرة
معʙومة ʛʽغ ثابʱة ʛʶǼعة الʛّʴʱك جʺॽعها الʛوʨȃتات على یॼʻغي لأنه عʺلॽّاً مʽʴʱʶلة حالة انها علʺاً ،ʧʽʱثاب الʛʽʳان فʽها ʨȞǽن
ʙأكʱن أن ʧȞʺǽ ،Ȍفق مʶافات ॽʀاسات على ʙʺʱوتع الʛʶع ʙصʛت لا الʨʳار ʙرص خʨارزمॽّة أن Ǽʺلاحʤة ة. ʛؗʱʷʺال الʛʶعة وهي

72
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الʨʳار ʙرص خʨارزمॽة مʴاكاة نʱائج :1 . 4 الȞʷل

الʺʴاكاة. نʱائج على ʛثʕی لا العʺلاء ثॼات أن
كʺا الʨʱزّع ʛهʤǽ الʶॽار، إلى الʨʳار. ʙرص خʨارزمॽّة ʧع نʱج ʺا وؗ الʨاقع في ȑʜ ʛؗʺال الʛوʨȃت تʨضّع 3 . 4 الȞʷل یʨضّح
إذ جʨاره. ʧع الʛوʨȃت كʨّنه ȑʚال ʨر ّy ʱال الȞʷل في ʛهʤǽ ،ʧʽʺॽال إلى الʨاقॽɻة. الʴالة ʧع ʛّhعǽ ʨوه خارجي ʖاقʛʺل یʙʰو
الʺʸʱʻف، في الʨʵارزمॽة. هʚه في الʺʙʵʱʶم الاصʢلاح ʨوه x الʺʨʴر على الʛʽʳان مʨاضع ʙأح انॼʢاق بʨضʨح ʛهʤǽ
ȞʷǼل یʙʰو الʶॽار. إلى الʨاقॽɻة الʴالة ʧʽȃو بʻʽها الʺقارنة ʧȞʺǽ ʘʽʴǼ ʖاسʻم دوران مع الʨʳار ʙرص خʨارزمॽّة نʳॽʱة ʛهʤت

الʴالة. هʚه في صॽʴح ȞʷǼل الʨʳار ʙرص على قادرة الʨʵارزمॽة أن واضح

الʙʴعة ʗرص خʦارزمॻة 2 . 4
بʛʰنامج مʨلʙّة عʨʷائॽة عʻʽات ʧم انʢلاقاً V-REP بʛنامج على ʢॽʶǼة مʴاكاة إجʛاء ʦت الʛʶعة ʙرص خʨارزمॽة لاخॼʱار
العʻʽة نقل ʙعȃو مʻها. لؔل عʨʷائॽة سʛعة ʙʽلʨʱل إضافة الأرȃعة للʛوʨȃتات عʨʷائॽة مʨاضع ʙʽلʨت ʦت ʘʽح Mathematica.
هʚا في . V-REP بʛنامج على الʛʶعة ʙرص خʨارزمॽة تʷغʽل ʦت یʙوȄّاً، V-REP بʛنامج إلى Mathematica بʛنامج ʧم
على بʻاء تعʙیلها ʦوت العʻʽات ʧم ʙیʙالع على الʨʵارزمॽة اخॼʱار ʦت أنه ʦالعل مع واحʙة، Ǽعʻّ̔ة الʺʱعلقة الʱʻائج نʨضّح سʨف ʦʶالق
ʣهʨر نʳॽʱة الʶاǼقة العʺل خʨʢة في للʴل الأقʛب الʴل واخॽʱار ʧتʨʽن ȄʛʢǼقة الʴل قʨʰل مॽɻار ʙʺʱاع فʺʲلاً، الاخॼʱارات. هʚه
Ǽالॼʶʻة الʺʙروس الʛوʨȃت سʛعة شعاع ،ʧʽʱʻاث ʧʽʱʺॽʁǼ فʽها ʦʱنه عʻʽة ʙʽلʨت ʦت الʺʛʰʱʵة. العʻʽات ʠعǼ في ʙصʛال في مʷاكل
الʺʢلقة الʳʺلة لʺʴاور Ǽالॼʶʻة R0 الʳʺلة مʴاور دوران وسʛعة ،vactual وسʙʻعʨه R0 الʳʺلة Ǽأشعة مȃʨʱȞاً الʺʢلقة للʳʺلة
actual = (−0.303639,−2.81513)×10−1 m.s−1,Ωactual = ʧȄارʙالʺق ʧیʚه ॽʀʺه ʗكان .Ωactual وسʙʻعʨها
الʺʙروس للʛوʨȃت Ǽالॼʶʻة الأول الʳار سʛعة حʶاب ȘȄʛʡ ʧع Ωactual ॽʀʺة حʶاب ʦت ʘʽح ،9.153× 10−2 rad.s−1

الȞʷل یʨضّح والأول. الʺʙروس ʧʽتʨȃوʛال ʧʽب الʺʶافة Ǽʺعʛفة الʙوران سʛعة وحʶاب y الʺʨʴر على الʛʶعة هʚه Ȍقʶم ʚوأخ
للʨʸʴل ʖاسʻم دوران إجʛاء ʙعǼ والʛʶعات الʺʨاضع 4 . 2ب الȞʷل یʨضّح ʧʽح في الʺʢلقة. الʳʺلة في الʛوʨȃتات تʨزع 4 . 2ا
الʛʺʴاء ʦالأسه وتʨضّح الʺʢلقة، الʳʺلة في هي كʺا الʛʶعات الʨʶداء ʦالأسه تʨضّح الʛوʨȃت. یʛصʙه كʺا الʨʱزّع على
الʱي R0 الʺʢʸلʴة الʳʺلة كʨن الʺʙروس الʛوʨȃت سʛعة ʧع ʛّhعǽ ʦسه ʙجʨی لا أنه Ȏنلاح الʛوʨȃت. یʛصʙها كʺا الʛʶعات
،x الأفقي الʺʨʴر على مॼʢʻقة الأول الʳار سʛعة أن أǽʹاً Ȏنلاح الʺʙروس. Ǽالʛوʨȃت مʛتʢॼة جʺلة هي ʙصʛال فʽها ʦʱی
ʅȄʛتع اصʢلʻʴا كʺا ʥوذل الʺʙʰأ، ʧم اعॼʱاراً ʖجʨʺال Ǽالاتʳاه x الʺʨʴر على الʺʨʱضّع الʛوʨȃت Ǽأنه الأول الʳار ʜّ̔ʺن ʘʽح
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R0 الʳʺلة في الʺʙروسة العʻʽة روʨȃتات تʨزّع الʺʨʺʳعة (ب) الʺʢلقة الʳʺلة في الʺʙروسة العʻʽة روʨȃتات تʨزع (ا)

.R0 الʳʺلة
ʙرص ʦʱی ʘʽح عʺل، خʨʢتي ʧʽب الʺʨاضع تغʛʽات ʙرص ȘȄʛʡ ʧع الʺʛصʨدة الʛوʨȃتات سʛعة الʛʶعة ʙرص خʨارزمॽة ʚتأخ
الʛʶعة ʙرص خʨارزمॽة ʧع نʱج عʺلها. في أǽʹاً الʺʛصʨدة الʺʨاضع ʧم ʙʽفʱʶوت الʨʳار. ʙرص خʨارزمॽة Ǽاسʱعʺال الʺʨاضع

الʱالॽة: الʱʻائج

(XS(ZS), YS(ZS)) = (−0.292,−2.82)× 10−1 m.s−1

ZS = 9.48× 10−2 rad.s−1

U(XS(ZS), YS(ZS), ZS) = 6.70× 10−5 m2.s−2

قʙره نʰʶي Ȅʨʡلة ʢʵǼأ الॽʁॽʁʴة الॽʁʺة ʧم جʙاً ʖȄʛق (XS(ZS), YS(ZS)) الʺʛصʨد الʛʶعة شعاع أن Ȏنلاح بʙاǽة،
. ̂(vobserved, vactual) = 4.33 × 10−3rad قʙره زاوȄة وخʢأ |vobserved − vactual|/|vactual| = 4.87 × 10−3

الʛʶعة ʙرص خʨارزمॽة Șʽʰʢت في اسʱعʺل الॽʴʸح. الʴل ʧم ʙʽج ȞʷǼل یʱقارب ȑدʙالع الʴل أن تʨضّح جʙاً جʙʽة نʱائج وهي
إن تʛؔار. بـ20 الʛؔʱارات عʙد ʙح ʨوه ʛآخ تʨقف ȋʛش أضفʻا كʺا ، ε = 1 × 10−4 قʙره ʧتʨʽن لȄʛʢقة تʨقف مॽɻار
مʶألة Ǽالفعل ʨه الʛʶعة ʙرص مʶألة في الؔʺʨن لʱاǼع Ȑʛغʸال الॽʁʺة وʳǽȂاد الأصغȄʛة، الॽȃʛʱعات مʶائل لʴل مʻاسॼة ʧتʨʽن
ʛفʶت ʦل الʛʶعة ʙرص لʺʶألة العʨʷائॽة العʻʽات ʧم ʛʽʰك عʙد على العʺلॽة الʳʱارب فإن ،ʥذل إلى إضافة أصغȄʛة. تॽȃʛعات
ʨȞǽن أن فإما ،ʛʽʰؔال الʛؔʱارات عʙد ʖʰʶǼ تʨقف الʛؔʱار أن Ǽفʛض وأخʛʽا، تʛؔاراً. 20 الʛؔʱارات فʽها تʳʱاوز حالة ȑأ ʧع
اخʛʱنا ʙفق حالʻʱا في الʴل. قʨʰل مॽɻار Șوف الʸالʴة الʴلʨل انʱقاء عʺلॽة خلال الʴل ʠفʛی أن أو ومقʨʰلاً صغʛʽاً الʢʵأ

جʙاً. جʙʽة نʱائج أعʢى ʙوق ،µ2 = 2× 10−3 m2.s−2 قʙره للʴل قʨʰل مॽɻار

الؒاملة الʦʳارزمॻة مʲاكاة 3 . 4
وتʻʽʶʴها. للʨʵارزمॽة العام الȞʷل ʙیʙʴت في الاخॼʱارات هʚه نʱائج ʗʺوساه الʴالات، ʧم ʙیʙالع في الʨʵارزمॽة عʺل اخॼʱار ʦت
Șالʺلاح الʛوʨȃت Șلʢʻی .ʧʽʺॽال ʨʴن مʻعʢفاً یʛʴʱك الȞʷل مȃʛع تʽȞʷل ملاحقة هي نʺʨذجॽة حالة ʦʶالق هʚا في اخʛʱنا
على كامل ȞʷǼل الʺʴاكاة هʚه ʗʺت علॽه. والʺʴافʤة ǼالʽȞʷʱل لللʴاق وʛʴʱȄك الʺʛغʨب، الʽȞʷʱل ʧع Ǽعʙʽة نقʢة ʧم للʽȞʷʱل
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اللʴاق ʧم الʛوʨȃت ʧȞّʺوت الʺʙروس. الʛوʨȃت جʛʽان الʛوʨȃتات تʺّ̡ل مʛجॽّɻة ȋنقا ثلاثة ʙیʙʴت ʦت ʘʽح ، V-REP بʛنامج
أهʺا: الʺʴاكاة أثʻاء الʱقॽʻة الʸعȃʨات ʠعǼ بʛزت مʷاكل. دون الʺʴاكاة نهاǽة حʱى علॽه والʺʴافʤة ʛʶǼعة ǼالʽȞʷʱل

الʺʜʽات ʧم ʙیʙالعǼ الʨʺʻذج هʚا وɦʺʱȄّع . V-REP بʛʰنامج Șفʛم e-puck روʨȃت ʧع نʺʨذج الʺʴاكاة في اسʱعʺل .1
الʺʴاكاة، في مʱʶعʺلة ʛʽغ الʺʜʽات هʚه ʧؔول الʺʶافات. ʝʶʴت وأجهʜة الؔامʛʽا مʲل الॽʁʴقي، الʛوʨȃت بها یʱʺʱع الʱي
ما ʨوه للإزالة قابلة ʛʽغ الʺʜʽات هʚه ʠعǼ ʧؔول الʶʴاǼات. لȄʛʶʱع الʺʴاكاة ʧم وȂزالʱها معʤʺها ʧع الاسʱغʻاء ʦوت

الʺʴاكاة. ʛʽس ʧم أʢǼأ
مʻها عʙیʙة مʜʽات وȄقʙّم الاسʙʵʱام وسهʨلة Ǽالʶॼاʡة ʜّ̔ʺʱȄو الʺʙʸر ومفʨʱح مʳاني بʛنامج ʨه V-REP بʛنامج إن .2
الʛʰنامج هʚا ʧؔول فعّال. ȞʷǼل الفȄʜʽائॽة الʛوʨȃتات مع ʖʡاʵʱوال بʛمʳة لغات Ǽعʙة الافʛʱاضॽة الʛوʨȃتات بʛمʳة
اقʱʹى الʺʜʽات تعʙد فإن ʥذل إلى إضافة الʛʰمॽʳة. الأخʢاء ʧم ʙیʙالع وॽɾه مʳاني، كʨنه ʦعʙال قلة ʧم ǽعاني أǽʹاّ
ʛ ّʁ ومف C++ بلغة الʺȃʨʱȞة Ȅّʜة ʛؗʺال الʨحʙة ʧʽب ʖʡاʵʱال ȘȄʛʡ ʧع الʛʰنامج ǽعʺل إذا عʺل، بʯʽات عʙة اسʱعʺال
الʶʴاǼات Python ʛ ّʁ مف یʨʱلّى ʧʽح في Lua بلغة الافʛʱاضॽة الʛوʨȃتات بʛمʳة ʦʱت ʘʽح .Lua ʛ ّʁ ومف Python
Ȑأد .ʧʽʱʯʽʰال ʧʽʱه ʧʽب Ȅّʜة ʛؗʺال الʨحʙة Ȍȃʛوت الॽʰانॽّات). الʱʺاس، والʙیʻامॽȞॽة، ॽّة ʛؗʴال (الʻʺاذج Ǽالʺʴاكاة الʺʱعلقة

الʶʴابॽة. العʺلॽات في ȌǼء إلى الॽɿॽʣʨة الʨحʙات تعʙد
ʧʽب الʺعلʨمات تॼادل Ǽاسʙʵʱامها ʶǽهل بʙائॽة آلॽة هي V-REP بʛنامج في الʺʴاكاة ʧʺض الॽʰانات تॼادل آلॽة إن .3
فإن ،ʥذل إلى إضافة عʺلي. ʛʽوغ ʙّمعق الأʛʡاف ʧم ʛʽʰك عʙد ʧʽب الʺعلʨمات تॼادل ʧؔول الأʛʡاف. ʧم قلʽل عʙد
الʛوʨȃتات. ʧʽب كاملة عʺل خʨʢة مقʙاره ʛʽتأخ إلى Ȑأد الافʛʱاضॽة الʛوʨȃتات ʧʽب Threads ʖاسॽʻال في ʧامʜʱال عʙم

الʺʴاكاة. ʙʽتعق في زȄادة إلى Ȑأد وʙȃوره الʺعلʨمات، تॼادل ȘȄʛʡ ʧع دॽʀقة ʛʽغ معلʨمات تʽʸʴل إلى Ȑأد وهʚا

تʨضّع 3 . 4 الȞʷل یʨضّح Ȅʨʡلاً. وقʱاً ʗقʛغʱاس ʨول ناجʴة، مʴاكاة إجʛاء ʧم تʺȞّ̒ا ʙفق الʶاǼقة الʺʷاكل ʧم ʦغʛال على
لʤʴات ʧم لʤʴة في الʛوʨȃتات مʨاضع ʙواح بلʨن ملʨّن مʹلّع كل ǽʺّ̡ل إذ الʺʴاكاة. ʛʽس أثʻاء ȑʨʱʶʺال في الʛوʨȃتات
الابʙʱائي الʛوʨȃتات تʨضّع واضح ȞʷǼل ʛهʤǽ الʻʰفॽʳʶة. الʙائʛة ʧʺض للʨʵارزمॽة Șّhʢʺال الʛوʨȃت مʨضع ʛهʤȄو الʺʴاكاة.
ʨم الʛّʴʱك للʨʵارزمॽّة Șّhʢʺال الʛوʨȃت یʙʰأ ʘʽح . 3 . 4 الȞʷل ʶǽار أسفل Șالغام ʛʺالأح Ǽاللʨن الʺلʨّن Ǽالʺʹلّع الʺʱʺّ̡ل
ǽقʨم لʤʴات (ʛʹوالأخ (الأزرق ʧʽʽالʱال ʧʽالʺʹلّع ʛهʤǽ إذ ʛʶǼعة، ǼالʽȞʷʱل الʛوʨȃت ȘʴلȄو الʽȞʷʱل. ʧع ʛأخʱم مʨقع
تʨّؔن بʨضʨح ʛهʤǽ Ǽالأسʨد، والʺلʨّن الʱالي الʺʹلّع وفي وتʻȄʨؔه. ǼالʽȞʷʱل Ǽاللʴاق للʨʵارزمॽة Șّhʢʺال الʛوʨȃت خلالها
الʽȞʷʱل بʨضʨح فʽها ʛهʤǽ إذ اللاحقة الʺʴاكاة لʤʴات ʛʰع الʺʹلّعات مʱاǼعة Ǽعʙها ʧȞʺǽ مȃّʛع. ʨوه الʺʛغʨب الʽȞʷʱل
الʽȞʷʱل وصʨل ʛهʤǽ الʷفاف، ʛʺالأح Ǽاللʨن الʺلʨّن ʛʽالأخ الʺʹلّع وفي الʺʴاكاة. أثʻاء الʛوʨȃت علॽه Ȏحاف ȑʚال الʺȃّʛعي

الʺȃّʛع. ʧم تعقʙʽاّ ʛʲأك تʽȞʷل Șتلاح الʛوʨȃتات ʧم ʛʰأك عʙداّ ʧّ̋ʹʱʱل الʺʴاكاة تʨسॽع ʦʱʽس الʻهائॽة. الʻقʢة إلى
تʨزّع ʧع الȞʷل ʶǽار أسفل ʛʺالأح الʺʹلّع ʛّhعǽ ʘʽح الʺʴاكاة. إجʛاء أثʻاء الʽȞʷʱل في الʛوʨȃتات ʛʽس ʧع 3 . 4 الȞʷل ʛّhعǽ
وصʨلاً مʶʱاوȄة زمॽّʻة فʨاصل ʙʻع مأخʨذة لʤʴات خلال الʨʱزع ʧع ʛّhعʱل الأشȞال وتʱالى الابʙʱائॽة، اللʤʴة في الʛوʨȃتات
كل في الʺʙروس الʛوʨȃت مʨضع الʻʰفॽّʳʶة الʙائʛة تʨضّح الȞʷل. ʧʽʺǽ أعلى الʷفاف ʛʺالأح الʺʹلّع في الʻهائॽّة الʴالة إلى

لʤʴة.
ʦت إذ الʛوʨȃت. یʛصʙه كʺا الʛʶعة شعاع ʧʽȃو بʻʽها مقارنة ʗȄʛوأج الʺʴاكاة في الفعلي الʛوʨȃت سʛعة لʷعاع ॽʀاسات أُخʚت
شعاع ʧʽب Șلʢʺال الʢʵأ ʖʶُح ʦث الʺقارنة، لإجʛاء الʺʢʸلʴة الʳʺلة إلى Ǽالʺʴاكاة الʺʸʴل الʺʢلقة الʛʶعة شعاع تȄʨʴل
Șلʢʺال الʢʵأ Ȅʨʡلة ʧʽب كॼʶʻة الʰʶʻي الʢʵأ ʖʶُوح الʛوʨȃت، رصʙه ȑʚال الʛʶعة وشعاع الʺʴاكاة في الʺʛصʨد الʛʶعة
الʺʢلقة. الʛʶعة وشعاع الʺʛصʨدة الʛʶعة شعاع ʧʽب الʜاوȄة ॽʁǼاس ʖʶʴف الʜاوȄة خʢأ أما الʺʢلقة. الʛʶعة شعاع وȄʨʡلة
ʧم ʧّ̔ʰی الفعلॽّة. والʛʶعة الʺʛصʨدة الʛʶعة ʧʽب الʺقارنة نʱائج 4 . 4ج 4 . 4بو 4 . 4ا، الأشȞال في الʺʨضʴّة الʱʻائج ʧّ̔ʰت
ʛیʙتق في كʛʽʰة أخʢاء ʧم فʽها ǽعاني الʺʴاكاة بʙاǽة ʧم ثانॽة 0.4 حʱى ʙʱʺت ابʙʱائॽة مʛحلة في ʛʺǽ الʛوʨȃت أن الʱʻائج هʚه
الʛʶعة شعاع و الʺʛصʨدة الʛʶعة شعاع ʧʽب الʜاوȄة أما ،10% ʧم أقل الʰʶʻي خʢأ وʨȞȄن الأداء ʛقʱʶǽ وȃعʙها الʛʶعة،

الأداء. اسʱقʛار ʙعǼ رادǽان 0.1 یʳʱاوز فلا الفعلॽّة
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الʺʴاكاة. أثʻاء ʙعॼال مʶʱاوȄة زمॽّʻة لʤʴات خلال الʛوʨȃتات تʨزّع یʨضّح شȞل :3 . 4 الȞʷل
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الʛʶعة ʛیʙتق في الʰʶʻي الʢʵأ (ب) الʛʶعة ʛیʙتق في الʢʵأ Ȅʨʡلة (ا)

الفعلॽّة الʛʶعة وشعاع الʺʛصʨدة الʛʶعة شعاع ʧʽب الʜاوȄة (ج)



الʯʴʸقʮلॻة والآفاق الʳلاصة

الفʸل

5

الʳاتʸة 1 . 5
الʛوʨȃتات ʧʽب الʺʶافات على Ǽالاعʱʺاد تʽȞʷل لʺلاحقة الʛوʨȃتات ʧم ʛʶǼب ʦȞʴʱلل مقʛʱحة لʨʵارزمॽة شʛحاً ʘʴॼال هʚا ʧّ̋ʹت
عʙم مȞʷلة على ʖّغلʱالǼ Anderson and Yu (2011) في الʺقʛʱحة الʨʵارزمॽات ʧع ʜʽʺʱت الʺقʛʱحة الʨʵازرمॽة إن .Ȍفق
على هʚا ʻʲʴǼا في اعʙʺʱنا إذ الʶʴاǼات. ʶǼاʡة إلى إضافة الʨاقॽɻة والʴالة الʺʛصʨدة الʺعلʨمات ʧʽب الانعȞاس في ʧʽʽعʱال
صʴॽʴاً. الʨʸʱر كʨن ʧم ʙأكʱلل الʺعلʨمة هʚه ʗعʺلʱواس الاتʳاهات ʧع معلʨمة على للʨʸʴل الʺʢلقة الʛوʨȃتات سʛعات
ȘȄʛتف Anderson and Yu (2011) ʧʺʹت ʧʽح في عʺلॽاً، تॽʰʢقها ʦوت ȌʶǼأ الʺقʛʱحة الʨʵارزمॽة في الʶʴاǼات إن
الʨʵارزمॽة عʺل مʺʜʽات ʧم .ȘȄʛفʱال هʚا لʶʴاب عʺلॽّة Ȅʛʡقة ʦǽʙتق دون Cholesky ȘȄʛتف ȄʛʢǼقة 4× 4 أǼعادها مʸفʨفة
الʱي Cao et al. (2011) في الʺقʛʱحة الʨʵارزمॽة ʧم ʝȞالع على ،ʛʺʱʶم الʨʵارزمॽة عʺل أن مʜʽة ʻʲʴǼا في الʺقʛʱحة
أدوار. 4 في الʛوʨȃتات ʧʽب والॼʱادل ،ʙصʛال ʦʱʽل الʺॼʱقي الȃʛع یʛʴʱك رʲȄʺا الʛّʴʱك ʧع الʛʶب أرȃاع ثلاثة تʨقف على ʙʺʱتع
في صغʛʽة مʶافات الʛّʴʱك على الʛوʨȃتات قʙرة على ʙʺʱعǽ والʛʶعة الʺʨاقع ʙرص فإن Jiang et al. (2017) في أما
الʸغʛʽة ات ʛؗʴʱال ʧم وʱʶȄفاد ،ʧمʜلل Ǽالॼʶʻة ʧʽتʨȃرو ʧʽب الʺʶافة تاǼع على فʨرॽȄه تȄʨʴل Șʽʰʢت ʦʱی إذ مʱʵلفة. اتʳاهات
ǽفʛض أنه إضافة فʨرॽȄه، تȄʨʴل حʶاب ʖʰʶǼ حʶابॽاً ʙّمعق الاسلʨب هʚا إن والʶعʛات. الʺʨاضع ʙیʙʴت في الȄʨʴʱل ونʳॽʱة
إثॼات وعلى ȑʛʤʻال ʖانʳال على ʜا رّؗ ʧʽʲʴॼال ʧیʚه فإن عام، ȞʷǼل Ǽالʹʛورة. مʛغʨب ʛʽغ ȞʷǼل الʛʴʱك الʛوʨȃتات على
Ǽالعʱاد الʺʱعلقة الʺهʺة العʺلॽة ʖانʳال ʠعǼ مʻاقʷة ʦʱت ʦل ʧؔل .Ȍفق الʺʶافات على Ǽالاعʱʺاد ʦؔ ّɹ ت خʨارزمॽات ʚʽفʻت قابلॽّة
كل ʨȞǽن أن قʰل أضعاف ثلاثة الʺʶافات ॽʀاس قʙرة ʦॽʵʹت ʖʳǽ Anderson and Yu (2011) في فʺʲلاً الفȄʜʽائي،

.ʙصʛلل الʺʢلȃʨة الʺʶافات ॽʀاس على قادراً روʨȃت
Oh et al. و Scharf et al. (2004) قʙّم ʘʽح للأدبॽات، مʛجॽّɻة ودراسة الʺʶألة هʚه لʱارȄخ Ǽاسʱعʛاض ʘʴॼال بʙأ
في الʺقʛʱحة الʨʵارزمॽة تʙʻرج تʽȞʷل. لʺلاحقة الʛوʨȃتات ʧم ʛʶǼب ʦȞʴʱال مʶألة حل ʖʽأسال ʅॽʻʸʱل ʧʽʱقȄʛʡ (2015)
على ʙʺʱتع الʱي الʨʵارزمॽات ʧم وهي الأولى. ʅॽʸʻʱال Ȅʛʡقة ʖʶʴǼ الافʛʱاضॽة الʻʰى خʨارزمॽات ʅॽʻʸت ʗʴت ʘʴॼال هʚا
مʨزّعة أنها الʺقʛʱحة الʨʵازرمॽة ʧع القʨل ʧȞʺǽ الʲانॽة. ǼالȄʛʢقة ʅॽʻʸʱال على بʻاء تعʺل لؔي Ȍفق العʺلاء ʧʽب الʺʶافات
ʛآخ روʨȃت ȑأ تॼʱع لا قائʙة روʨȃتات ثلاثة للʛʶب ʨȞǽن أن ʧȞʺǽ أنه كʺا معاً، اسʛب في الʛوʨȃتات جʺॽع على تعʺل لأنها
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قائʙ-تاǼع. خʨارزمॽة أنها الʺقʛʱحة الʨʵارزمॽة ʧع القʨل صȄʛح ȞʷǼل ʧȞʺǽ لا ʥلʚل أبʙاً. قادة ʙجʨی ألا أو
حل في الʺʙʵʱʶمة الȄʛاضॽّة الأدوات ʦأه ʙأح ʨوه ،ʖلʸال الॽʰان مفهʨم لʱʹح سॽɻاً رȄاضॽة Ǽʺقʙمة الȄّʛʤʻة الʙراسة ʗّهلʱاس
ʧʽب الʺʶافات Șʽقʴʱب Ȍفق الʺʛغʨب الʽȞʷʱل Șقʴʱی أن الॽʰان صلاǼة ʧʺʹت إذ .Ȍفق الʺʶافات على Ǽالاعʱʺاد ʦȞʴʱال مʶألة
كʺا مʲلاً)، الأǼعاد ثلاثة (الفʛاغ ȑʨʱʶʺال ʧم ʛʲلأك للʺʶألة الʺʱʴʺلة الʨʱسّعات ʠعǼ أǽʹاً الʺقʙمة هʚه في ناقʻʷا العʺلاء.

الʽȞʷʱل. لʺلاحقة ʙʽج اتʳاه ʙیʙʴت ʧʺʹت الʱي الʺʳʱانʶة الȄʨʴʱلات ناقʻʷا
الʳʱاور. ʨʰʡلʨجॽا ʖʶح الʺʳاورة الʛوʨȃتات مʨاضع ʙیʙʴت أو الʨʳار ʙرص مʛحلة وهي الأولى، Ǽالʺʛحلة الʨʵارزمॽة شʛح بʙأ
ʥلʚل ،ʖȄʛʳʱال على ʙʺʱعȄو أمʲلي ʛʽغ الʺʶألة هʚه حل إن . sj Ǽالأعʙاد ʗʽʺس الأعʙاد ʧم سلʶلة إʳǽاد الʺʶألة هʚه ʧʺʹʱت
یʱʻج ʙق . NP-Hard مʶألة هي الأعʙاد إʳǽاد مʶألة أن بʛهان ȘȄʛʡ ʧع أفʹل حل إʳǽاد اسʴʱالة إثॼات ʖاجʨال ʧم كان
ʢʸǽف عʙʻما تʨؔن وعادة ʛʶǼعة تʜول وعابʛة جʙاً خاصة الʴالات وهʚه للʨʳار، صالح اسʱʻʱاج ʧم ʛʲأك الʺʛحلة هʚه في
اسʱقامة على الʨقʨع لأن الʴالات هʚه لʺʻاقʷة ʱʴǽاج لا ʙق العʺلي Șʽʰʢʱال فإن الʨاقع في واحʙة. اسʱقامة على روʨȃتات ثلاثة

مʽʴʱʶل. وهʚا الॽʁاس في لانهائॽة دقة ʖّلʢʱی واحʙة
على ʖʳǽ الʛʶعات ʙصʛل الॽʰʶʻة. الʳʺلة في الʺʢلقة الʛʶعات ʙرص مʛحلة وهي الʨʵارزمॽة ʧم الʲانॽة للʺʛحلة الʛʷح یʱʻقل
للʳʺلة Ǽالॼʶʻة الʺʢʸلʴة جʺلʱه مʴاور سʛعة اسʱʻʱاج ʧم روʨȃت كل ʧȞّʺʱی لؔي ومʨحʙّة ثاتॼة ʛʶǼعة الʛّʴʱك الʛوʨȃتات
رؤوس ʧم الʺارة الʙائʛة ʜ ʛؗم إʳǽاد على Ȑʛالأخ ʙʺʱوتع الʺʲلॽʲّة الʨʱاǼع على إحʙاها ʙʺʱتع للʴل ʧʽʱقȄʛʡ الʛʷح تʻاول الʺʢلقة.

الانعȞاس. ʧʽʽعʱال عʙم ʧع الʻاتʳة للʺʷاكل واسॽʱعاب للʺʶألة Șʺأع فهʺاً تॽʱح Ȅʛʡقة ل وؗ ،ʘلʲم
العʺلاء، ʧʽب الʺʢلȃʨة الʺʶافات Șʽقʴت لʹʺان الأعʤʺي الانʙʴار ʦȞّʴʱم اسʙʵʱم الʨʵارزمॽة عʺل ʧم الʲالʲة الʺʛحلة في
ʙʺʱتع جʙیʙة Ȅʛʡقة اسʙʵʱم ʥلʚل الأداء. على ʛثʕت مʛغȃʨة ʛʽغ تʨازن ȋنقا ʧم ǽعاني ʙق ʦȞّʴʱʺال هʚا فإن ʧّ̔ʰʱی كʺا ʧؔول

الʽȞʷʱل. Șʽقʴت ʧʺʹǽ تʛّʴك اتʳاه ʙیʙʴʱل الʺʳʱانʶة الȄʨʴʱلات على
ȋونقا الʱʻائج مʻاقʷة ʗʺوت الʢॽʶॼة، الʴالات ʠعǼ في والʛʶعة الʺʨضع ʙصʛال خʨارزمॽة عʺل اسʱعʛاض الʺʴاكاة ʗʻʺʹت
في ʛهʤت أن ʧم ʙأعق أو أʨʡل ولʻؔا الʺهʺة الȄʛاضॽّة ʧʽاهʛʰال ʠعǼ ʘʴॼالǼ Șʴأل وأخʛʽاً الʨʵارزمॽة. في والقʨة الʹعف

. NP-Hard مʶألة هي sj الأعʙاد إʳǽاد مʶألة أن إثॼات ضʺʻها ʧوم الȄʛاضॽّة، الʺقʙمة
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.ʧʽʶʴʱال مʨاضع ʧّ̔ʰون عام)، ȞʷǼل ʦȞʴʱال في الأسلʨب هʚا (أو الʨʵارزمॽة هʚه في ʘʴॼال افاق نʱʶعʛض ʦʶالق هʚا في

الʱالॽة: ȋقاʻالǼ الʺʻاقʷة ʟّɻ نل
الʺʶافات فإن ʘʴॼال هʚا ʖصل في ʧؔول معلʨم، بʨʱجॽه الʺʨجّهة للʺʶافات سهلة عʺلॽّة للʺʶافات العʺلي الॽʁاس إن •
ʧؔول الاتʳاهات، كل في الإشعاعات یʛسل كʛادار الʶʴاس ʨȞǽن أن ʖʳǽ وȃالʱالي تʨجॽه. دون تقاس أن ʖʳǽ الʺقاسة
ʠعǼ ʙجʨوت الفʹاء ॼات ʛؗم حʨل تʨʴʺʱر الأʴǼاث ʗكان بʙاǽة إلॽه. الʺʻعʶȞة الأشعة اتʳاه ॽʀاس على القʙرة دون
على العʺل ʦʱی أن ʧȞʺǽ .Șʽʰʢʱلل قابل مقابل لها ʙجʨی لا ʧؔول الʺʢلȃʨة الॽʁاس Ǽʺهʺة تقʨم الʱي الفʹائॽة الأجهʜة
الʶʴاس. لʨʱجॽه الʴاجة دون ʛآخ روʨȃت إلى الʺʶافة ॽʀاس على قادر الʺʺʻȞة ʅॽؔالʱال Ǽأقل ȌॽʶǼ حʶاس ʛȄʨʢت

ʧȞʺǽ هل .NP-Hard مʶألة هي sj الأعʙاد إʳǽاد مʶألة أن ʥذل ʛȄʛʰوت ،ʖȄʛʳʱالǼ ʦʱی sj الأعʙاد إʳǽاد فإن حالॽّاً، •
في مʽʴʱʶل هʚا فإن ʙʽأكʱالǼ حʙود؟ ʛʽʲك حʶابي ʙʽعقʱȃو Ȍفق الʺʶافات على Ǽالاعʱʺاد ʛاشॼم ȞʷǼل sj الأعʙاد إʳǽاد

كʙʰاǽة. N = 3 الʺʲالॽة الʴالة في ʘʴॼال ʧȞʺǽ ʧؔول العامة الʴالة
ʙجʨی . N = 3 بـ الʴالة هʚه ʗʽʺوس له، الʺʴاورة الʛوʨȃتات ʧم وثلاثة ȑʜ ʛؗʺال الʛوʨȃت حالة Șّ̋ بʱع ʘʴॼال تʻاول •
مʷʱابهة. تʨؔن أن ʙب لا الʺʱʵلفة الʴالات هʚه مʻاقʷة أن ʕّhʻʱال ʧȞʺǽ ʧؔول ،3 ʧم ʛʰالأك Ǽالʴالات ʛ ّɹ ॼʱلل واسع مʳال
مʴققة. فȄʜʽائॽة حالة Ǽالʹʛورة تʺّ̡ل الʺعॽʢات لأنه sj الأعʙاد إʳǽاد لʺʶالة حل وجʨد افʛʱضʻا ʙفق ʘʴॼال هʚا في
ʙʻع في الʛʸʱف كॽɿॽة دراسة ʖʳȄو أبʙاً، حلʨل فʽها ʙجʨی لا او حل ʧم ʛʲأك فʽها ʙجʨی الʱي الʴالات دراسة ʖʳǽ

الʴالات. هʚه Ȑʙإح ورود
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عʺل على الʹॽʳج ʛأث دراسة في الʨʱسّع الʺقʛʱح ʧوم ʳة، ّr مʹ ʛʽغ معلʨمات على الʨʳار ʙرص خʨارزمॽة اعʙʺʱت •
إʳǽاد فʽها ʧȞʺǽ لا حالات إلى ȑدʕʽس الʺʶافات ॽʀاس في الʹॽʳج أن ʥش لا علॽه. ʖّغلʱال ॽّɿॽة وؗ الʨʵارزمॽة هʚه

الʶاǼقة. الʻقʢة إلى ǽعʙʽنا وهʚا . sj الأعʙاد
الʛادارات. إلى أقʛب أجهʜة فʽها تقʨم عʺلॽّة وهي وجʛʽانه، الʛوʨȃت ʧʽب الʺʶافات ॽʀاس على الʺقʛʱحة الʨʵارزمॽة ʙʺʱتع •
مʸادر. عʙة ʧم الʻاǼعة الإشارات ʧʽب الʜمॽّʻة الفʨارق ॽʀاس على ʙʺʱتع الʱي GPS تʨʻؔلʨجॽا ʧم الاسʱفادة ʧȞʺǽ
ʙصʛل الʛوʨȃتات ʧʽب الʴʸافات في الفʙوقات على ʙʺʱتع ǼالʽȞʷʱل ʦȞّʴت خʨارزمॽة ʛȄʨʢت في ʘʴॼال ʧȞʺǽ وȃالʱالي

الʨʳار.
العʺلॽات اخʜʱال ॽɽǼة للʺʶألة تʴلʽلي حل ʧع ʘʴॼال ʧȞʺǽ ،ȑدʙالع الʴل Ȅʛʡقة على الʛʶعة ʙرص مʶألة في ʙʺʱاع •

الʛؔʱارȄّة. الأمʲلة خʨارزمॽّات ʧع الʻاتʳة الʶʴابॽة
ʖȄʛتق في ʘʴॼال ʧȞʺǽ مʲلاً، الʛؔʱارȄّة. Șائʛʢال ʙʺʱتع لا الʛʶعة ʙرص لʺʶألة عʙدǽّة حلʨل ʧع ʘʴॼال أǽʹاّ ʧȞʺǽ •

.ʖȄʛقʱال ʧع الʻاتج للʢʵأ مʛاعاة مع ،Ȑʛغʸال ʱʺॽʀه حʶاب ʶǽهل بʱاǼع الؔʺʨن تʨاǼع
الʻقʢة لʺلاحقة ȌॽʶǼ ʦȞّʴʱوم ʦʤالأع الانʙʴار ʦȞʴʱم اثʻان، مȞʴʱʺان الʨʵارزمॽة ʧم الأخʛʽة الʨʢʵة في اسɦُعʺل •

الʽȞʷʱل. لʺلاحقة Ȑʛأخ مȞّʴʱʺات اسʱعʺال في ʘʴॼال ʧȞʺǽ الʺʳʱانʶة. ǼالȄʨʴʱلات الʺȃʨʶʴة الʺʱʶهʙفة



رȂاضॻّة ʥʻاهʙب

Șʴمل

ا

مʯعǻʗّة علاقة الاتʶال ا . 1
p1 =

(
(vi)i=0..n, (ej)j=1..n

)
ʧȞॽول مʻه. مʻʲى مʻʲى مʱʵلفة عقʙاً x1, x2, x3 ∈ V ʧؔʱول Gبॽاناً، = (V,E) ʧȞॽل 1 مʙʮهʹة

ȘȄʛʡ ʙجʨی ʚئʙʻع . x3 ونهایʱه x2 بʙایʱه Ȅʛʡقاً p2 =
(
(ui)i=0..m, (fj)j=1..m

)
ʧȞॽول ، x2 ونهایʱه x1 بʙایʱه Ȅʛʡقاً

. x3 ونهایʱه x1 بʙایʱه

الʛʰهان:
ǼالȞʷل: (gk)k=1..n+m الʨʴاف جʺاعة نعʛف ، v0 = x1, vn = u0 = x2, um = x3 فإن الفʛض ʖʶʴǼ

gk =

{
ek k ≤ n
fk−n k > n

ǼالȞʷل: (wl)l=0..n+m ʙالعق جʺاعة ونعʛف

wl =

{
vl l ≤ n
ul−n l > n

لأن: رحلة s = (
(gk)k=0..n+m, (wl)l=1..n+m

) أن Ȏنلاح

k ≤ n⇒ gk = ek = (vk−1, vk) = (wk−1, wk)

k > n⇒ gk = fk−n = (uk−n−1, uk−n) = (wk−1, wk)

81



C في الʺʶافات على الʺʴافʤة الʨʱاǼع ا . 2 82

الʛحلة نهاǽة و x1 هي الʛحلة بʙاǽة أن ȑأ wn+m = un+m−n = um = x3 و w0 = v0 = x1 أن Ȏنلاح
الʛحلة هʚه Ǽاخʜʱال نقʨم وȂلا الʺʢلʨب، ʦʱی Ȅʛʡقاً s =

(
(gk)k=0..n+m, (wl)l=1..n+m

) الʛحلة ʗكان إذا . x3 هي
Ȅʛʡقاً. لॼʸʱح

جʺاعة نعʛف ʚئʙʻع gp = gq و p < q ʘʽʴǼ p, q ∈ {0, . . . , n + m} ʙجʨʽف Ȅʛʡقاً، s الʛحلة ʧؔت ʦل إذا
الʨʴاف:

g′k =

{
gk k ≤ p

gk−p+q k > p

:ʙالعق وجʺاعة

w′
k =

{
wk k ≤ p

wk−p+q k > p

:Șقʴʱی وعʙʻها

k ≤ p⇒ g′k = gk = (wk−1, wk) =
(
w′
k−1, w

′
k

)
k > n⇒ g′k = gk−p+q = (wk−p+q−1, wk−p+q) =

(
w′
k−1, w

′
k

)
w′

0 = w0 = v0 = x1 Șقʴت رحلة s′ =
(
(g′k)k=0..n+m−(q−p), (w

′
l)l=1..n+m−(q−p)

)
تʨؔن علॽه وʻȃاء

الʛحلة نهاǽة و x1 هي الʛحلة بʙاǽة أن ȑأ ، w′
n+m−(q−p) = wn+m−(q−p)−p+q = wn+m = um = x3 و

الʛحلة ʨʡل ʧم ʟقʻت اخʜʱال عʺلॽة كل أن Ǽʺا الʛحلة. نهاǽة أو بʙاǽة ʛʽتغ لا الاخʜʱال عʺلॽة وȃالʱالي . x3 هي
ʦʱی ʥلʚȃو ، x3 ونهایʱه x1 بʙایʱه ȘȄʛʡ على نʸʴل الاخʜʱال عʺلॽات ʧم مʻهٍ عʙد ʙعǼ فإنه الأقل، على 1 Ǽʺقʙار

الʺʢلʨب.

C في الʴʸافات على الʲʸافʢة الʦʯاǺع ا . 2
:ʕؔافʱال Șقʴʱی ʚئʙʻع تاǼعاً، f : C → C ʧȞॽل 2 مʙʮهʹة

∀a, b ∈ C : |f(a)− f(b)| = |a− b| ⇔ ∃θ ∈ R, ∃w ∈ C : f(z) = zeiθ + w ∨ f(z) = z̄eiθ + w

الʛʰهان:
: ⇐ .1

أن: الʨاضح ʧم

∀a, b ∈ C : |f(a)− f(b)| =
∣∣aeiθ − w − beiθ + w

∣∣ = |a− b|
∣∣eiθ∣∣ = |a− b|

∀a, b ∈ C : |f(a)− f(b)| =
∣∣āeiθ − w − b̄eiθ + w

∣∣ = ∣∣ā− b̄
∣∣ ∣∣eiθ∣∣ = |a− b|

: ⇒ .2



NP-Hard مʶألة هي sj الأعʙاد إʳǽاد مʶالة ا . 3 83

، ∀a, b ∈ C : |f(a)− f(b)| = |a− b| Șقʴǽ ȑأ الʺʶافات، على مʴافʤاً تاǼعاً f : C → C ʧȞॽل
الʨاضح ʧم ، g(z) = f(z) − f(0) نعʛف انعȞاسي. هʙʻسي تȄʨʴل أو هʙʻسي تȄʨʴل ʨه f أن ʧهʛʰʻول

:Șقʴʱی a, b ∈ C ʧؔت مهʺا أنه ʙʳن g(0) = 0 أن

|g(a)− g(b)| = |f(a)− f(0)− f(b) + f(0)| = |f(a)− f(b)| = |a− b|

θ ∈ R ʙجʨی وȃالʱالي ، |g(1)| = |g(1)− g(0)| = |1− 0| = 1 ومʻه الʺʶافات، على Ȏافʴم g وȃالʱالي
وȃالʱالي: h(0) = 0 و h(1) = 1 أن الʨاضح ʧم ، h(z) = g(z)e−iθ نعʛف . g(1) = eiθ ʘʽʴǼ

|h(z)− h(0)| = |z − 0| ⇒ |h(z)| = |z|
|h(z)− h(1)| = |z − 1| ⇒ |h(z)− 1| = |z − 1|

ومʻه:
|h(z)− 1|2 = |z − 1|2

����|h(z)|2 + �1− h(z)− h(z) =�
�|z|2 + �1− z − z̄

Re (h(z)) = Re (z)
f(z) = أو f(z) = zeiθ + f(0) إما ومʻه h(z) = z̄ أو h(z) = z فإما |h(z)| = |z| أن وȃʺا

. z̄eiθ + f(0)

NP-Hard مʴألة هي sj الأعʗاد إʱǻاد مʴالة ا . 3
هʚه أن بʙاǽة نفʛʱض الʛʰهان. في الفʛض ʠنق أسلʨب نʱʶعʺل NP-Hard، مʶألة هي sj الأعʙاد إʳǽاد مʶألة أن لإثॼات
الافʛʱاضॽة الʨʵارزمॽة هʚه ʧم ʙʽفʱʶن ʦث . sj الأعʙاد عʙد N لـ Ǽالॼʶʻة حʙود ʛʽʲك ʙʽتعق ذات ʨʵǼارزمॽة للʴل قابلة الʺʶألة
ʙʽتعق ذات خʨارزمॽة Ǽاسʙʵʱام NP-Complete مʶألة حل قابلॽة أثʻʱʰا ʙق نʨؔن ʥلʚȃو مʷهʨرة، NP-Complete مʶألة لʴل
الʺʢلʨب. ʦʱی ʥلʚȃو sj الأعʙاد إʳǽاد مʶألة تʴل حʙود ʛʽʲك تعقʙʽها خʨارزمॽة ʙجʨت لا أنه نʱʻʱʶج .ʠاقʻت ʨوه حʙود، ʛʽʲك

. S(λj) ʜمʛالǼ لها ʜمʛʻوس .Șʽدق ȞʷǼل sj الأعʙاد إʳǽاد مʶألة ʅȄʛتع ʖʳǽ الʛʰهان، هʚا لإتʺام

S(λj) الʺʶألة :ʃȂʙتع
:Șقʴت n ∈ Z ʙجʨی ʘʽʴǼ sj ∈ {−1, 1} الأعʙاد ʙأوج δj ∈ [0, π] : j = 1..N الأعʙاد ʧؔʱل

N∑
j=1

sjδj = 2πn

Subset Sums Problem الʜʳئॽة الʺʳامॽع مʶألة هي شهʛʽة NP-Hard مʶألة ʧم معʙّلة نʵʶة الʛʰهان أجل ʧم اخʛʱنا
الʱالي. ʅȄʛعʱالǼ الʺʨضʴّة

SS(xj)ةॽئʜʳال الʺʳامॽع مʶألة :ʃȂʙتع
αj ∈ {0, 1} : j = 1..N الأعʙاد ʙأوج. A ∈ N+ العʙد ʧȞॽول xj ∈ N+ : j = 1..N الأعʙاد لʙیʻا ʧؔʱل

:ʘʽʴǼ
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N∑
j=1

αjxj = A

الʛʰهان هʚا في ʧؔول ، ا . 3 في NP-Complete تعقʙʽها أن ʗʰأث الʱي الʷهʛʽة الʺʶائل ʧم هي الʜʳئॽة الʺʳامॽع مʶألة إن
الʱالي. ʅȄʛعʱال في الʺʨضʴّة الॽʁॽʁʴة الʜʳئॽة الʺʳامॽع مʶألة هي عʻها معʙّلة نʵʶة نʙʵʱʶم سʨف

RSS(xj) الॽʁॽʁʴة الʜʳئॽة الʺʳامॽع مʶألة :ʃȂʙتع
αj ∈ {0, 1} : j = 1..N الأعʙاد ʙأوج. A ∈ R+ العʙد ʧȞॽول xj ∈ R+ : j = 1..N الأعʙاد لʙیʻا ʧؔʱل

:ʘʽʴǼ

N∑
j=1

αjxj = A

الʺʳامॽع مʶألة إلى الॽʁॽʁʴة الʜʳئॽة الʺʳامॽع مʶألة تʕول ॽɻॽʰʡة أعʙاداً A و xj ʧم كل فʽها ʨȞǽن الʱي الʵاصة الʴالة في
الʜʳئॽة الʺʳامॽع مʶألة ʙʽعقʱل مȞافئ الأقل على ʨه الॽʁॽʁʴة الʜʳئॽة الʺʳامॽع مʶألة ʙʽتعق أن ʧهʛʰی ʥوذل الʱقلǽʙʽة، الʜʳئॽة
ʨʵǼارزمॽة للʴل قابلة S(δj) الʺʶألة أن نفʛʱض NP-Hard. مʶألة هي الॽʁॽʁʴة الʜʳئॽة الʺʳامॽع مʶألة وȃالʱالي الʱقلǽʙʽة،

. RSS(xj) الʺʶألة ʴǼل ʦقʻول حʙود. ʛʽʲك ʙʽتعق ذات
:ʧʽʱالʱال ʧʽʱالʴال ʞاقʻʻول X =

N∑
j=1

xj العʙد نعʛف

: A > X حالة •
الʴل. مʽʴʱʶلة الॽʁॽʁʴة الʜʳئॽة الʺʳامॽع مʶألة تʨؔن

ǼالȞʷل: j = 1..N أجل ʧم λj الأعʙاد نعʛف : A ≤ X حالة •

λj = π
xj
4X

ǼالȞʷل: λN+1 العʙد ونعʛف
λN+1 = π

∣∣∣∣ A2X − 1

4

∣∣∣∣
Ǽافʛʱاض الʙʴود. ʛʽʲك ʙʽعقʱال ذات الʨʵارزمॽة Ǽاسʙʵʱام S(λj) الʺʶألة ʴǼل نقʨم . λj ∈ [0, π] أن الʨاضح ʧم

:ʘʽʴǼ n ∈ Z و sj الأعʙاد على نʸʴل الʴل وجʨد
N+1∑
j=1

sjλj = 2πn

:ʧؔول

−3π

4
≤ −

N∑
j=1

λj −
π

2
≤

N∑
j=1

sjλj + sN+1λN+1 ≤
N∑
j=1

λj +
π

2
≤ 3π

4
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ومʻه: n = 0 أن ʙʳن وȃالʱالي
N+1∑
j=1

sjλj = 0

:ʖʱؔن وعʙʻها
N∑
j=1

sjλj + sN+1λN+1 = 0

N∑
j=1

sjλj = −sN+1λN+1

:ʧʽʱحال الآن ʞاقʻن
: A ≥ X

2
حالة .1

: ʨȞǽن
λN+1 = π

(
A

2X
− 1

4

)
ومʻه:

N∑
j=1

− sj
sN+1

λj = λN+1

N∑
j=1

− sj
sN+1

πxj
4X

= π

(
A

2X
− 1

4

)
N∑
j=1

− sj
sN+1

xj = 2A−X

N∑
j=1

1

2

(
− sj
sN+1

+ 1

)
xj = A

الأعʙاد: على ونʸʴل

αj =
1

2

(
1− sj

sN+1

)
:

N∑
j=1

αjxj = A

: A < X
2

حالة .2
: ʨȞǽن مʺاثل ȞʷǼل

λN+1 = π

(
1

4
− A

2X

)
ومʻه:
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N∑
j=1

sj
sN+1

λj = −λN+1

N∑
j=1

sj
sN+1

πxj
4X

= π

(
A

2X
− 1

4

)
N∑
j=1

1

2

(
sj
sN+1

+ 1

)
xj = A

الأعʙاد على ونʸʴل

αj =
1

2

(
1 +

sj
sN+1

)
:

N∑
j=1

αjxj = A

أǽʹاً ʖʳǽ حʙود. ʛʽʲك ʙʽعقʱب RSS(xj) الʺʶألة حل ʧȞʺॽɾ S(λj) للʺʶألة حل ʙوج حال في أن بʛهʻا ʙق نʨؔن ʥلʚȃو .
لʛʰهان Ȟǽفي للʴل. قابلة S(λj) الʺʶألة فʽها تʨؔن ولا للʴل قابلة RSS(xj) الʺʶألة فʽها تʨؔن حالة وجʨد عʙم ʧهʛʰن أن

. RSS(xj) للʺʶألة حل ʙوج إذا S(λj) للʺʶألة حل وجʨد اثॼات ʥذل
:ʘʽʴǼ αj الأعʙاد ʙجʨت عʙʻها . S(λj) للʺʶألة حل وجʨد ʧهʛʰʻول RSS(xj) للʺʶألة حل وجʨد لʻفʛʱض

N∑
j=1

αjxj = A

:ʖʱؔون X =
N∑
j=1

xj مʙʳداً نعʛف
N∑
j=1

(2αj − 1)xj = 2A−X

N∑
j=1

(2αj − 1)
πxj
2X

= π

(
A

X
− 1

2

)
N∑
j=1

sjλj − π

(
A

X
− 1

2

)
= 0

: نعʛف مʺاثل وȞʷȃل
λN+1 = π

∣∣∣∣AX − 1

2

∣∣∣∣
هʺا: ʧʽʱحال ʞاقʻون

: A ≥ X
2

حالة .1
الأعʙاد: على نʸʴل عʙʻها

sj = 2α2 − 1

sN+1 = −1
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وعʙʻها:

N+1∑
j=1

sjλj = 2πn

. n = 0 ʘʽح
الأعʙاد: على نʸʴل عʙʻها A < X

2
حالة .2

sj = 2α2 − 1

sN+1 = 1

وعʙʻها:

N+1∑
j=1

sjλj = 2πn

. n = 0 ʘʽح
ʛʽʲك ʙʽتعق ذات خʨارزمॽة Ǽاسʙʵʱام حلّها ʦث مȞافʯة S مʶألة إلى إرجاعها ʧȞʺǽ RSS مʶألة ȑأ أن أثʻʱʰا ʙق نʨؔن ʥلʚب

.ʠاقʻت وهʚا ، NP-Hard ʙʽعقʱال ذات الʜʳئॽة الʺʳامॽع مʶألة ʧم عامة حالة هي RSS مʶألة ʧؔول حʙود،
. NP-Hard مʶألة الأقل على هي S الʺʶألة إذن

cos(θ(Z)− ψ(Z)) الʯاǺع ʃȂʙتع بʙهان ا . 4
الʱالॽة: الʺʛʱاجʴة صʴة ʦʶالق هʚا في ʧهʛʰن

∀Z ∈ S,

∣∣∣∣D2
3(Z) + V 2

0 − V 2
3

2V0D3(Z)

∣∣∣∣ ≤ 1 (ا . 1)

∀Z ∈ S,D2
3(Z) ∈

[
|V0 − V3|2 , (V0 + V3)

2
] أن ʙʳن الʺʨؗʚر ʦʶللق Ǽالعʨدة . 1 . 5 . 3 ʦʶالق في واضح الʛمʨز ʅȄʛتع ʘʽح

أن: بʛهان إلى الʺʢلȃʨة الʺʛʱاجʴة بʛهان إرجاع ʧȞʺǽ أنه نʱʻʱʶج مʨجॼة ʛمقادی D3, V0, V3 ʛالʺقادی أن إلى وȃالانॼʱاه ،

∀a, b ∈ R+, ∀x ∈ [|a− b| , a+ b] ,

∣∣∣∣x2 + a2 − b2

2ax

∣∣∣∣ ≤ 1 (ا . 2)

ǼالȞʷل: الʺعʛّف f الʱاǼع تغʛّ̔ات نʙرس

f : R∗ → R : x 7→ x2 + a2 − b2

2ax
(ا . 3)
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Ǽالعلاقة: f للʱاǼع الأوّل Șʱʷʺال ǽُعʢى ،

∀x ∈ R∗, f ′(x) =
4ax2 − 2a(x2 + a2 − b2)

4a2x2
=
x2 + b2 − a2

2ax2
(ا . 4)

Ǽالعلاقة: f للʱاǼع الʲاني Șʱʷʺال وȄُعʢى

∀x ∈ R∗, f ′′(x) =
4ax3 − 4ax(x2 + b2 − a2)

4a2x4
=
a2 − b2

ax3
(ا . 5)

Șʱʷʺوال مʨجॼاً الʲاني Șʱʷʺال ʨȞǽن ،a > b حالة في مʴقّقة. والʺʛʱاجʴة f(x) = x
2a

ʨȞǽن عʙʻها ، a = b حالة أولاً ʞاقʻن
x0 =

√
a2 − b2 =

√
(a− b)(a+ b) ∈ [a− b, a+ b] الʻقʢة ʙʻع یʻعʙم الأول Șʱʷʺال أن Ȏونلاح مʜʱایʙاً. الأول

أن: وȃʺلاحʤة

f(a− b) =
(a− b)2 + a2 − b2

2a(a− b)
=
a2 +��b2 − 2ab+ a2 −��b2

2a(a− b)
= 1

f(x0) =
a2 − b2 + a2 − b2

2a
√
a2 − b2

> 0

f(a+ b) =
(a+ b)2 + a2 − b2

2a(a+ b)
=
a2 +��b2 + 2ab+ a2 −��b2

2a(a+ b)
= 1

مʴقّقة. الʺʛʱاجʴة تʨؔن
عʙʻها: ȘّقʴʱȄو .ʙایʜʱم والʱاǼع [b− a, b+ a] الʺʙروس الʺʳال على ʖجʨم الأول Șʱʷʺال فإن a < b حالة في أما

f(b− a) =
(b− a)2 + a2 − b2

2a(b− a)
=
a2 +��b2 − 2ab+ a2 −��b2

2a(b− a)
= −1

f(b+ a) =
(b+ a)2 + a2 − b2

2a(b+ a)
=
a2 +��b2 + 2ab+ a2 −��b2

2a(b+ a)
= 1

الʛʰهان. ʦʱȄو الʺʛʱاجʴة Șّقʴʱوت
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