


  التحليل الرياضي
  
  

  الدكتور خالد حلاوه
  
  

  المعهد العالي للعلوم التطبیق̀ة والتك̲ولوج̀ام̱شورات 
2025 





 التحليل الرياضي

  خالد حلاوهالدكتور 
 ʦȄʨقʱر  :العلʺيالʨʱؗʙاالȃʨان قʛʺر عʨʱؗʙل، الʽقاب ʛʽʷǼ ʙʺʴر مʨʱؗʙدة، الʨه عॽʰن.  
 Șʽقʙʱال:ȑʨاللغ  ّʨʰوان الʛاذ مʱابالأس.  

الʺʕلّف :تʦॽʺʸ الغلاف  
 الʳʺهʨرȄة العॽȃʛة الʨʶرȄة

   .5202الأولى الॼʢعة 
 (CC-BY-ND 4.0)   - حʛʤ الاشʱقاق  –الʖʶʻ للʺʕلف  –الʱؔاب مʨʷʻر تʗʴ رخʸة الʺʷاع الإبʙاعي  هʚا
ʱه وȂعادة نʛʷه أو تʨزȄعه Ǽأǽة صॽغة وȃأǽة وسʽلة  Șʴǽ للʺʙʵʱʶم ʨʺǼجʖ هʚه الʛخʸة نʶخ هʚا الʱؔاب ومʷارؗ

مʻه على أن یʖʶʻ  وعʙم الاشʱقاق للʛʷʻ ولأǽة غاǽة تʳارȄة أو غʛʽ تʳارȄة، وذلʥ شʢȄʛة عʙم الʱعʙیل على الʱؔاب
حʛʸاً: الآتيللʺʕلف الأصلي على الȞʷل   

ة والʨʻؔʱلʨجॽا، الʳʺهʨرȄة العॽȃʛة ॽ، مʧ مʨʷʻرات الʺعهʙ العالي للعلʨم الʁॽʰʢʱالʴʱلʽل الȄʛاضي ، خالʙ حلاوه
.5202الʨʶرȄة الॼʢعة الأولى   

     www.hiast.edu.sy : ʧل مʽʺʴʱلل  ʛفʨʱم  

Mathematical Analysis 

first edition  
Dr, Khaled Halaoua  
Publications of the Higher Institute for Applied Sciences and Technology (HIAST) - 
Syrian Arab Republic  
First Edition 2025  

ISBN – 978-9933-9261-8-2 

Published under the license: 
Creative Commons Attrribution-No Drivatives 4,0 
International (CC-BY-ND 4.0) 

https//creativecommons.org/license/by.nd/4.0/legalcde   
available for download at: www.hiast.edu.sy 

 



  منشورات المعهد العالي للعلوم التطبيقية والتكنولوجيا
  

o  ،ʛʰʳدالʛʳʺال ʛʰʳال ȏادॼء الأول، مʜʳعة الأ، الॼʢا، الȃʨان قʛʺر عʨʱؗʙ2009ولى لل 
   .2017، الॼʢعة الʲانॽة 

o ء الأولʜʳل، الʽلʴʱعة الأ ،الॼʢا، الȃʨان قʛʺر عʨʱؗʙة  2009ولى للॽانʲعة الॼʢال ،
2017.  

o لʽالʴʺاء الॽʺॽة كॽعة الاولى  ،الʺائॼʢالأتاسي، ال ʧʺǽ رةʨʱؗʙة  2011للॽانʲعة الॼʢال ،
  .2022، الॼʢعة الʲالʲة  2016

o اعʙʵوال ʞȄʨʷʱاجهة الʨة في مȄادارʛة الʺʤه  ،الأنʡ ر عليʨʱؗʙ2011لل.  
o ةǽة الʺادʢقʻال ʥॽانȞॽعة الاولى  ،مॼʢا، الȃʨر هاني قʨʱؗʙوال ȑʨʽفى العلʢʸر مʨʱؗʙلل

  .2022، الॼʢعة الʲالʲة  2016الʲانॽة ، الॼʢعة  2011
o يʢʵال ʛʰʳاني، الʲء الʜʳال ،ʛʰʳا  ،الȃʨان قʛʺر عʨʱؗʙ2017لل  .  
o انيʲء الʜʳل، الʽلʴʱا  ،الȃʨان قʛʺر عʨʱؗʙ2017لل.  
o ʘالʲء الʜʳاعي، الʻʸال ʦسʛجع في الʛʺر  ،الʙȄʨر قʙب ʙʺʴر مʨʱؗʙ2017لل.  
o  اهॽʺاء الॽʺॽؗ خل الىʙث  –مʨة  –تلʳمعال– ʴلتʽل،  ʥǽاʴال ʛʸر نʨʱؗʙ2017لل.  
o ʥॽامʻدیʨمʛʱم  ،الʨل سلʽر عقʨʱؗʙ2017لل.  
o اعيʻʸسام الʛل الʽف  ،دلʛʳفى الʢʸر مʨʱؗʙ2017لل.  
o ʘالʲء الʜʳل، الʽلʴʱر  ،الʨʱؗʙار الأول للʙا، الاصȃʨان قʛʺ2018ع.  
o عǼاʛء الʜʳل، الʽلʴʱر ،الʨʱؗʙار الأول  للʙا، الاصȃʨان قʛʺ2018ع.  
o ءʜʳل، الʽلʴʱال ʝامʵر ،الʨʱؗʙار الأول  للʙا، الاصȃʨان قʛʺ2018ع.  
o ء الأولʜʳالآلة ، ال ʛاصʻع ʦॽʺʸي  ،تʵالʶم ʛʽزه ʙʺʴر مʨʱؗʙ2021لل.  
o ʖلʸال ʦʶʳال ʥॽانȞॽعلي، ،م ʧʶʳر مʨʱؗʙوال ȑʨʽفى العلʢʸر مʨʱؗʙ2021لل.  
o ʧʽسʙʻة للʺهǽدʙع Șائʛʡء الأولʜʳدة ،، الʨه عॽʰر نʨʱؗʙ2023، لل.  
o  ةǽدʙع Șائʛʡʧʽسʙʻانيللʺهʲء الʜʳدة ،، الʨه عॽʰر نʨʱؗʙ2023،لل.  
o ةʻاكʶة الॽʶॽʡاʻة والʺغʻاكʶاء الȃʛالؔه،  ʨʱؗʙلل ȑʨʽفى علʢʸر مʨʱؗʙوال ʧʶر مازن ح.  



  سʗʶॻر قॺȂʙاً:
o  ةʯʽعʺال بʱاسǼ اتॽʢل الʺعʽʸʴقات تॽʰʢت ʛȄʨʢتLobVIEW،  ʨʵॽش ʙʺʴر مʨʱؗʙلل

ʨʺمع.  
o  ةॽʰȄʛʳʱاء الȄʜʽش ،1 –الفʨان علʨوأ. رض ʧʶر مازن حʨʱؗʙلل.  

  ʧȞʺǽ ،ًاॽونʛʱؔها إلʻاح مʱʺل الʽʺʴة أو تॽʀة ورʵʶن ʖلʡرات وʨʷʻʺال ʧمات أوفى عʨلʺعل
  www.hiast.edu.sy :الاʡلاع على مʨقع الʺعهʙ الالʛʱؔوني



 

 المعهد العالي للعلوم التطبیق̀ة والتك̲ولوج̀ا

وم ــمؤسسة حكوم̀ة للتعليم العالي أ˨دثت بموجب المرس المعهد العالي للعلوم التطبیق̀ة والتك̲ولوج̀ا
، وذߵ بهدف إ̊داد كوادر ̊لمیة متميزة من ࠐندسين وباح˞ين للإسهام 1983لعام  /24ریعي رقم /ـال˖ش

ر    العلمي والتنمیة في الجمهوریة العربیة السوریة.الفا̊ل في عملیة التطو̽

الإجازة في الهندسة في  درجةيمنح المعهد العالي  :ˊرامج المعهد العالي الاكأديمیة و̮شاطاته العلمیة
 ̊لوم وهندسة المواد، المیكا˔رونیكس ،النظم الإلكترونیة ،المعلوماتیةالاخ˗صاصات التالیة: الاتصالات، 

الشهادة  فيالمتفوقين شريحة م̲تقاة من هندسة الطيران. یقˍل المعهد العالي ߱راسة هذه الاخ˗صاصات و 
، التحكم ماجس̑تير أكاديمي في نظم الاتصالاتأیضاً ˊرامج المعهد العالي ی˖̀ح  الثانویة من الفرع العلمي.

̊لوم وهندسة  ،مات ودعم القرارنظم المعطیات الكˍيرة ونظم المعلو  والروبوتیك، المعلوماتیة باخ˗صاصي
ا߱كتوراه في الاتصالات والمعلوماتیة  المعهد العالي درجةيمنح  أ˭يراً،̊لوم وهندسة البصرԹت. في المواد و

تحُدث في المعهد العالي اخ˗صاصات جدیدة بحسب م˗طلبات سوق العمل  ونظم التحكم والفيزԹء التطبیق̀ة.
ر المح العلمي وتوݨات البحث    لیة والعالمیة.والتطو̽

في القطر. إلى  الفریدةوبب̱̀ته التحتیة  ،يمتاز المعهد العالي ˊكوادره رف̀عة التاهٔیل وبمختبراته ا߽هزة تجهيزاً ̊الیاً 
جانب ال̱شاط التعليمي، يمارس المعهد العالي ̊بر ݨود كوادره وفعالیاته العلمیة ا߿تلفة ̮شاطاً ح˞یثاً في 

ر، إذ ینف ة لصالح الجهات العامة والخاصة في القطر، كما یتعاون مع ݨات البحث والتطو̽ ذ مشاریع م˗نو̊
ریة. ̼سعى المعهد أیضاً، ̊بر دورات تدریˌ̀ة نظریة وعملیة  ˭ارج القطر في بعض المشاریع البحثیة والتطو̽

  كوادره ومختبراته.مكانیات بإ وسع فئة من المهتمين ̮شر الإفادة لأ م˗ا˨ة للقطا̊ين العام والخاص ولҢٔفراد، إلى 

العلم، يحرص المعهد العالي ̮شر اس̑تكمالاً ߱ور المعهد العالي الرائد في مجال التعليم و  ال̱شر في المعهد العالي:
في  التدر̼س̑یة المناهجمع وافق ت̊لى ̮شر كتب ̊لمیة ̊الیة المس̑توى من نتاج كوادره، منها ما هو تدر̼سي ی 

الطلاب الجامعیين عموماً، ومنها ما هو ̊لمي ثقافي. يخضع الك˗اب  المعهد العالي ویف̀د شريحة واسعة من
ة م̲تقاة بعنایة من أصحاب الاخ˗صاص، إضافةً إلى تدق̀ق لغوي  قˍل ̮شره إلى عملیة تقويم ̊لمي من مجمو̊

  حفاظاً ̊لى سویة ̊الیة للم̱شورات باللغة العربیة.



ضاً من م̱شوراته ̊لى موقعه ̊لى الشاˊكة تحت رخصة ی˖̀ح المعهد العالي للعلوم التطبیق̀ة والتك̲ولوج̀ا بع
  من القراء. واسعةالمشاع الإبداعي لتعميم الفائدة ̊لى شريحة 

  

وتحمیل  الم̱شوراتللتواصل مع المعهد العالي والاطلاع ̊لى شروط ال̱شر واخٓر معلومات التواصل: 
  المتاح منها:

  31983ص.ب دمشق، ، المعهد العالي للعلوم التطبیق̀ة والتك̲ولوج̀ا
  +963115140761فاكس:  ­+ 963115123819هاتف: 

  contact@hiast.edu.syˊرید إلكتروني 
 www.hiast.edu.syموقع إلكتروني 

 



  

  

  

  كرشُ 
ʛȞʷالǼ مʙّل أتقȄʜʳال Șʽʺالع ʛیʙقʱوال  ʧتيإلى ؗلّ مʚا  :الأفاضل أساتȃʨان قʛʺر عʨʱؗʙر الʨʱؗʙوال
جعة مʛا الʨاسعة وتʱȃʛʳهʦ الغॽّʻةʛʰʵǼتهʦ  الʚیʧ تʨلʨّاالʨʱؗʙر مʛʽʷǼ ʙʺʴ قابʽل والأسʱاذ  نॽʰه عʨده

ʧّ̋  مȐʨʱʴ هʚا الʱؔاب مʧ الʻاحॽة ّ̋ة والʸʻائح الॽّʁʺة الʱي أسهʺʗ العلʺॽّة، وأث الʺلاحʤات الʺه
  هʚا العʺل ȞʷǼله الʻهائي. إخʛاجفي 

 ʛȞابكʺا أشʨّʰوان الʛاذ مʱالأس  ȑʨاللغ Șّقʙʺابل الʱؔا الʚه ʟّاجعة نʛفي م ʙجه ʧله مʚلʺا ب ،
  .ة سلॽʺةالʱؔاب ॽʸǼاغةٍ لغȄʨّ  إʣهارالʱؔاب، ولʺلاحʤاته الʱي أسهʺʗ في 

 ʥلʚإلى ك ʛȞʷه الॽجʨت ʧلي م ʙّملاء فيلا بʜة  الॽّʁॽʰʢʱم الʨالعالي للعل ʙات في الʺعهॽّاضȄʛال ʦʶق
عةٍ علىبʯʽةً  شȞّلʨاالʚیʧ  ،جʺॽعهʦ، وأخǼ ʟّالʛؗʚ فارس أبʨ صالح والʨʻؔʱلʨجॽا ّr ʷا عʺلٍ م ّʙʳل 

  والʺʲابʛة.





  

  

  

  إهداء

  إلى ذكرى والديّ 

  إلى زوجتي وأولادي 

  

إلى كلّ الطلاب الذين تعاقبوا على المعهد العالي للعلوم التطبيقيّة 
والتكنولوجيا والذين كانوا مصدر إلهام لي، وإلى كلّ طالب يسعى إلى 
فهم الرʮضيّات بعمق، وإلى كلّ مدرّس يرى في التعليم رسالة قبل أن 

  .يكون مهنة
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  مقʗّمة:
 ّʙعǽُ  دور ʧلʺا له م ،ʘیʙʴاضي الȄʛال ʛؔاء الفʻة في بॽان الأساس الʴʱلʽل الȄʛاضي أحʙ الأرؗ

 ّȑرʨʴق مॽʀʙال ʦॽʂالʺفا ʝॽارفي تأسʛʺʱقارب، والاسʱالǼ علقةʱʺقة الʱؔامل، والاشʱاق، وال .  

ا إʡارًا مفاĎॽʺॽʂ ة، بل یʳʱاوز ذلʥ إلى ʨؗنه الॽʁॽʰʢʱّ  الʺʶائلوهʨ لا ǽقʛʸʱ على ʨؗنه أداة لʴل 
   .Ȍॼʹǽ الॽʻʰة الʺॽʁʢʻة للȄʛاضॽات نفʶها

 ّʙقʱة مʨʢاب خʱؔا الʚّ̡ل هʺǽ ّار تعلʶاضيّ مة في مȄʛل الʽلʴʱال ʦ ، ʟٌ ّy ʵم ʨلا وهʢة  بلʻʶال
، وʨʴʺʢȄن الȄʛاضيّ ة، مʺʧ اكʨʰʶʱا أساسॽات الʴʱلʽل ة والهʙʻسॽّ العلʺॽّ  الاخʸʱاصاتالʲانॽة في 

ʛʲوأك Șʺفة أعʛاء معʻإلى ب  ّȄʛʤʻوال ʦॽʂالʺفاǼ اȞًاتتʺاس.  

 ɦّاب إلى سʱؔا الʚه ʦʶقʻل ةیʨʸة فʢǼاʛʱم: 

الȌॽʶॼ  نʨاع الʱقارب الʺʱʵلفة،في هʚا الفʸل عʛضٌ لأ :مʯʯالॻات ومʴʯلʴلات الʦʯاǺع
والʺʦʤʱʻ والʺʦʤʱʻ على ؗلّ مʳال مʛʱاصّ والʱقارب Ǽالʦॽʤʻ، تلʽها دراسة للʨʵاص الʴʱلʽلॽة، 
 كالاسʛʺʱار وقابلॽّة الاشʱقاق، للʨʱاǼع الʺعʛّفة ʻؗهاǽة مʱʱالॽة تʨاǼع أو مʨʺʳع مʶʱلʶلة تʨاǼع.

ʟ هʚا الفʸلُ لʱعʅȄʛ الʱؔامل  :الʯؒاملات الʗʲʸودة والʦʯاǺع الأصلॻّة ّy الʺʙʴود لʱاǼعٍ خُ
ʚلʥ لʱعʅȄʛ الʱاǼع الأصلي لʱاǼعٍ مʛّʺʱʶ قĎॽɻʢَِا مʴلĎॽا.  مʹȋʨʰ، وؗ

ʸّyة والʦʯاǺع الʸعʙّفة بʦاسʠة تؒاملات ǽعالج هʚا الفʸل تقارب الʱؔاملات  :الʯؒاملات الʸع
ّ̋ʺة للʨʱاǼع الʺʹʡʨʰة  ّ̋ʺة مʛجॽّɻة، وذلʥ الʺع ، في أغلʖ الأحॽان Ǽالʺقارنة مع تؔاملات مع

 ّʦة  ثॽّلʽلʴʱاصّ الʨʵال ʧʽʽغ في تعॽȃʨة لʻهʛʰم مʙʵʱʶُت ʘʽح Ȍॽسʨعة لǼاʱؔاملات الʱاول الʻʱی
 للʨʱاǼع الʺعʛّفة بʨاسʢة تؔاملات.

یʧّ̋ʹʱ هʚا الفʸل دراسةً للفʹاءات الʷعاॽّɺة الʺʤّʻʺة،  الفʷاءات الʵعاॻّɸة الʸʢّʹʸة:
ʛʤʻال ʧȞʺȄالفʹاءات. و ʥع في تلǼاʨʱات والॽالʱʱʺات الǽا  ونها ً̋ ॽʺه تعʱفʸǼ لʸا الفʚإلى ه

 ʙالي. لقʱل الʸلات في الفʨʴʱة مʙّع لعǼاʨʱراسة الʙل الأوّل وأساسًا لʸقًا لأفؔار الفॽʺوتع
 ʖالʢة الʛʰʵل ʥات؛ وذلॽالʱʱʺادًا على الʺʱة اعॽّجʨلʨʰʢال ʦॽʂالʺفا ʦʤف معʛّا أن نعʻارتأی

ʵʱاسǼ ائجʱʻال ʧم ʛʽʲؗ ل علىʨʸʴلة الʨهʶجهة، ول ʧها، مʽامهافʙ  Ȑʛجهةٍ أخ ʧم.  



ل خʨاص الʨʱاǼع الʦʯاǺع لعʗّة مʦّʲʯلات: ّy لعʙّة مʨّʴʱلات حॽّʁॽʁة، حʘʽ  الॽّʁॽʁʴة هʻا تُف
تُعʛّف الʺʱʷقّات الʜʳئॽّة، وقابلॽّة الʺفاضلة لʱلʥ الʨʱاǼع، وتُعʢى ʛʡائȘُ لإʳǽاد الʦॽʁ الǽّʙّʴة 

Ǽعʙ ذلʥ نʱʻقل إلى ة مʨّʴʱلات حॽّʁॽʁة. لعʙّ لॽّʁॽʁʴة الʺʴلॽّة والʙّʴیʧ الأعلى والأدنى للʨʱاǼع ا
والʱاǼع الʱاǼع العʶȞي الʺʴلّيّ  ومʛʰهʱʻي حॽّʁॽʁة لعʙّة مʨʴʱلاتالʨʱاǼع الʷعاॽّɺة  دراسة

  .، وتॽʰʢقاتهاوصʨلاً إلى مʹارʖȄ لاغʛانج الʹʺʻيّ 

یʛّʢʱق هʚا الفʸلُ إلى أبʛز الʱʻائج في  الʯؒاملات على ȖȂʙʟ والʯؒاملات الʷʸاعفة:
.ʧٍʴʻؔاملات على مʱؔاملات الʺʹاعفة والʱال 

 ، والॼعʙ الʻʰائيّ بʧʽ الॼُعʙ الʸارم للʛʰهان الȄʛاضيّ  الʺʨازنةفي هʚا الʱؔاب على  حʛصʻا
 ّȑʨȃʛʱال ّॽالأساس ʦॽʂللʺفا ʙʽهʺʱأ بʙʰل یʸضٌ . فؔل فʛه عॽاتة، یلʻهʛʰʺاتاتهامع  للॼإث ʦث ،

ج الʸعȃʨة، وتʱʶهʙف ة تʨضॽʴॽة، لʨʺʳʺǼ ʦʱʱʵॽُعة مʱʻقاة مʧ الʱʺارʧȄ الʱي تʛاعي تʙرّ أمʲل
 ّॽʺॽʂة الʺفاॽʻʰال ʜȄʜتع ʝّʴة الॽʺʻهانيّ  ة وتʛʰال.  

  ّʛʳم ʝॽاب لʱؔا الʚه ّȑʛʤʻال Ȑʨʱʴʺع للॽʺʳلٍّ د تȞؗ لʽلʴʱال ʦǽʙقʱاولة لʴم ʨبل ه ،  ،ȌǼاʛʱم
حǽُ ʘʽʺهʙ ؗل مفهʨم لʺا یلॽه، وتʻʰُى الʻʰى اللاحقة على أسʝ واضʴة ساǼقة. لʚا نʸʻح 

 ʟّʻمع ال Ȍॽʷʻفاعل الʱالǼ ȏاءتها، القارʛل قʰه قʶفʻب ʧʽاهʛʰاغة الॽاولة صʴخلال م ʧم ،
، على أن لا یʱعامل مع الʱʺارʧȄ ؗاخॼʱار ومʻاقʷة الʱʺارʧȄ والعʨدة للʺفاʦॽʂ عʙʻ الʴاجة

  ʴفȎ بل ؗʺʶاحة للʱفʛʽؔ والإبʙاع.لل

ʛّʳدة، ، لا ؗأدوات مة لفهʦ الʴʱلʽل الȄʛاضيّ ف دعامة قȄʨّ مل أن ʙʳǽ الʢالʖ في هʚا الʺʕلَّ آ 
 .مʧ الʺفاʦॽʂ الʺʛʱاʢǼة الʱي تʛʽʻ جانॼًا جʨهȄًʛا مʧ الفʛؔ الȄʛاضي الʺعاصʛ بل ʤʻؗام حيّ 
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	متتاليات ومتسلسلات التوابعالفصل الأوّل: 

  
  أو  هʦ أحʗ الʲقل  ʥʻو ،مʥ  غʙʻ تافهٍ  مʱالٌ  I هʘا الفʶلفي 

  تهʭʻة
)لʧؔʱ  . 1  تعريف )nz  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱم وl   ّل إنʨنق .( )nz ةȁقارʯم  ʧمl  إذا

وفقȌ إذا تقارʗȃ الʺʱʱالॽة الॽّʁॽʁʴة  nz l  ȑأ .ʛفʸال ʧإذام  ȋʛʷال Șّقʴت  

0 00, : , nn n n n z l              

 ʜمʛالǼ ʥإلى ذل ʜمʛونn n
z l


  أوlim nn

z l


.  

)ونقʨل إنّ  )nz  ȋʛʷال Șّقʴإذا ت Ȍشي إذا وفقʨؗ ȋʛش Șّقʴت  

0 00, : , , n mn m n m n n z z             

)لʧؔʱ  .1  مبرهنة )nz  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱم وl   قاربʱت ʚٍئʙʻع .( )nz  ʧمl   إذا
)Re)وفقȌ إذا تقارʗȃ الʺʱʱالॽة  ))nz  ʧمRe( )l ة  وॽالʱʱʺال(Im( ))nz  ʧمIm( )l.  

  الإثॺات:
)Reنʹع  ), Im( )n n n nx z y z  وRe( ), Im( )a l b l  ʧةً مʛاشॼات مॼج الإثʱʻی .
 ʛʱʺة االʴةجॽالʺʹاعفة الآت  

2max( , ) max( , )n n n n nx a y b z l x a y b          
)لʧؔʱ  .2  مبرهنة )nz  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱمʻع .ʙ ةॽالʱʱʺقارب الʱت ʚٍئ( )nz  إذا Ȍإذا وفق

ʗشي. حقّقʨؗ ȋʛش 
  الإثॺات:

)نفʛʱض أنّ  )nz  ʧة مȃقارʱمl ʧȞॽ0، ول  ʚٍئʙʻع ʙجʨ0، یn   أنّه إذا ؗان ʘʽʴǼ

0n n  ؗان
2nz l


  .فإذا ؗان ,m n    ʘʽʴǼ0n m n   ّفإن  

2 2
( ) ( )n m n m n mz z z l z l z l z l

               
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)إذن  )nz .شيʨؗ ȋʛش Șّقʴت  
)نفʛʱض الآن أنّ  )nz  شي. نʹعʨؗ ȋʛش ȘّقʴتRe( ), Im( )n n n nx z y z  . ʧم

)max الʺʛʱاجʴة , )n n nx a y b z l     Ďأنّ ؗلا ʙʳن ʧʽʱّ̔قॽʁʴال ʧʽʱʽالʱʱʺال ʧم ( )nx 

)و )ny  ʧان مʱȃقارʱشي فهʺا مʨؗ ȋʛش Șّقʴتa وb  هʻوم ،ʖʽتʛʱعلى ال( )nz  ʧة مȃقارʱم
l a ib .                     

)لʧؔʱ  . 2  تعريف )nz  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱم وL   لةʶلʶʱʺل إنّ الʨنق . nz 

إذا وفقȌ إذا تقارʗȃ مʱʱالॽة مʳامॽعها الʜʳئॽّة  مʯقارȁة
0

n

n k
k

S z


 
 
 
 

  هاʱّ̋ي نهایʶون

lim nn
L S


 لةʶلʶʱʺع الʨʺʳم ʖʱؔون ،

0
n

n

L z



 .  

ونقʨل إنّ الʺʶʱلʶلة  nz لاقʟالإǺ ةȁقارʯة  مॽّʁॽʁʴلة الʶلʶʱʺال ʗإذا ؗان Ȍإذا وفق

 nz .ةȃقارʱم 

 Ȃة وॽة الآتʳॽʱʻات الॼإث ȏك للقارʛʱاء عنʢ.حॽʴص ʛʽها غʶȞأنّ ع ʧّ̔ʰال یʲم 
  مʱقارȃة Ǽالإʡلاق تʨؔن مʱقارȃة. ؗلّ مʶʱلʶلة حʙودها في  نʱॻʯة:
f:لʧȞॽ الʱاǼع  . 3  تعريف I   و ، ʧȞॽ0ل {inf , sup }t I I I I   ّل إنʨنق .f 

ǽlقʰل     ًةǻنها  ʙʻ0له عt  إذا ؗان Ȍإذا وفق
0

0lim ( )
t t

f t l


 .  ʥإلى ذل ʜمʛن

 ʜمʛالǼ
0

lim ( )
t t

f t l


. 

f:لʧȞॽ الʱاǼع  . 4  تعريف I    ʧȞॽ0ولt I .  
إذا وفقȌ إذا ؗان  0tعʙʻ  مf  ّʙʸʯʴنقʨل إنّ 

0
0lim ( ) ( )

t t
f t f t


.  ّل إنʨونقf 

t نقʢةمʛّʺʱʶ إذا وفقȌ إذا ؗان مĎʛʺʱʶا عʙʻ ؗلّ  I.  
إذا وفقȌ إذا قʰل الʱاǼع  0tعʙʻ  اشʯقاقيّ  fونقʨل إنّ 
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0
0

0

( ) ( )
: \ { } ,

f t f t
I t t

t t


 


    

lنهاǽةً     ʙʻ0عt  الةʴه الʚفي ه ʖʱؔون
0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim

t t

f t f t
f t l

t t


  


.  

t نقʢةاشʱقاقيّ إذا وفقȌ إذا ؗان اشʱقاĎॽʀا عʙʻ ؗلّ  fونقʨل إنّ  I. 
f:لʧȞॽ  . 5  تعريف I   اً، وʛّʺʱʶعاً مǼتا,a b I فʛّود. نعʗʲʸؒامل الʯع  الǼاʱللf 

 ʧمa  إلىb  لȞʷالǼ 

( )dt Re( ( ))dt Im( ( ))dt
b b b

a a a
f t f t i f t     

2 :مʰال

0
1

/
dtite i


 .  

)3ولI،  ʧȞॽتاǼعʧʽ عقʙیʧʽّ مʧȄʛّʺʱʶ على  gو fلʧȞॽ  .3  مبرهنة , , )a b c Iو ،
2( , )    .  ًةʴॽʴة صॽا الآتǽن القʹاʨؔت ʚٍئʙʻع 

1. ( )dt ( )dt ( )dt
b c b

a a c
f t f t f t   . 

2.  ( ) ( ) dt ( )dt ( )dt
b b b

a a a
f t g t f t g t           . 

a إذا ؗان .3 b ، ّفإن:( )dt ( ) dt
b b

a a
f t f t .  

  الإثॺات
.)3سʱؔʻفي Ǽإثॼات  .)1لأنّ  ( .)2و (   واضʱʴان. (

)نʹع  .3 )dt
b

a
r f t   ʧؔʱول  ʘʽʴǼ( )dt

b i
a
f t re  ʚٍئʙʻع . 

( )dt ( )dt

Re ( )dt Re( ( ))dt

( ) dt ( ) dt

b bi i
a a
b bi i
a a

b bi
a a

r e f t e f t

e f t e f t

e f t f t

 

 



 

 



 

    

 

 
 

 
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                        وهʨ الʺʢلʨب إثॼاته.
 ʟلʵل منʨّʴʱʺة لǽʙع العقǼاʨʱة والǽّʙلات العقʶلʶʱʺات والॽالʱʱʺل إنّ دراسة الʨإلى الق Șʰا سʺ

  حॽʁقي تʕول إلى دراسة مʽʲلاتها الॽّʁॽʁʴة. 
  تعȂʙفات ومفاʤॻʀ أساسॻّة . 1

  ؗلّ تI  Șʽʰʢمعʛّفة على  مʯʯالॻة تʦاǺع نʶّ̋ي . 6  تعريف
: ( , ), nf I n f     

 ʘʽحʛʽʷǽ  ʜمʛال( , )I   فة علىʛّع الʺعǼاʨʱعة الʨʺʳإلى مI  ها فيʺॽʀ ʚوتأخ ّ̋ىʶǽ .
 ʛʸʻالعnf  لʽلʙذا ال ʙّʴالn ʱة الॽالʱʱʺيلل  ʜمʛالǼ هاʽإل ʜمʛن( )n nf   أو( )nf  ʧȞǽ ʦإن ل

  هʻاك الॼʱاس.
)لʧؔʱ  . 7  تعريف )nf  فة علىʛّع معǼاʨة تॽالʱʱمI،  ʧȞॽولf  ʧاً مʛʸʻع( , )I  لʨنق .

)إنّ الʺʱʱالॽة  )nf ةʟاʴॺة بȁقارʯم  ʧمf ةॽالʱʱʺال ʗإذا ؗان Ȍة، إذا وفقǽّدʙالع  ( )nf x 

 ʧة مȃقارʱم( )f x  اً ؗانǽّأ ʥوذلx  ʧمI،  إلى ʜمʛونʥذل  ʜمʛالǼS
nf f ذاȂو .

 ʗكانI B  ʧة مॽخال ʛʽة غॽّئʜعة جʨʺʳمI،  اʻّل إنّ فإنʨنق( )nf  ʧة مʡاʶॼة بȃقارʱم

f  علىB  ةॽالʱʱʺال ʗإذا ؗان Ȍةإذا وفقǽّدʙالع  ( )nf x  ʧة مȃقارʱم( )f x  اً ؗانǽّأ ʥوذل

x  ʧمB . ʜمʛالǼ ʥإلى ذل ʜمʛونS
n B
f f.  

أȌʶǼ أنʨاع تقارب مʱʱالॽات الʨʱاǼع، مǽُ ʧعʛʰʱ الʱقارب الȌॽʶॼ، ؗʺا تʛʽʷ الॽʺʶʱة،   .1 ملاحʢة
 الʴʱلʽلॽّة . ولʧؔ ما هي الʨʵاصّ عʙدǽّةفʙراسʱه تʕول مॼاشʛةً إلى دراسة نهاǽات مʱʱالॽات 

  الʱي تॼقى عʙʻ الʺʛور إلى الʻهاǽة الʢॽʶॼة؟
 ʧؔʱلٍ أدقّ لȞʷǼ( )nf ةॽالʱʱع على  مǼاʨالتʳʺال Iʧة مʡاʶॼة بȃقارʱعٍ  ، ومǼتا f.  

 ؟Iمʛّʺʱʶاً على  fهل ʨȞǽن ف، Iمʛّʺʱʶة على  nfإذا ؗانʗ الʨʱاǼع    .أ

)2، وIمʛّʺʱʶة على  nfإذا ؗانʗ الʨʱاǼع   .ب , )a b I ،ة:  هلفॽالʱاصّة الʵال Șّقʴʱت 

lim ( )dt ( )dt
b b
na an
f t f t


 ؟ 

 ؟Iاشʱقاॽّʀاً على  fهل ʨȞǽن ف، Iاشʱقاॽّʀة على  nfإذا ؗانʗ الʨʱاǼع   .ج
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 ȐʛʻاتسǼلة أنّ الإجاʲالأم ʠعǼ ة وهي فيʙقة واحǼاʶلة الʯالأس ʧورة" :عʛʹالǼ ʝॽه لॽوعل ."
، ومʧ هʻا تأتي إلى الʻهاǽة الʨʵاصّ الʛئॽّʶॽة للʨʱاǼع مʛور فإنّ الʱقارب الȌॽʶॼ لا Ȟǽفي لʹʺان

 مʧ الʱقارب ʴǽافȎ على تلʥ الʨʵاص عʙʻ الʺʛور إلى الʻهاǽة. أنʨاع أخȐʛ إʳǽاد أهʺॽّة 
2. ʤʢʯʹʸقارب الʯال  

)لʧؔʱ  . 8  تعريف )nf فة علىʛّع معǼاʨة تॽالʱʱم I ʧȞॽول ،f ʧاً مʛʸʻع( , )I  ʧؔʱل .
)الॽة ʱʺʱال )n  ʛاصʻع ʧم{ , }     العلاقاتǼ فةʛّوالʺع 

, sup ( ) ( )n n
x I

n f x f x


     

)نقʨل إنّ الʺʱʱالॽة  )nf امʢʯانǺ ةȁقارʯم   ʧمf، إذا إذا Ȍوفق ʗȃة  تقارॽالʱʱʺال( )n  ʧم

.ʛفʸال ʥذل ʧع ʛّhنع ʜمʛالǼ U
nf f .  

ʗذا ؗانȂو I B ،ةॽخال ʛʽف ال غʛّا نعʻّفإنʱʺʱ ةॽال( )Bn  ʛاصʻع ʧم
{ , }     فةʛّالعلاقات والʺعǼ 

, sup ( ) ( )B
n n

x B
n f x f x


     

)نقʨل إنّ و  )nf  ةȃقارʱاممʤʱانǼ  ʧمf  علىB  ةॽالʱʱʺال ʗȃإذا تقار Ȍإذا وفق( )Bn  ʧم

 ،ʛفʸال ʜمʛالǼ ʥإلى ذل ʜمʛونU
n B
f f .  

supالʺقʙار  ǽُعʛّف .2 ملاحʢة ( ) ( )n n
x I
f x f x


   ًافةʴم  ʧʽبf وnf قاربʱه تॽوعل ،

)الʺʱʱالॽة  )nf  ʧام مʤʱانǼf  ʗȃإذا تقار Ȍافات إذا وفقʶʺة الॽالʱʱم( )n   ،ʛفʸال ʧم
  وʧȞʺȄُ صॽاغة هʚا الȋʛʷ على الʨʴʻ الآتي:

 00, : nn n n         
  أو ȞʷǼلٍ مȞافئٍ:

 0, : , ( ) ( )nn n n x I f x f x            

مʧ حʙٍّ معʧّ̔، بʧʽ  بʙءاً تॼʸح مʨʸʴرة،  nfأمّا بॽانॽّاً ʧȞʺॽɾ القʨل إنّ الȋʨʢʵ الॽʰانॽّة للʨʱاǼع 
 ʧʽعǼاʱلل ʧʽّ̔انॽʰال ʧʽʢّʵالf  وf .  
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  أمʰلة

1.  ʧؔʱل( )nf  ةॽالʱʱع المǼاʨʱفة علىالʛّال  ʺعʳʺ0ال 1[ , )Ǽالॽʸغة  [ ) n
nf x x ّإن .

( )nf  عǼاʱال ʧة مʡاʶॼة بȃقارʱم( ) ( )f x E x ʘʽح ʦʤʱʻم ʛʽقارب غʱا الʚه ʧؔول ،

)إنّ الʺʱʱالॽة  )n  ّلأن ʛفʸال ʧة مȃقارʱم ʛʽغ
0 1

1
[ , ]
sup ( )n

n
x

x E x


  . 

2.  ʧؔʱل( )nf  ةॽالʱʱع المǼاʨʱفة علىالʛّعʺ   غةॽʸالǼ( ) arctan( )nf x nx ّإن .

( )nf  عǼاʱال ʧة مʡاʶॼة بȃقارʱمf غةॽʸالǼ ىʢالʺع 

0
2
0 0

0
2

,

( ) ,

,

x

f x x

x









 

 


  

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.4

0.2

0.2

f

f

f

f20

f22

f24

f26

f4
f8

f12

f16

f20

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
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لʝॽ مʛّʺʱʶاً (غʛʽ مʛّʺʱʶ عʙʻ ف f أمّا، ؗلّها اشʱقاॽّʀة على  nfلاحȎ أنّ الʨʱاǼع 
.(ʛفʸال  

)إنّ  )nf  ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱم ʛʽغf ةॽالʱʱʺلأنّ ال ʥوذل ،( )n  ʧة مȃقارʱم ʛʽغ

 ʙʳن ȌॽʶǼ ابʶʴॼɾ ،ʛفʸال
2

sup ( ) ( )n n
x
f x f x




  


.  

3.  ʧؔʱل( )nf  ةॽالʱʱع المǼاʨʱفة علىالʛّ0 ʺع 1[ ,  Ǽالॽʸغة  [

2

2

1
0

1 2
0 1 2

2
0 1

*

,

, [ , ], ( ) ,

,

n

n x x
n

n x f x n n x x
n n

x
n


 


       

  


  

0إنّ  0lim ( )nn
f


 ذا ؗانȂ0، و 1] , ]x  عيّ فॽʰʡ دʙع ʙجʨʽ0n  ʘʽʴǼ

0
2

n n x
n

   هʻ0، وم 0( )nn n f x   ّج أنʱʻʱʶن ،

0lim ( )nn
f x


  لةʶلʶʱʺقارب الʱت ʦَّث ʧالة، ومʴه الʚفي ه( )nf  عǼاʱال ʧة مʡاʶॼب

،ȑʛفʸأنّ و  ال ʙʳن ȌॽʶǼ ابʶʴȃ1

0
1*, ( )dxnn f x   هʻوم ،

1

0
1lim ( )dxnn

f x


 ، ّأن ʧʽعلى ح 
1

0
0lim ( ) dxnn

f x


   
 




.  

2 1 1 2

1.5

1.0

0.5

0.5

1.0

1.5

f2
f4

f6

f8

f10
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)نلاحȎ أǽʹاً أنّ  )nf  ّلأن ʥوذل ،ȑʛفʸع الǼاʱال ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱم ʛʽغ

0 1
0

[ , ]
sup ( )n n
x

f x n


   هʻوم ،( )n .ʛفʸال ʧة مȃقارʱم ʛʽغ  

 
4.  ʧؔʱل( )nf  ةॽالʱʱع المǼاʨʱفة علىالʛّعʺ   غةॽʸالǼ 

0

1 1

0 1

,

, , ( ) ,

,
n

x n

n x f x n x n

x n

 


       
  

   

 ʧȞॽلx   ، 1إذا ؗان( )n E x   ؗانn x  ان )0وؗ )nf x  جʱʻʱʶن ،
0limأنّ  ( )nn

f x


 ʦّث ʧوم ،( )nf .ȑʛفʸع الǼاʱال ʧة مʡاʶॼة بȃقارʱم  

، ولʧؔ الʻهاǽة الʢॽʶॼة للʺʱʱالॽة ؗلّها غʛʽ مʛّʺʱʶة على  nfلاحȎ أنّ الʨʱاǼع 
  .مʛّʺʱʶة على 

 ،Ȑʛجهةٍ أخ ʧم( )nf  ّلأن ʥوذل ،ȑʛفʸع الǼاʱال ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱم ʛʽغ
0 1sup ( )n

x
f x


 


.  

5.  ʧؔʱل( )nf  ةॽالʱʱع المǼاʨʱفة علىالʛّال  ʺعʳʺال غةॽʸالǼ  

1*, ( )
n

n
x

x f x
n

 
    

 
  

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

5

10

15

20

f5

f10

f15

f20



  متتاليات ومتسلسلات التوابع
________________________________________________________________ 

9 
 

,نعلʦ أنّ  lim ( ) x
nn

x f x e 
   إذن .S

nf f





  ʘʽحf  عǼاʱال ʨه

)Ǽالॽʸغة  الʺعʛّف على  ) xf x e ʧؔول ،( )nf  ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱم ʛʽغf 

1supلأنّ 
n

x
n

x

x
e

n




 
     

 
، إذ تؔفي ملاحʤة أنّ 

1lim
n

x

x

x
e

n

          

 .ʥات ذلॼلإث 

)نعʛّف الʺʱʱالॽة  .6 )nf  1على[ , [  غةॽʸالǼ
1

( )n
n

f x
nx




 معʛّفتاǼع  f، و 

Ǽ1الॽʸغة 
( )f x

x
  Șّقʴʱه. نʶال نفʳʺلة أنّ على الʨهʶǼ

1[ , [
S

nf f


 .

)ʺʱʱالॽة لʙراسة الʱقارب الʺʦʤʱʻ لل )nf  ʧمf  ʖʶʴن

1,
sup ( ) ( )n n
x

f x f x
   

  ʙʳʻ1 أنّ  ف

1n n
 


أȑ إنّ  

0n n



 ʦَّث ʧوم ،

1[ , [
U

nf f


.  

 Ȍॽʶॼقارب الʱال ʧʽالعلاقة ب ʧّ̔ʰة تॽة الآتʻهʛʰʺال.ʦʤʱʻʺقارب الʱوال  
)ʧؔʱ ل .4  مبرهنة )nf فة علىʛّع معǼاʨة تॽالʱʱم I ʧȞॽول ،f ʧاً مʛʸʻع ( , )I .  ضʛʱنف
) أنّ  )nf  ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱمf. :ʚٍئʙʻع  
1. ( )nf  ʧة مʡاʶॼة بȃقارʱمf. 

)ؗانʗ إذا  .2 )nx  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱمI  ʗةؗانॽالʱʱʺال     n n nf x f x ةȃقارʱم 

ʧم ʛفʸال.  
  الإثॺات
supنʹع  مn  ʧأǽّاً ؗان  ( ) ( )n n

t I
f t f t


 .  
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1.  ʧȞॽلx ʧاً مʛʸʻعI اʻیʙل ., ( ) ( )n nn f x f x     قاربʱت ʦَّث ʧوم ،

الʺʱʱالॽة  ( )nf x  ʧم( )f x هʻوم ،( )nf  ʧة مʡاʶॼة بȃقارʱمf. 

,نʳॽʱة واضʴة مʧ الʺʛʱاجʴة  .2 ( ) ( )n n n nn f x f x    .         

    .3 ملاحʢة
1.  ʧʽالʲʺال ʧؔول ،ʦʤʱʻʺقارب الʱلازم لل ȋٌʛش Ȍॽʶॼقارب الʱقة أنّ الǼاʶة الʻهʛʰʺال ʧّ̔ʰت

 ʧʽقǼاʶ1ال(. .)2و ( ومع ذلʥ فإنّ الʱقارب الȞّʷǽ Ȍॽʶॼل أساساً  یʱʰʲان أنّه لʝॽ ؗاॽɾاً. (
 ʦʤʱʻʺقارب الʱراسة الʙةلǽهاʻفة الʛخلال مع ʧم. 

)ؗانʗ  إذا .2 )nf  ʧة مʡاʶॼة بȃقارʱمf،  ة وॽالʱʱاد مʳǽا إʻعʢʱاس( )nx  ʛاصʻع ʧم

A  ةॽالʱʱʺقارب الʱلا ت ʘʽʴǼ ( ) ( )n n nf x f x  ʛفʸال ʧن ف ،مʨؔلا ت ʚئʙʻع

)الʺʱʱالॽة  )nf  ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱمf ʦَّث ʧوم ،( )nf .امʤʱانǼ ةȃقارʱم ʛʽغ  
  أمʰلة

1.  ʧؔʱل( )nf  الʳʺفة على الʛّع الʺعǼاʨʱة الॽالʱʱ0م 1] ,  Ǽالॽʸغة  [
1

1*, ( ) ( )nxnn f x nx    ّإن .( )nf  ʗابʲع الǼاʱال ʧة مʡاʶॼة بȃقارʱم
1f . 

1نʱأمّل الʺʱʱالॽة 
nx n

 
 

 
 إنّ الʺʱʱالॽة ،  1( ) ( )n n nf x f x   ةȃقارʱم ʛʽغ

ʛفʸال ʧه مʻوم ،( )nf قاʱم ʛʽامر غʤʱانǼ ةȃ  ʧمf. 
2.  ʧؔʱل( )nf  الʳʺفة على الʛّع الʺعǼاʨʱة الॽالʱʱ0م] , [  غةॽʸالǼ 

2 2
, ( )n

nx
n f x

n x
  


 .  

)إنّ  )nf  عǼاʱال ʧة مʡاʶॼة بȃقارʱم ȑʛفʸ0 الf  .  

لʱʻأمّل الʺʱʱالॽة  nx n ، ةॽالʱʱʺإنّ ال  ( ) ( )n n nf x f x  ʧة مȃقارʱم ʛʽغ

ʛفʸه الʻوم ،( )nf قاʱم ʛʽامر غʤʱانǼ ةȃ  ʧمf. 
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)لʧؔʱ  . 9  تعريف )nf فةʛّع معǼاʨة تॽالʱʱالٍ  على مʳم I ّل إنʨنق ،( )nf  Șّقʴشي تʦؕ ȉʙش
0أǽّاً ؗان  تʴقȘّ الȋʛʷ : وفقȌ إذا إذا Ǻانʢʯام  ʙوُج ،n  ʘʽʴǼ  

 2( , ) , , ( ) ( )n mn m m n n x I f x f x           

)لʧؔʱ  .5  مبرهنة )nf  فة علىʛّع معǼاʨة تॽالʱʱمI نʨؔت ʚئʙʻع ، ( )nf  Ȍام إذا وفقʤʱانǼ ةȃقارʱم
  إذا حقّقʗ شʨؗ ȋʛشي Ǽانʤʱام.

  الإثॺات
)نفʛʱض أنّ  )nf  عǼاʱال ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱمf ʧȞॽ0. ل  ʙجʨی ʚٍئʙʻع ،n   ʘʽʴǼ

2
, , ( ) ( )nn n x I f x f x


     فإذا ؗان ،m n n   اً ؗانǽّفإنّه أx I 

  كان

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n m n mf x f x f x f x f x f x

  

    

  
  

 ʦّث ʧوم( )nf .امʤʱانǼ شيʨؗ ȋʛش Șّقʴت  
 ،ʝȞالعȃض أنّ وʛʱنف( )nf ʧȞॽام. لʤʱانǼ شيʨؗ ȋʛش Șّقʴ0 ت ،   ʚٍئʙʻع ʙجʨیn  

 ʘʽʴǼ, ( ) ( )n mm n n x I f x f x        اً ؗانǽّأنّه أ ʥذل ʧج مʱʻʱʶن ،x 
 ʧمI  ةॽالʱʱʺفإنّ ال ( )nf x  ʛاصʻع ʧم شيʨؗ ȋʛش Șّقʴت،  ʧة مȃقارʱفهي م ʧم ʛٍʸʻع
 عǼاʱف إذن الʛّنع .: , lim ( )nn

f I x f x


   ةॽالʱʱʺاضح أنّ الʨال ʧم .( )nf  ةȃقارʱم

 ʧة مʡاʶॼبf ʧȞॽل .ʦʤʱʻقارب مʱا الʚأنّ ه ʗʰʲʻل .m وn  ʘʽʴǼ ʧʽّ̔عॽʰʡ ʧدیʙع
m n n   ةʴاجʛʱʺال Șّقʴʱت ʚٍئʙʻع, ( ) ( )n mx I f x f x       علʳنm  عىʶت

,في الʺʛʱاجʴة الأخʛʽة ف  ʙʳʻإلى  ( ) ( )nx I f x f x     ّي أنʻعǽ اʚوه ،( )nf 
 ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱمf.اتهॼب إثʨلʢʺال ʨوه ،           

             
إذا  :أȑ ؛إذا وفقȌ إذا ؗان مغلقاً ومʙʴوداً  مʙʯاصّ إنّه  Iنقʨل عʧ مʳالٍ  . 10  تعريف

aوُجʙ عʙدان حॽّʁॽʁان  b  ʘʽʴǼ[ , ]I a b. 
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)لʧؔʱ  . 11  تعريف )nf فة علىʛّع معǼاʨة تॽالʱʱالٍ  مʳم I ّل إنʨنق ،( )nf ةȃقارʱام  مʢʯانǺ
)مʧ الʱاǼع  مʙʯاصّ على ؕل مʱال  , )f I   ، Ȍها  إذا إذا وفقʙّي حʱة الॽالʱʱʺال ʗȃتقار

العام 
[ , ]
sup ( ) ( )n
t a b

f t f t


  اً ؗانǽّأ ʥوذل ،ʛفʸال ʧاص مʛʱʺال الʳʺال[ , ]a b  Ȑʨʱʴʺال

 .Iفي 
  نʱॻʯة

  . مʛʱاصّ ؗان الʱقارب الʺʦʤʱʻ مȞافʯاً للʱقارب الʺʦʤʱʻ على ؗلّ مʳالٍ اً، مʛʱاصّ  Iإذا ؗان الʺʳال 
)لʧؔʱ  .6  مبرهنة )nf  فة علىʛّع معǼاʨة تॽالʱʱمI: ʚئʙʻع ،  
1.  ʗإذا ؗان( )nf ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱع مǼاʱال fةȃقارʱم ʗال  ، ؗانʳام على ؗل مʤʱانǼ

  .f مʧ مʛʱاصّ 
2.  ʗإذا ؗان( )nf ةȃقارʱال  مʳام على ؗل مʤʱانǼ ّاصʛʱم  ʧمf  ةʡاʶॼة بȃقارʱم ʗؗان ،

 ʧمf. 
  الإثॺات

1.  ʧȞॽل[ , ]a b I  ًالاʳاصّ مʛʱاً. مʧʽʱʽالʱʱʺف الʛّنع 

sup ( ) ( )n n
x I
f x f x


   و  

[ , ]
sup ( ) ( )n n
x a b

f x f x


   

)إنّ الʱقارب الʺʦʤʱʻ للʺʱʱالॽة  )nf  ʧمf  ةॽالʱʱʺي تقارب الʹʱقǽ( )n  ʧوم ،ʛفʸال ʧم
0الʺʛʱاجʴة  n n    ّج أنʱʻʱʶة نॽالʱʱʺال ( )n  هʻوم ،ʛفʸال ʧة مȃقارʱم

[ , ]
U

n a b
f f ةॽالʱʱʺه فالॽوعل ،( )nf ةȃقارʱم  ʧمf  الʳام على ؗل مʤʱانǼ ّاصʛʱم. 

2.  ʧؔʱلa I ʗا ؗان ّ̋ )، ل )nf ةȃقارʱم ʧم f  الʳام على ؗل مʤʱانǼ ّاصʛʱة مȃقارʱفهي م ،
]Ǽانʤʱام على الʺʳال  , ] { }a a a هʻوم ،( ) ( )nf a f a  أو ʛفʸال ʧة مȃقارʱم

( ( ))nf a  ʧة مȃقارʱم( )f a ʦّث ʧوم ،( )nf  ʧة مʡاʶॼة بȃقارʱمf. 
إنّ عʝȞ الاقʱʹائʧʽ الʨاردیʧ في الʺʛʰهʻة الʶاǼقة خاʡئ، وهʚا ما یʻّ̔ʰه الʺʲالان  .4 ملاحʢة

  الآتॽان.
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  مʰالان
)لʧؔʱ مʱʱالॽة الʨʱاǼع  .1 )nf  الʳʺفة على الʛّ0الʺع 1[ , )Ǽالॽʸغة  ] ) n

nf x x ّإن .
( )nf قاʱم ʛʽولّؔ̒ها غ ،ȑʛفʸع الǼاʱال ʧة مʡاʶॼة بȃقارʱر م ʧȞॽام. لʤʱانǼ ةȃ[ , ]a b 

 Ȑʨًʱʴالاً مʳ0في  م 1[ , [  ʚٍئʙʻ0ع
[ , ]
sup n n

n
x a b

x b


   ّ0، ولأن 1b  

0nفإنّ  n



 هʻ0، وم

[ , ]
U

n a b
f  ʦَّث ʧوم ،( )nf  امʤʱانǼ ةȃقارʱم

 .مʛʱاصّ على ؗلّ مʳال 
)رأیʻا في مʲالٍ سابȘ أنّ مʱʱالॽة الʨʱاǼع  .2 )nf  الʳʺفة على الʛّ0الʺع 1[ , Ǽالॽʸغة  [

( ) n
nf x x  ام علىʤʱانǼ ةȃقارʱم ʛʽة، وهي غʡاʶॼة بȃقارʱ0م 1[ , ] ʗʶॽفهي ل ،

  .مʛʱاصّ مʱقارȃة Ǽانʤʱام على ؗلّ مʳال 

  الʯقارب الʤʢʯʹʸ والاسʙʸʯار .3
الʱقارب الȌॽʶॼ لا Ȟǽفي لʹʺان اسʛʺʱار نهاǽة مʱʱالॽة مʧ الʨʱاǼع  لاحʻʤا في الفقʛة الʶاǼقة أنّ 

الʺʛّʺʱʶة. في هʚه الفقʛة سʗʰʲʻ أنّ الʱقارب الʺʦʤʱʻ شȋٌʛ ؗافٍ لؔي تʴافȎ نهاǽة مʱʱالॽة مʧ الʨʱاǼع 
  على خاصॽّّة الاسʛʺʱار.

)لʧؔʱ  )مبادلة النهايات(  .7  مبرهنة )nf  فة علىʛّع معǼاʨة تॽالʱʱمIو ،f  ف علىʛّع معǼتا
I، ॽول ʧȞ{inf , sup }a I I I I  و ،( )nl  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱم  
و ،l  ض أنّ:. نفʛʱ  

1. ( )nf  ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱمf. 
limؗان  nأǽّاً ؗان العʙد الॽʰʢعي  .2 ( )n nx a

f x l


 . 

3. lim nn
l l


. 

 ٍʚئʙʻع  عǼاʱل الʰقǽf  ةǽهاʻالl  ʙʻعa؛ ȑأ: lim ( )
x a
f x l


.  ʛل آخȞʷǼ أو

lim lim ( ) lim lim ( )n nx a n n x a
f x f x

   

      
   

.  
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  الإثॺات
مʷاǼه  ولّؔ̒ه ،الإثॼات في الʴالة العامّة مʷʱعʖّ ، وهʚاعʙد حॽʁقيّ  aسʨʻرد الإثॼات في حالة 

  لهʚه الʴالة.
 ʧȞॽ0ل  ʗا ؗان ّ̋ ). ل )nf  ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱمfو ،( )nl  ʧة مȃقارʱمl  دʙع ʙجʨفإنّه ی

  ʘʽʴǼ یʴʱقॽʰʡ0n Șّعيّ 

0 3 3
, ( ) ( )n nn n l l x I f x f x

    
           

   
  

  وȞʷȃلٍ خاص 

0 03 3
, ( ) ( )n nl l x I f x f x

    
         

   
  

مʧ جهةٍ أخȐʛ، إنّ  
0 0

lim ( )n nx a
f x l


  ʙجʨʽ0ف  ʘʽʴǼ  

0 0 3
( )n nx I x a f x l

        

ʴǽxقI  Șّعʛʸʻاً مx  ʧفإذا ؗان   a    ّفإن  

0 0 0 0

3 3 3

( ) ( ) ( ) ( )n n n nf x l f x f x f x l l l

   

      

   
  

 ʦَّث ʧوم( )
x a

f x l


 .اتهॼب إثʨلʢʺال ʨوه ،          
ّ̋ة وهي عʙʻما تʨؔن  .5 ملاحʢة )تॼقى نʳॽʱة الʺʛʰهʻة الʶاǼقة صʴॽʴة في حالةٍ مه )nl  ةॽالʱʱم

 ʛاصʻع ʧم  وl  .  
)لʧؔʱ  .8  مبرهنة )nf  فة علىʛّع معǼاʨة تॽالʱʱمI ،ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱوم ( , )f I  و ،
a  ʧاً مʛʸʻعI . ضʛʱع نفǼاʨʱأنّ الnf ةʛّʺʱʶؗلّها م  ʙʻعa.  نʨȞǽ ʚٍئʙʻعf  ّʛʺʱʶاً م 

 ʙʻعa.  
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  الإثॺات
)إنّ  )nf  ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱمf  هʻة ومʡاʶॼة بȃقارʱفهي مlim ( ) ( )nn

f a f a


 ٍجهة ʧم .

lim، إذنaعʙʻ  مnf  ّʛʺʱʶفإنّ  n العʙد الॽʰʢعي أخȐʛ، أǽّا ؗان ( ) ( )n nx a
f x f a


 .  

)نȘّhʢ الʺʛʰهʻة الʶاǼقة مع  )l f aو ،, ( )n nn l f a   ّأن ʙʳʻف ،
lim ( ) ( )
x a
f x f a


 هʻوم ،f  ʙʻع ʛّʺʱʶمa.                    

)لʧؔʱ   (الاستمرار) .9  مبرهنة )nf  ة علىʛّʺʱʶفة ومʛّع معǼاʨة تॽالʱʱمI ةȃقارʱام ، ومʤʱانǼ
)مʧ الʱاǼع  على ؗلّ مʳال مʛʱاصّ  , )f I   . نʨȞǽ ʚٍئʙʻعf اĎʛʺʱʶعلى  مI.   

  الإثॺات
 ʧȞॽلa I،  ʙجʨی ʚٍئʙʻ0ع   الʳʺن الʨȞǽ ʘʽʴǼJ:أتيǽ ف ؗʺاʛّالʺع   

infaإذا ؗان  I  ؗان[ , ]J a a  .  
\إذا ؗان  {inf , sup }a I I I  ؗان[ , ]J a a   .  
supaإذا ؗان  I  ؗان[ , ]J a a .  

  .IمȐًʨʱʴ في 
العf  ʛʸʻ، وعلॽه ǽقʰل Jمʛّʺʱʶ على  fنʱʻʱʶج أنّ  JبȘʽʰʢʱ الʺʛʰهʻة الʶاǼقة على الʺʳال 

( )f a  ʙʻةً له عǽنهاa  ʙʻع ʛّʺʱʶم ʨفهa.  ّج إذن أنʱʻʱʶنf  على ʛّʺʱʶمI.           
4.  ʤʢʯʹʸقارب الʯودالʗʲʸؒامل الʯوال  

)لʧؔʱ  .10  مبرهنة )nf  ةॽالʱʱالم ʧع مǼاʨʱةالʛّʺʱʶʺ  علىI، ةȃقارʱالٍ  ومʳام على ؗلّ مʤʱانǼ

)2ولI ، ʧȞॽالʺعʛّف على  fمʛʱاص مʧ الʱاǼع  , )a b I مع a b نʨؔت ʚٍئʙʻع .

)الʺʱʱالॽة  )dt
b
na
f t

 
 
   ʧة مȃقارʱم( )dt

b

a
f t.  

  لإثॺاتا
)إنّ  )nf  ة علىʛّʺʱʶʺع الǼاʨʱال ʧة مॽالʱʱمI  الʳام على ؗلّ مʤʱانǼ ةȃقارʱاصّ ومʛʱع  مǼاʱال ʧم

f ّأن ʥذل ʧج مʱʻʱʶن .f  ʧȞॽل .ʛّʺʱʶعٌ مǼ2تا( , )a b I  ʘʽʴǼa b نʹع .
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[ , ]
sup ( ) ( )n n
t a b

f t f t


  ةॽالʱʱʺإنّ ال .( )n  قاربʱال ʖʰʶǼ ʥوذل ،ʛفʸال ʧة مȃقارʱم

)الʺʦʤʱʻ للʺʱʱالॽة  )nf  ʧمf  الʳاصّ على ؗلّ مʛʱة مʴاجʛʱʺال ʧوم ، 

( )dt ( )dt ( ) ( ) dt dt ( )
b b b b
n n n na a a a
f t f t f t f t b a           

)نʱʻʱʶج أنّ الʺʱʱالॽة  )dt
b
na
f t

 
 
   ʧة مȃقارʱم( )dt

b

a
f t .اتهॼب إثʨلʢʺال ʨوه        

  مʰال

)لʧؔʱ مʱʱالॽة الʨʱاǼع  )nf  الʳʺفة على الʛّ0الʺع 1[ , Ǽالॽʸغة  [
2 2

( )
( )

n

n n

x
f x

x



. ʻʻȞʺǽا 

)ʶǼهʨلة إثॼات الʱقارب الʺʦʤʱʻ للʺʱʱالॽة  )nf  ȑʛفʸع الǼاʱال ʧة   ،مॽالʱʱʺأنّ ال ʙʳه نʻوم
1

0 2 2
dt

( )

n

n

t

t

 
 
  
 





  ʧة مȃقارʱ1م

0
0 0dt .  

  الʯقارب الʤʢʯʹʸ والاشʯقاق .5
)لʧؔʱ  (الاشتقـاق) .11  مبرهنة )nf  ةॽالʱʱالم ʧع مǼاʨʱقاقʱعلى  القابلة للاشI ، ةȃقارʱوم

ʧة مʡاʶॼب ( , )f I  . ضʛʱة  إضافةً  نفॽالʱʱʺأنّ ال ʥإلى ذل nf   امʤʱانǼ ةȃقارʱم

)مʧ تاǼع  على ؗلّ مʳالٍ مʛʱاصٍّ  , )g I    ʚٍئʙʻة عॽالʱʱʺقارب الʱت( )nf امʤʱانǼ  على
fوʴȄقI  Șّاشʱقاॽّʀاً على  f، وʨȞȄن fمʧ الʱاǼع  كلّ مʳالٍ مʛʱاصٍّ  g .  

  الإثॺات
حالة أوّلاً:  :  
 ʧȞॽلK  Ȑʨًʱʴا م Ďاصʛʱالاً مʳفي  مI، ॽول ʧȞ0x Iو ،[ , ]a b  في Ȑًʨʱʴا م Ďاصʛʱالاً مʳمI 

 ʧم Ďؗلا ȑʨʱʴȄوK 0وx ّ0. إن( ( ))nf x  .شيʨؗ ȋʛش Șّقʴة فهي تȃقارʱفإنّ م ʥلʚؗو ( )nf  
]على  مʱقارȃة Ǽانʤʱام , ]a b  .امʤʱانǼ شيʨؗ ȋʛش Șّقʴفهي ت  

 ʧȞॽ0ل  ّعيॽʰʡ دʙع ʙجʨ0، یn ʘʽʴǼ  0إذا ؗانm n n ؗان ، :  
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0 2 2
( )( ) [ , ], ( )( )

( )m n m nf f x t a b f f t
b a

    
             

  

 ʧȞॽلx K.  ا ؗان ّ̋ )ل )n mf f  اً علىॽّʀقاʱاشI ،اʻʻȞودة  أمʙʴʺات الʙایʜʱة الʻهʛʰم Șʽʰʢت
 ʧʽ0بx وx، هॽوعل  ʙجʨیxc  ʧʽ0بx وx  ʘʽʴǼ 

0 0( )( ) ( )( ) ( )( )( )m n m n m n xf f x f f x x x f f c        
  إذن أنّ:نʱʻʱʶج  

0 0 0

0 0

2 2

[ , ]

[ , ]

( ) ( ) ( ) ( ) sup ( ) ( )

( ) ( ) ( ) sup ( ) ( )

( )
( )

m n m n m n
t a b

m n m n
t a b

f x f x f x f x x x f t f t

f x f x b a f t f t

b a
b a

  





       

      

   


  

 Șّقʴت ʦَّث ʧوم( )nf ةȃقارʱام، فهي مʤʱانǼ شيʨؗ ȋʛش ʧم f  ام علىʤʱانǼK على ʦَّث ʧوم ،
   .كلّ مʳالٍ مʛʱاص

0xلʧȞॽ الآن  I،  ةॽّʀقاʱات اشॼلإثf  ةʢنق ʙʻ0عx I أنّه إذا ؗان ʗʰʲʻ0، س supx I 

0وأنّ  ǽ0xقʰل مʱʷقĎا مʧ الʧʽʺॽ عf  ʙʻفإنّ  0( ) ( )rf x g x ، 0إذا ؗان  وأنّه infx   ّفإن

f  ʙʻار عʶॽال ʧا مĎقʱʷل مʰقǽ0x  ّ0وأن 0( ) ( )lf x g x .  
0فإذا ؗان  supx I ʙ0، وُج   ʘʽʴǼ0 0[ , ]J x x I  .  

 ʧؔʱع لǼاʨʱة الॽالʱʱم( )ng  فةʛّ0على الʺع\ { }J x :غةॽʸالǼ  

0

0

( ) ( )
( ) n n
n

f x f x
g x

x x





  

)سʗʰʲʻ أنّ الʺʱʱالॽة  )ng .امʤʱانǼ شيʨؗ ȋʛش Șّقʴت  
  ʧȞॽ0ل  ّعيॽʰʡ دʙع ʙجʨ1، یn  ʘʽʴǼ  

1 , ( ) ( )m nm n n t J f t f t          

)وذلʥ لأنّ  )nf  قاʱام على ر مʤʱانǼ ةȃJ.  
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 ʧȞॽ0ل\ { }x J x و ،m وn  ʘʽʴǼ ʧʽّ̔عॽʰʡ ʧدیʙ1عm n n  عǼاʱا ؗان ال ّ̋ . ل

m nf f  اً علىॽّʀقاʱاشIدٌ  ، فإنّهʙودة عʙʴʺات الʙایʜʱة الʻهʛʰى مʹʱقʺǼ ʙجʨقي  یॽʁحxc  ʧʽب

0x وx ʘʽʴǼ  

0

0

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )m n m n
m n m n x

f f x f f x
g x g x f f c

x x

  
    


  

 ومʻه 

0\ { }, ( ) ( ) sup ( ) ( )m n m n
t J

x J x g x g x f t f t 


        

)وهʚه الʺʛʱاجʴة تʗʰʲُ أنّ  )ng  ام علىʤʱانǼ ةȃقارʱام، فهي مʤʱانǼ شيʨؗ ȋʛش Șّقʴ0ت\ { }J x 
  الʺعʢى Ǽالॽʸغة  hمʧ الʱاǼع 

0

0

( ) ( )
( )

f x f x
h x

x x





  

ذلʥ یʴʱقȘّ إلى  إضافةً 
0

0, lim ( ) ( )n nx x
n g x f x


   ،ف ʥلʚ  إنوؗ

0 0lim ( ) ( )nn
f x g x


 جʱʻʱʶه نʻات ،، ومǽهاʻادلة الॼة مʻهʛʰم Șʽʰʢʱع أنّ  ،بǼاʱالh   لʰقǽ

0( )g x  ʙʻةً له عǽ0نهاx ّي أنʻعǽ اʚوه ،f ʧʽʺॽال ʧقّاً مʱʷل مʰقǽ  ʙʻ0عx  ّا  وأنʚة هʺॽʀ
0 الʺȘّʱʷ هي 0( ) ( )rf x g x .   

0نفʛʱض الآن أنّ  infx I،  ʚٍئʙʻع ʙجʨ0ی   ʘʽʴǼ0 0[ , ]J x x I   قةȄʛʢȃو .
 ॽʀʺة هʚا الʺȘّʱʷ هي وأنّ  0xعǽ  ʙʻقʰل مʱʷقّاً مʧ الʶॽار fأنّ  نʗʰʲ مʺاثلة للʴالة الʶاǼقة

0 0( ) ( )lf x g x  ʦّث ʧوم ،f  ʙʻقاقيّ عʱ0اشx 0و 0( ) ( )f x g x  ّا أنʻʱʰأث ʙن قʨؔا نʚب .
f  ʧة مʢؗلّ نق ʙʻقاقي عʱاشI  ّوأن, ( ) ( )x I f x g x  .اتهॼب إثʨلʢʺال ʨوه ،  

حالة : ثانॽاً    
Șʰما س Șʽʰʢʱب بʨلʢʺج الʱʻʱʶن  ʧʽʱّ̔قॽʁʴع الǼاʨʱيّ الʱʽالʱʱم ʧعلى ؗلّ م Re( )nf و

 Im( )nf.                        
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 ؗʺا یلي:ʧȞʺǽ صॽاغة الʳॽʱʻة الʛئॽّʶॽة للʺʛʰهʻة الʶاǼقة  .6 ملاحʢة

, lim ( ) lim ( )n nn n
x I f x f x

 

     
 

. نعʛّh عʧ ذلǼ ʥالقʨل إنّ مȘّʱʷ الʻهاǽة 

  ʶǽاوȑ نهاǽة الʺȘّʱʷ، وهʚا ॼʡعاً عʙʻما تʴʱقȘّ شʛوȋ الʺʛʰهʻة.

6. ʔȂʙقʯهʹات الʙʮم  
:نقʨل عʧ الʱاǼع  . 12  تعريف [ , ]f a b    ت جʺاعة درجيإنّهʙإذا وج Ȍإذا وفق ،

0( )k k nx    ʛاصʻع ʧم[ , ]a b  Șّقʴ0ت 1 na x x x b     ان ثابʱاً  f، وؗ
k,1على ؗلّ مʳال  kx x   اً ؗانǽّأ ʥ1، وذل k n .  

]تاǼعاً مʛʺʱʶاً على الʺʳال  fلʧȞॽ  (تقريب تابع مستمرّ بتابع درجيّ) .12  مبرهنة , ]a b 
) الʙرجॽّة الʨʱاǼع مʧعʙʻئʚٍ تʨجʙ مʱʱالॽة  )nR  ةȃقارʱام مʤʱانǼʧع  مǼاʱالf.  

  الإثॺات
)نعʛّف مʱʱالॽة الʨʱاǼع  )nR  الʳʺعلى ال[ , ]a b ا یليʺؗ :  

n*أǽّاً ؗان   و ،[ , [x a b ، عيॽʰʡ دʙع ʙجʨیk ʙʽ0وح 1k n   ʘʽʴǼ  

1, ( )
b a b a

x a k a k
n n

  
    
 

  

 ʚٍئʙʻنʹع ع( )n
b a

R x f a k
n

 
  

 
)ونʹع   ) ( )nR b f b  ةॽالʱʱأنّ م ʗʰʲف نʨس .

)الʨʱاǼع الʙرجॽّة  )nR  ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱمf.  
ا ؗان  ّ̋ ]مʛّʺʱʶاً على الʺʳال  fل , ]a b ةʻهʛʰى مʹʱقʺǼ ʥام وذلʤʱانǼ ʛّʺʱʶم ʨفه ،Heine .

 ʧȞॽ0ل  ʙجʨ0، ی  اءʹʱالاق Șّقʴʱی ʘʽʴǼ  
[ , ] ( ) ( )x a b x y f x f y         

 ʧȞॽ0ل 1
b a

n E


 
  

 
0n، ولʧȞॽ العʙد الॽʰʢعي  n.  
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]أǽّاً ؗان  , ]x a b عيॽʰʡ دʙع ʙجʨی ،k ʙʽ0 وح k n   ʘʽʴǼ

1, ( )
b a b a

x a k a k
n n

  
    
 

)، ومʻه  )n
b a

R x f a k
n

 
  

 
  ʦّث ʧوم

( ) ( ) ( )n
b a

R x f x f a k f x
n

 
    

 
ا ؗان  ّ̋ . ول

b a b a
a k x

n n
 

    ، ّفإن ( ) ( )nR x f x   ّا أنʻʱʰأث ʙق ʥلʚن بʨؔن .

0 [ , ], ( ) ( )nn n x a b R x f x       ةॽّرجʙع الǼاʨʱة الॽالʱʱه فإنّ مॽوعل ،( )nR 
  f .                 مʱقارȃة Ǽانʤʱام مʧ الʱاǼع 

:لWeierstrass(  ʧȞॽ( .13  مبرهنة [ , ]f a b    الʳʺاً على الʛʺʱʶعاً مǼتا[ , ]a b 
) الʙʴودǽّة الʨʱاǼع مʧعʙʻئʚٍ تʨجʙ مʱʱالॽة  )nP

  ةȃقارʱام مʤʱانǼʧع  مǼاʱالf.  ʘʽح
: [ , ] , ( )n na bP x P x   و( )nP ودʙات حʛʽʲؗ ةॽالʱʱالها في  مʲأم .  

  الإثॺات
0الإثॼات في حالة الʺʳال سʨʻرد  1[ ,  Ǽأخʚ، أمّا الʴالة العامّة فʕʱول إلى هʚه الʴالة الʵاصّة [

)ʺʨّʴʱل ال )x a t b a   عǼاʱراسة الʙب ȑأ ،( ) ( ( ))g t f a t b a    ف علىʛّالʺع
0الʺʳال  1[ , ].  

n*أǽّاً ؗان العʙد الॽʰʢعي  عǼاʱاً ؗان الǽّوأ ، f  على ʛّʺʱʶʺ0ال 1[ , نعʛّف مʱʱالॽة الʨʱاǼع  ،[
 ( )nB f  ةॽالʱʱʺǼ وفةʛالʺعBernstein  عǼاʱافقة للʨʺالf ها العامʙّاء حʢإعǼ ʥوذل ،( )nB f 

n* عʙʻما :  

0

0 1 1( ) : [ , ] , ( )
n

k n k
n

k

nk
B f x f x x

kn




  
           

   

 ʘʽح!

! ( )!

n n
k k n k

 
     

.  

  توطئة
)1إذا ؗان  .1 )f x  1، ؗان( )( )nB f x . 
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)إذا ؗان  .2 )f x x ؗان ،( )( )nB f x x. 

)1إذا ؗان  .3 ) ( )f x x x  1، ؗان
1( )( ) ( )n

n
B f x x x

n


 .  

  إثॺات الʭʟʦʯة
 لʙیʻا .1

 
0

1 1 1( )( ) ( ) ( )
n

k n k n
n

k

n
B f x x x x x

k




 
         

 
 

 لʙیʻا في هʚه الʴالة .2

0

0

1
1

1 1

0
1

1

1

1
1

1

1
1

1

1

( )( ) ( )

!
( )

!( )!

( )!
( )

( )!( )!

( )!
( )

!( )!

( )

n
k n k

n
k
n

k n k

k
n

k n k

k
n

k n k

k
n

nk
B f x x x

kn

k n
x x

n k n k

n
x x

k n k

n
x x

k n k

x x x x














  




 
   

 

  



 

 


 

 

   









  

1 في هʚه الʴالة .3 0( )( )B f x  عيॽʰʢد الʙاً ؗان العǽّ2، وأ nؗان ،  

0

0
1

1
2

2

0

2

1 1

1 1

1
1

1 1

1 2
1 1

2
1 1

1 1 1

( )( ) ( )

!
( )

!( )!

( )!
( )

( )!( )!

( )!
( ) ( )

!( )!

( )( ) (

n
k n k

n
k
n

k n k

k
n

k n k

k
n

k n k

k

n

nk k
B f x x x

kn n

k k n
x x

n n k n k

n
x x

n k n k

n n
x x x x

n k n k
n n

x x x x x
n n















 




  
          

 
     


 

  

 
   

 
 

    









)x

  

  
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0مʧ الʺʳال  xأǽّاً ؗان  1[ , n*والعʙد الॽʰʢعي  [   نʹع ، 

2

0

1( ) ( ) ( )
n

k n k
n

k

n
a x k nx x x

k




 
    

 
  

  لʙیʻا 
2

2 2

2
0

2 2 2

0
2

2

2
0

2 2 2 2 2

0

2

2 1

2 1

1

2 1 1

1

( )

( )

( )

( )

( )

( )
n

k n k

k

n
k n k

k
n

k n k

k
n

k n k

k

k n k

k

n
nk k

n x x x x
kn n

nk
n x n x x x

kn

nk
n x x

kn
nk k

n x n x n x x
kn n

nk
n x x

kn

a x 



















   

  

 

    

 

   
        

 
  
 

 
  
 

  
       
 
  
 









0

2 2 2 2 1
1

1

( )

( )

n

n
n x n x n x x

n
nx x


    

 



  

ʙʳة نʛʽاواة الاخʶʺال ʧ0 وم 1
4

*, [ , ], ( )n
n

n x a x     ّلأن ʥوذل ،

1
0 1 1

4
[ , ], ( )x x x   .  

0لʧȞॽ الآن   ّأن ʦنعل .f  الʳʺعلى ال ʛّʺʱʶ0م 1[ , ، وذلʥ ، فهʨ مǼ ʛّʺʱʶانʤʱام علॽه[
0یʨجʙ إذن . ǼHeineʺقʱʹى مʛʰهʻة   ʘʽʴǼ  ʧȞǽ 20مهʺا 1( , ) [ , ]x y   مع

x y  ʧȞǽ ، 
2

( ) ( )f x f y


  ،ود على ؗʺا إنʙʴ0ه م 1[ , ] ʙجʨʽ0، ف M  ʘʽʴǼ

0 1[ , ], ( )x f x M  .  

 ʧȞॽ0ل 1[ , ]x  ʧؔʱول ،A وA :غةॽʸالǼ ʧʽʱفʛّالʺع ʧʽʱعʨʺʳʺال  
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0

0

[ , ] :

[ , ] :

k
A k n x

n

k
A k n x

n





       
  
       
  



 
  

]0وهʺا تȞّʷلان تʜʳئةً للʺʨʺʳعة  , ]n.  
  Ǽʺلاحʤة أنّ 

0

0

1

1

( ) ( ) ( )

( ) ( )

n
k n k

k
n

k n k

k

n
f x f x x x

k

n
f x x x

k









 
      

 
 

      
 




  

 ʙʳن  

0

0

1

1

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

n
k n k

n
k
n

k n k

k

nk
B f x f x f f x x x

kn

nk
f f x x x

kn

S x S x









   
               

  
           
 






  

 ʘʽ1ح( ) ( ) ( )k n k

k A

nk
S x f f x x x

kn




  
            
 و  ،  

1( ) ( ) ( )k n k

k A

nk
S x f f x x x

kn




  
           



.  

1لʙیʻا وضʨحاً 
2 2

( ) ( )k n k

k A

n
S x x x

k
 



 
      

 
 إذا ؗان ،Ȑʛجهةٍ أخ ʧم .

k A  ؗان ،k
x

n
  هʻوم ،

2

2 2
1
( )k nx

n 


 ،فإنّه ʥلʚ kأǽّاً ؗان  وؗ A   اً ؗانǽّوأ

0 1[ , ]x  2، ؗان( ) ( )
k k

f f x f f x M
n n

   
      

   
 ʦَّث ʧوم ،  
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2

2 2

2
2 2

0

2 2 2

1

2 1

2 1

2
1

2

4 2

( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( ) ( )

k n k

k A

k n k

k A

k n k

k A
n

k n k

k

nk
S x f f x x x

kn

n
M x x
k

nk nx
M x x

kn
nM

k nx x x
kn

M n M

n n





 

















  
         

 
   

 
 

   
 
 

    
 

  

















  

0 فإذا ؗان 2
1

M
n E

 

 
  

 
0أنّه أǽّاً ؗان  وجʙنا،  1[ , ]x  0وn n ؗان  

2
0

2 2

2 2

( )( ) ( ) ( ) ( )nB f x f x S x S x

M

n




  

  

 

  



  

وʚȃلʥ نʨؔن قʙ أثʻʱʰا أنّ الʺʱʱالॽة  ( )nB f  عǼاʱال ʧام مʤʱانǼ ٌةȃقارʱمf اتॼل إثʺؔǽُ اʚوه ،
                       الʺʛʰهʻة.

  مʴʯلʴلات الʦʯاǺع .7
)ʧؔ لʱ . 13  تعريف )nf  ع علىǼاʨة تॽالʱʱمI ّل إنʨع. نقǺاʦʯلة الʴلʴʯم  nf  ةȁقارʯم

بʴॺاʟة (مʯقارȁة Ǻانʢʯام أو تʲقȖّ شʦؕ ȉʙشي Ǻانʢʯام أو مʯقارȁة Ǻانʢʯام على ؕلّ مʱال 

مʱʱالॽة الʺʳامॽع الʜʳئॽّة  إذا وفقȌ إذا ؗانʗ )مʙʯاصّ 
0

n

n k
k

S f


   ةʡاʶॼةً بȃقارʱم

  ).مʛʱاصّ مʱقارȃة Ǽانʤʱام على ؗلّ مʳال  تʴقȘّ شʨؗ ȋʛشي Ǽانʤʱام أو(مʱقارȃة Ǽانʤʱام أو 
ʧȞʺǽُ صॽاغة شʨؗ ȋʛشي Ǽانʤʱام Ǽالॼʶʻة للʺʶʱلʶلة  nf أتيǽ اʺؗ:  
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0, : , ( )
n

n
k m

n n m n x I f x  


           

 ȋʛʷا الʚقة أنّ هǼاʶا الʻʱدراس ʧم ʦنعل ȑʚال) ȋʛافئ شȞǽ عǼاʨʱة الॽالʱʱʺام لʤʱانǼ شيʨؗ( )nS 
)ومʧ ثʦّ الʱقارب الʺʦʤʱʻ للʺʱʱالॽة  )nS ʦʤʱʻʺقارب الʱافئ الȞǽ ( لةʶلʶʱʺلل  nf.  

)لʧؔʱ  . 14  تعريف )nf  ع علىǼاʨة تॽالʱʱمI لةʶلʶʱʺل إنّ الʨنق . nf  ةȁقارʯم

ʤॻʢʹالǺ إذا إذا Ȍلة  وفقʶلʶʱʺال ʗȃتقار n ʘʽح  

 , sup ( )n n
x I

n f x


    

مʶʱلʶلة عʙدǽّة، تأتي أهʺॽّة الʱقارب Ǽالʦॽʤʻ لʺʶʱلʶلات الʨʱاǼع مʧ أنّ دراسʱه تʕول إلى دراسة 
ʙ الʺʛʰهʻة الآتॽة. ّؗʕا تʺؗ ʦʤʱʻʺقارب الʱؗافٍ لل ȋʛأنّه ش ʧوم  

 إذا ؗانʗ .14  مبرهنة nf  ع علىǼاʨلة تʶلʶʱمI .امʤʱانǼ ًةȃقارʱم ʗؗان ،ʦॽʤʻالǼ ًةȃقارʱم  

  الإثॺات
supنʹع  nأǽّاً ؗان العʙد الॽʰʢعي  ( )n n

x I
f x


 ʗا ؗان ّ̋ . ل nf  ،ʦॽʤʻالǼ ةȃقارʱم

كانʗ الʺʶʱلʶلة  n ةȃقارʱد  ،مʙإذن الع ʧȞॽشي. لʨؗ ȋʛش Șّقʴ0فهي ت  ʙجʨی ،

ʘʽʴǼ0 یʴʱقȘّ الاقʱʹاء  0nعʙد ॽʰʡعي 

m

k
k n

m n n  


    هॽوعل ،  

0 , ( ) ( )
m m m

k k k
k n k n k n

m n n x I f x f x  
  

           

وعلॽه فالʺʶʱلʶلة  nf قʱام، فهي مʤʱانǼ شيʨؗ ȋʛش ȘّقʴامتʤʱانǼ ةȃار.                

، وهʚا ما تʻّ̔ʰه مʶʱلʶلة الʨʱاǼع خʢأإنّ عʝȞ الʺʛʰهʻة الʶاǼقة  .7 ملاحʢة nf  فةʛّالʺع

0 الʺʳال على 1[ , Ǽالॽʸغة  [
1

( )
( )

n

n
x

f x
n





 .  

إنّ الʺʶʱلʶلة  nf ةȃقارʱار أبل،  ،مॼʱاخ ʖʶى حʢع الʺعǼاʱال ʧة مʡاʶॼب
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Ǽالॽʸغة 
0 1

( )
( )

k

k

x
F x

k








  اʻذا وضعȂو
0 1

( )
( )

kn

n
k

x
F x

k




 ناʙوج:  

1

1

1
0 1

2 2
[ , ], ( ) ( ) ( )

n

n k
k n

x
x F x F x f x

n n



 
     

    

وهʚا یʗʰʲ أنّ الʺʶʱلʶلة  nf  .امʤʱانǼ ةȃقارʱم  

1فإنّ  nمʧ جهةٍ أخȐʛ أǽّاً ؗان العʙد الॽʰʢعيّ 

1
sup ( )n n
x I
f x

n



 


 ʧؔول ،

1

1n

 
  
  اʚة، وهȃقارʱم ʛʽي أنّ غʻعǽ nf .ʦॽʤʻالǼ ةȃقارʱم ʛʽغ  

إنّ الʳॽʱʻة الآتॽة لها أهʺॽّة ʛʽʰؗة مʧ الʻاحॽة العʺلॽّة، لفائʙتها في إثॼات الʱقارب الʺʦʤʱʻ لʺʶʱلʶلة 
.ȌॽʶǼ ٍلȞʷǼ عǼاʨت  

  نʱॻʯة
عʙدǽّة  مʶʱلʶلةإذا وُجʙت  n  ةȃقارʱمȄوȘّقʴʱ  ȋʛʷال 

 , , n nn x I f x       

ʗلة  كانʶلʶʱʺال nf .ʦॽʤʻالǼ ةȃقارʱم  
  الإثॺات:

sup، ؗان nأǽّاً ؗان العʙد الॽʰʢعيّ  ( ) supn n n n
x I
f x  


   ʗا ؗان ّ̋ . ول

 n  ʗة، ؗانȃقارʱم n  ʗان مʱقارȃة، وؗ nf .ʦॽʤʻالǼ ةȃقارʱم         
ʥȂʙʸل تʦلʲم  

لʺʶʱلʶلة الʨʱاǼع  مʛʱاصّ ادرس الʱقارب Ǽانʤʱام على ؗلّ مʳال  nf  فة علىʛّ0الʺع] , [ 

 ʘʽح
2 3

1
( ) nx
n

nx
f x e

n x





.    
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  الʲلّ 
]لʧȞॽ الʺʳال  , ]a b  في Ȑʨʱʴʺ0ال,   قيॽʁʴد الʙاً ؗان العǽّأ .x  الʳʺال ʧم[ , ]a b ،

، ؗان nوالعʙد الॽʰʢعي 

2 3 2 3 2 3

1 1 1
( ) nx nx na
n n

nx nx nb
f x e e e

n x n x n a
    

   
  

. بȘʽʰʢʱ مॽɻار 

دالʺʛʽʰ على الʺʶʱلʶلة العʙدǽّة  n  ّأن ʙʳ1ن 1
1lim n

n n e






   هʻوم n 

مʱقارȃة، ومʧ ثʦّ فالʺʶʱلʶلة  nf  على ʦॽʤʻالǼ ةȃقارʱم[ , ]a b ةȃقارʱام على ، فهي مʤʱانǼ
  .مʛʱاصّ على ؗلّ مʳالٍ  هʚا الʺʳال، وʚȃلʥ تʨؔن مʱقارȃةً 

.ʦॽʤʻالǼ ةȃقارʱلة مʶلʶʱʺن الʨؔي لا تʱالة الʴفي ال ʦʤʱʻʺقارب الʱات الॼة في إثॽة الآتʻهʛʰʺال ʙاعʶت  
)لʧؔʱ   .15  مبرهنة )ng  و( )nh على ʧʽʱفʛّع معǼاʨيّ تʱʽالʱʱمI ȋوʛʷال Șّقʴض تʛʱنف .

  : الآتॽة
الʺʱʱالॽة ، ؗانI ʗمx  ʧ العʛʸʻ أǽّاً ؗان .1 ( )ng x  ةॽّʁॽʁة.و حʸاقʻʱم 

2. ( )ng  على ȑʛفʸع الǼاʱال ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱمI. 

3. ʙجʨد یʙ0 ع M  : ʘʽʴǼ
0

, , ( )
n

k
k

n x I h x M


    . 

 الʺʶʱلʶلةعʙʻئʚٍ تʱقارب  n ng h  ام علىʤʱانǼI.  
  الإثॺات

  .Abelتعʙʺʱ فʛؔة الإثॼات الʛئॽّʶॽة على تȄʨʴل 

نʹع  nأǽّاً ؗان العʙد الॽʰʢعي 
0

n

n k
k

H h


  ʧȞॽل .m وn  ʘʽʴǼ ʧʽّ̔عॽʰʡ ʧدیʙع

n mو ،x  ʧاً مʛʸʻعI،  نʨȞǽ ʚٍئʙʻع  
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   

   

  

 

 

 



  

)وȃʺلاحʤة أنّ  ( ))ng x  ʧفادة مʱالاسȃو ،ʛفʸال ʧة مȃقارʱة ومʸاقʻʱة لأنّها مॼجʨة مॽالʱʱم
,الʺʛʱاجʴة  , ( )kx I k H x M    ʙʳن ،  

1

1

2

( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( ))

( ( ) ( ) ( ) ( ))
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m

k k m n
k n

m

k k
k n

m n n m

n

g x h x g x M g x M

g x g x M

M g x g x g x g x

M g x


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


    

  

    
 



  

0لʧȞॽ الآن   عيॽʰʡ دʙع ʙجʨ0، یn ʘʽʴǼ  0أنّه إذا ؗانn n  ؗان 

2
, ( )nx I g x

M


  هʻوم ،  

0 2
2

, ( ) ( )
m

k k
k n

m n n x I g x h x M
M

 


          

وʚȃلʥ نʨؔن قʙ أثʻʱʰا أنّ الʺʶʱلʶلة   n ng h  ةȃقارʱام، فهي مʤʱانǼ شيʨؗ ȋʛش Șّقʴت
        Ǽ             انʤʱام، وهʨ الʺʢلʨب إثॼاته.

  خواصّ مجموع متسلسلة توابع .8

ʨʵاصّ نهاǽة مʱʱالॽة تʨاǼع الʱي رأیʻاها الʺʱعلّقة Ǽ في هʚه الفقʛة سʻعʙʽ صॽاغة الʺʛʰهʻات الأساسॽّة
هʚه  لʨʱʱافȘ مع مʶʱلʶلات الʨʱاǼع. لʧ نʱʴاج لإثॼات ॽɿʡفةفي الفقʛة الʶاǼقة مع تعʙیلاتٍ 

  نهاǽة مʱʱالॽة مʳامॽعها الʜʳئॽّة. هʨمʨؗ ʧن مʨʺʳع مʶʱلʶلة تʨاǼع  الʺʛʰهʻات، فهي تʱʻج مॼاشʛةً 
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لʧؔʱ  (مبادلة النهاية والمجموع) .16  مبرهنة nf لةʶلʶʱفة على  مʛّع معǼاʨتI، ॽول ʧȞ

{inf , sup }a I I I I  و ،( )nl  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱمو ،L  ض . نفʛʱ
  أنّ:
1.  nf  ʧȞॽام، ولʤʱانǼ ةȃقارʱم( , )F I   .عهاʨʺʳع مǼتا 

limؗان  nأǽّاً ؗان العʙد الॽʰʢعي  .2 ( )n nx a
f x l


 . 

3. 
0
n

n

l L



. 

 ٍʚئʙʻع  عǼاʱل الʰقǽF دʙالع L ʙʻةً له عǽنهاa  ȑّأlim ( )
x a
F x L


.  

 Ȑʛارة أخॼɻȃو 
0 0

lim ( ) lim ( )n nx a x an n

f x f x
 

  

           
 ما ʨة  ، وهǽل: نهاʨالقǼ هʻع ʛّhنع

                       الʺʨʺʳع ʶǽاوȑ مʨʺʳع الʻهاǽات.
ّ̋ة وهي عʙʻما تʨؔن  .8 ملاحʢة )تॼقى نʳॽʱة الʺʛʰهʻة الʶاǼقة صʴॽʴة في حالةٍ مه )nl  ةॽالʱʱم

 ʛاصʻع ʧم  وL .  
لʧؔʱ  (الاستمرار) .17  مبرهنة nf  عǼاʨلة تʶلʶʱةٍ مʛّʺʱʶعلى  مI ّض أنʛʱنف .

 nf  ٍالʳام على ؗلّ مʤʱانǼ ةȃقارʱاصّ مʛʱم ʧȞॽول ،F .عهاʨʺʳع مǼن  تاʨȞǽ ʚٍئʙʻع

F  ًاʛّʺʱʶعلى  مI.  
  تʨاǼع مʛّʺʱʶة هʨ تاǼعٌ مʛّʺʱʶ. مʶʱلʶلة أو ȞʷǼلٍ آخʛ، عʙʻما تʴʱقȘّ شʛوȋ الʺʛʰهʻة فإنّ مʨʺʳع

لʧؔʱ  (مبادلة التكامل والمجموع) .18  مبرهنة nf  ة علىʛّʺʱʶʺع الǼاʨʱال ʧلة مʶلʶʱم

]الʺʳال  , ]a b  لة وʶلʶʱʺن الʨؔت ʚٍئʙʻام. عʤʱانǼ ةȃقارʱم( )dt
b
na
f t

 
 
 
   ʧة مȃقارʱم

0

( ) dt

b

n
na

f t




 
 
 
 





  ȑأ
0 0

( )dt ( ) dt

b
b
n na

n na

f t f t
 

 

          





 .  

 ȑاوʶǽ عʨʺʳʺل: إنّ تؔامل الʨالقǼ ةʳॽʱʻه الʚه ʧع ʛّhؔاملات. نعʱع الʨʺʳم  



  متتاليات ومتسلسلات التوابع
________________________________________________________________ 

30 
 

لʧؔʱ  (الاشتقـاق)  .19  مبرهنة nf لةʶلʶʱع  مǼاʨةٍ تॽّʀقاʱال  اشʳʺعلى الI ًةȃقارʱوم ،

)بʶॼاʡة و  , )F I   عهاʨʺʳع مǼضتاʛʱاً  . نفʹǽلةأنّ  أʶلʶʱʺال  nf  ةȃقارʱم 

تاǼع  مʧمʛʱاصّ Ǽانʤʱام على ؗلّ مʳال 
0

( ) ( )n
n

G x f x




 .  ʚٍئʙʻقارب عʱلةتʶلʶʱʺال 

 nf  الʳام على ؗلّ مʤʱانǼ ّاصʛʱع  مǼاʱال ʧمF نʨȞȄو ،F  ًاॽّʀقاʱعلى  اشI و

F G .  

ʧȞʺǽُ صॽاغة الʳॽʱʻة الʛئॽّʶॽة مʧ الʺʛʰهʻة الʶاǼقة، ǼالȞʷل 
0 0

( ) ( )n n
n n

f x f x
 

 

 
  

 
 
    أو

ȞʷǼلٍ آخʛ، عʙʻما تʴʱقȘّ شʛوȋ الʺʛʰهʻة فإنّ مʨʺʳع تʨاǼع اشʱقاॽّʀة هʨ تاǼعٌ اشʱقاقيّ، وʨȞȄن 
  مȘّʱʷ الʺʨʺʳع مʶاوȄاً لʺʨʺʳع الʺʱʷقّات.

  لʸȂʙان تȖʻʮʠ: دراسة الʯاǺع 
)نعʛّف مʱʱالॽة الʨʱاǼع  )nf  الʳʺ1على ال] , [  غةॽʸالǼ

1
1*, ] , [, ( )n x

n x f x
n

      لةʶلʶʱʺأنّ ال ʦنعل . ( )nf x  Ȍة إذا وفقȃقارʱم

1xإذا ؗان   ف إذنʛّع . نعǺتا انʸȂʙل الآتي: لȞʷالǼ  

1

1
1:] , [ ,

x
n

x
n





    

1.   ًاماʸت ʝاقʹʯم  

 ʧȞॽلx وy  ʧم ʧȄʛʸʻ1ع] , [  ʘʽʴǼx y ّأن ʦ1. نعل 1
2,
y x

n
n n

   هʻوم ،

2 2

1 1
y x

n nn n

 

 
  إضافةȃ1، و ʙʳقة نǼاʶة الʳاحʛʱʺفيّ الʛʡ إلى 

1 1

1 1
y x

n nn n

 

 
  ،

) ومʻه ) ( )y x  ʦَّث ʧوم ،  ٌعǼتاʟاقʻʱ1تʺاماً على  م] , [.  
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2.   قاقيٌّ علىʯ1اش] , [  
للاشʱقاق. فقʙ رأیʻا أنّ  سʙʵʱʶʻم مʛʰهʻة اشʱقاق مʶʱلʶلات الʨʱاǼع لإثॼات قابلॽّة الʱاǼع 

 nf  ة علىʡاʶॼة بȃقارʱ1م] , [ ، ّفإن ʥلʚ [1اشʱقاॽّʀة على  nfالʨʱاǼع  وؗ , [ ًاʛʽوأخ ،

[1إذا ؗان  , [ [ , ]a b  ؗان ،
[ , ] [ , ]

ln ln
sup ( ) supn x ax a b x a b

n n
f x

n n 


   ا ؗان ّ̋ ، ول

1 a لةʶلʶʱʺال ʗؗان ،ln
a

n

n

 
 
 
  لةʶلʶʱʺال ʗان مʱقارȃة، وؗ nf   ،ʦॽʤʻالǼ ًةȃقارʱم

]ومʧ ثǼ ʦَّانʤʱام على الʺʳال  , ]a b إذن . nf   ٌةȃقارʱالٍ  مʳام على ؗلّ مʤʱانǼ ّاصʛʱم.  
ʻهʛʰم ʖʶج أنّ  ةوحʱʻʱʶقاق نʱالاش  قاقيّ علىʱ1اش] , [و ،

1

1
ln

] , [, ( )
x

n

n
x x

n






    .  

3.   ٌعǺبتاʗّʲم  

n*أǽّا ؗان    عǼاʱؗان ال ،nf ل الاشʰقǽ لأنّه ʥاً، وذلǼʙّʴمʱ على ʧʽتʛّ1قاق م] , [ ،  

و
2

1 0
(ln )

] , [, ( )n x

n
x f x

n
     إذن ʧȞॽل .x وy  الʳʺال ʧ1م] , [ و

0 1[ , ] ، ةʴاجʛʱʺال Șّقʴʱت ʚٍئʙʻع  
1 1( ( ) ) ( ) ( ) ( )n n nf x y f x f y         

1نʙʳ أنّ  nوȃأخʚ الʺʨʺʳع على  1( ( ) ) ( ) ( ) ( )x y x y          ʦَّث ʧوم ،
 .بʙّʴع مǼتا  

[)1مʥ الʶف  الʯاǺع  .4 , [)   

m*أǽّاً ؗان    ةॽّʹف القʛّا نعʻّفإن ،mP  لʰقǽ " ةॽّʹعلى أنّها الق  قاقʱالاشm ة وʛّم

1

1
0 ( ) ( ) (ln )
] , [, ( )

m m
m

x
n

n
x x

n







     ج علىȄرʙʱالǼ ʗʰʲʻس ."m  ّأنmP 

m*صʴॽʴة أǽّاً ؗان   .  
  ّا أنʻʱʰأث ʙ1لقP .ةʴॽʴص  
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  ّض أنʛʱنفmP  ʙʻع*m   ة ّɹ 1mP. لإثॼات ص  عǼاʱأنّ ال ʗʰʲʻس ،( )m 
اشʱقاقيّ ومʱʷقّه معʢى Ǽالॽʸغة 

1 1
1

1

1
0 ( ) ( ) (ln )
] , [, ( )

m m
m

x
n

n
x x

n


 





      

)لهʚا الغʛض نʹع  )mG 1، و( ) (ln )
( )

m m

n x

n
g x

n


 ʗا ؗان ّ̋  mP. ل

 ʗة، ؗانʴॽʴص ng  .ةʡاʶॼة بȃقارʱم ʥلʚ اشʱقاॽّʀة على  ngالʨʱاǼع  فإنّ وؗ

1] , [و ،
1 11( ) (ln )

( )
m m

n x

n
g x

n

  اً إذا ؗانʛʽوأخ ، [ , ]a b  Ȑʨʱʴالاً مʳم

[1في , [ ؗان ،
1 1

[ , ] [ , ]

(ln ) (ln )
sup ( ) sup

m m

n x ax a b x a b

n n
g x

n n

 

 
    

ا ؗانʗ الʺʶʱلʶلة   ّ̋ ول
1(ln )m

a

n

n

 
 
 
 
  لةʶلʶʱʺال ʗة ؗانȃقارʱم ng 

]مʱقارȃةً Ǽالʦॽʤʻ، ومʧ ثǼ ʦَّانʤʱام على الʺʳال  , ]a b إذن . ng  ٌةȃقارʱام  مʤʱانǼ

[1اشʱقاقي على  G. إذن مʛʱاصّ على ؗلّ مʳالٍ  , [  Șّقʴǽ قّهʱʷوم
1 1

1

1

1
1 ( ) ( ) (ln )
] , [, ( ) ( )

m m
m

x
n

n
x G x x

n


 




      ʦَّث ʧوم .

1mP  .ةʴॽʴص 
  عʹ  ʗ نهاǻة .5

n*أǽّاً ؗان    ؗان ،
22 2

1 1

[ , [ [ , [
sup ( ) supn xx x

f x
n n   

  لةʶلʶʱʺال ʗا ؗان ّ̋ ، ول

2

1

n

 
 
 
  عǼاʨʱلة الʶلʶʱم ʗة، ؗانȃقارʱم nf  ّʦث ʧوم ،ʦॽʤʻالǼ ةȃقارʱام على  مʤʱانǼ
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2[ , [ ،Ȑʛجهةٍ أخ ʧا: . مʻیʙ1ل 11lim ( )
x

f x l


  اً ؗانǽّ2، وأ n ؗان ،

0lim ( )nx
f x


 هʻوم ،

1

1lim ( ) lim ( )nx xn

x f x


 

   
 .  

  1عʹ  ʗ نهاǻة .6
ا ؗان الʱاǼع  ّ̋ [1مʻʱاقʸاً تʺاماً على الʺʳال  ل , [ ʙجʨ0، فإنّه ی[ , ]l    ʘʽʴǼ

1
lim ( )
x

x l


اً ؗانǽّأ ،Ȑʛجهةٍ أخ ʧقي . مॽʁʴد الʙ1 الع x1، و N ؗان ،

1

1
( )

N

x
n

x
n




  ّʦَث ʧوم ،  

1 11 1

1 1*, lim ( ) lim
N N

x
x xn n

N l x
nn


   

 
     

 
   

lفي الʺʛʱاجʴة الأخʛʽة نʱʻʱʶج أنّ  تʶعى إلى  Nوʳȃعل   .  
  1عʹ  ʗللʯاǺع  إʱǻاد مȜافئ .7

1لȂʙʟ  ʧȞॽقة أولى: x  اً ؗانǽّأ .*n  1، و] , [t n n  ؗان ،
1 1 1

1( )x x xn t n
 


 ʧود مʙʴʺؔامل الʱال ʚأخȃو ،n  1إلىn   ʙʳة، نʛʽة الأخʴاجʛʱʺلل

1
1 1 1

1
dt

( )

n

x x x
nn t n



 






  ʙ، فnʳʻ. نʳʺع الʺʛʱاجʴات الأخʛʽة على 

 
1

1 1 1

1 1 1

1
dt

( )

n

x x x
nn n nn t n

  

  
 







     

  أو

1

1 1
1

1
( ) dt ( )

x
x x

xt
 



   






  

1ومʻه   1
1

1 1
( )x

x x
  

 
 ʦَّث ʧوم ،( )x  1و

1x 
  ʙʻان عʯؔافʱ1م .  
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Ǽاسʙʵʱام الʱاǼع الʺʶاعȂʙʟ:  ʙقة ثانॻة
1

1

1( )
( )

n

x
n

x
n







  لةʶلʶʱʺإنّ ال .

1

1

1( )n

x
n n





  
 
 
  الʳʺة على الʛّʺʱʶع مǼاʨلة تʶلʶʱ1هي م

2
,

 
 

 
، ومʱقارȃة Ǽانʤʱام على هʚا 

1الʺʳال، لإثॼات ذلʥ نʹع 
( )n x

h x
n

11، و( ) ( )nnk x
  لةʨهʶǼ عॽʢʱʶن . ʧم Șّقʴʱال

ة ما ǽأتي ّɹ   ص

  اً ؗانǽّ1أ

2
,x

 
  
 

)، ؗانʗ الʺʱʱالॽة  ( ))nh x .ةʸاقʻʱم 

  عǼاʨʱة الॽالʱʱم( )nh  ȑʛفʸع الǼاʱال ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱةمʴاجʛʱʺال ʧم ʥوذل ،: 
1 1

2
, , ( )nx h x

n

 
    

 
. 

   اً ؗانǽّ1أ

2
,x

 
  
 

n*و     ّفإن
1

1( )
n

i
i

k x


. 

 ʦّث ʧوم  على ʛّʺʱʶعٌ مǼ1تا

2
,

 
 

 
1. مʧ جهةٍ أخȐʛ، أǽّاً ؗان 

2
,x

 
  
 

  فإنّ: ،

1
1 1

1 1 1
2

2 2

( ) ( )
( ) ( )

( )

n

x x x x
n n

x
x x

n n n

 
 


 

      
 
 

   

ومʻه 
1 1 21 2 1 ( ) ln

( ) ( )
( )

x x

x x
x

e

 
 

 
 

  :، وʚȃلʥ نʙʳ أنّ 

1 2 1

1
1 1

1 ( ) ln

( ) ( )
( ) ( )

x x

x x
x x

e


 


  


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 ʦّث ʧوم( )x 1و

1x 
  ʙʻان عʯؔافʱ1م.  

أخʛʽاً ǽʺّ̡ل الʛسʦ الʺʳاور الȌّʵ الॽʰاني للʱاǼع 
  ʙʻه الأفقي عȃمع مقار  عǼاʱمع ال

 ʙʻافئ له عȞʺ1ال .  
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	تمرينات ومسائل
  

)للʺʱʱالॽة  ادرس الʱقارب الȌॽʶॼ والʱقارب الʺʦʤʱʻ على  . 1  التمرين )nf  ʧʽʱʽالآت ʧʽʱالʴفي ال  

 sin
( ) x
n x

x
f x e

n e
 


       

1
( )n

x
f x

n



  

 مʛʱاصّ.وفي الʴالة الʲانॽة ادرس الʱقارب الʺʦʤʱʻ على ؗلّ مʳال 

)لʧؔʱ مʱʱالॽة الʨʱاǼع  . 2  التمرين )nf  فة علىʛّ0الʺع[ , [  غةॽʸالǼ1( ) lnn
x

f x
n

 
  

 
 .

)ادرس الʱقارب الȌॽʶॼ والʱقارب الʺʦʤʱʻ للʺʱʱالॽة  )nf  الʳʺ0على ال[ , [  ّوعلى ؗل
]0مʳال  , ]a  ʘʽ0حa . 

)لʧؔʱ  . 3  التمرين )nf  تافه ʛʽال غʳفة على مʛّودة معʙʴع مǼاʨة تॽالʱʱمI ّض أنʛʱنف .
( )nf امʤʱانǼ ةȃقارʱأنّ  .م ʗʰأث( )nf امʤʱانǼ ودةʙʴ؛م ȑأ:  ʙجʨیM  ʘʽʴǼ

, , ( )nx I n f x M    .  

)لʧؔʱ  . 4  التمرين )nf  و( )ng ʽالʱʱمʱ تافه ʛʽال غʳعلى م ʧʽʱفʛّودة معʙʴʺع الǼاʨʱال ʧم ʧʽ
I ّض أنʛʱنف .( )nf  و( )ng   ّأن ʗʰام ، أثʤʱانǼ انʱȃقارʱةمॽالʱʱʺال

( )n nf g .امʤʱانǼ ةȃقارʱم 
)لʧؔʱ  . 5  التمرين )nf  و( )ng يʱʽالʱʱال  مʳʺعلى ال ʧʽʱفʛّع معǼاʨتI ʨʴام نʤʱانǼ ʧʽʱȃقارʱوم ،

f وg  Ďض أنّ ؗلاʛʱنف .ʖʽتʛʱعلى ال ʧم f وg  ةॽالʱʱʺأنّ ال ʗʰود. أثʙʴم
( )n nf g .امʤʱانǼ ةȃقارʱم 

)تʨاǼع  مʱʱالʱʽي علىمʲالاً  أعȌِ  . 6  التمرين )nf  و( )ng Ǽ ʧʽʱȃقارʱاممʤʱة  ،انॽالʱʱʺال ʧؔول
( )n nf g  .امʤʱانǼ ةȃقارʱم ʛʽغ 

)لʧؔʱ  . 7  التمرين )nf عǼاʨة تॽالʱʱة مॽّʁॽʁال  حʳʺفة على الʛّمعI اً ؗانǽّض أنّه أʛʱنف .n  
)مʙّʴب وأنّ الʺʱʱالॽة  nfفإنّ  )nf  عǼتا ʧة مʡاʶॼة بȃقارʱمf ّأن ʗʰأث .f .بʙّʴم  
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)لʧؔʱ  . 8  التمرين )nf عǼاʨة تॽالʱʱة مॽّʁॽʁال  حʳʺفة على الʛّمعI عǼتا ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱوم ،
f ʧȞॽل .g  ًعاǼا تاĎॽʁॽʁام حʤʱانǼ ًاʛّʺʱʶعلى  م ةॽالʱʱʺأنّ ال ʗʰأث .( )ng f 

 مʱقارȃة Ǽانʤʱام.

)لʧؔʱ  . 9  التمرين )nf  فة علىʛّع معǼاʨة تॽالʱʱم  غةॽʸالǼ
2

2
( )

x

n
ne x

f x
n x

 



. 

)ادرس الʱقارب الȌॽʶॼ للʺʱʱالॽة  .1 )nf.  الʳعلى ؗلّ م ʦʤʱʻʺقارب الʱال ʥلʚ ]وؗ , ]a b 
 ʘʽحa b. 

)ʺʦʤʱʻ للʺʱʱالॽة ادرس الʱقارب ال .2 )nf  الʳعلى ؗلّ م[ , [a . 

)ما نهاǽة الʺʱʱالॽة  .3 )n  ʘʽ1ح

0
( )dtn nf t  ؟ 

)لʧؔʱ  . 10  التمرين )nf  فة علىʛّع معǼاʨة تॽالʱʱم  غةॽʸالǼ 

2 1
0

0 0

sin ,
( )

,
n

x x
f x nx

x


 

 

  

Ȍॽʶॼقارب الʱو ادرس ال ،ʦʤʱʻʺقارب الʱة  الॽالʱʱʺلل( )nf و ، ʥلʚؗ الʳعلى ؗلّ م ʦʤʱʻʺقارب الʱال
 .مʛʱاصّ 

)لʧؔʱ  . 11  التمرين )n nf  فة علىʛّع معǼاʨة تॽالʱʱ0م 1[ ,  Ǽالॽʸغة [

3 1( ) ( )
x x

n
ne x

f x x
n x


 


 

)الʱقارب الʺʦʤʱʻ للʺʱʱالॽة ادرس الʱقارب الȌॽʶॼ، و  .1 )nf. 

)ما نهاǽة الʺʱʱالॽة  .2 )nI  ʘʽ1ح

0
( )dtn nI f t ؟ 

)ادرس الʱقارب الʺʦʤʱʻ لʺʱʱالॽة الʨʱاǼع  . 12  التمرين )nf ʘʽح 

0 1
0 1

0 0

ln , ] , ]
: [ , ] ,

,

n

n
x x x

f x
x

  


   
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) . 13  التمرين )nf  عǼاʨة تॽالʱʱفة على مʛّ0مع[ , [ الǼغةॽʸ ( ) sin( ) nxnf x nx e. 
)ادرس الʱقارب الȌॽʶॼ للʺʱʱالॽة  .1 )nf الʳʺ0على ال[ , [ ʦʤʱʻʺقارب الʱال ʥلʚ ، وؗ

]على الʺʳال  , [a   ʘʽ0حa . 
)ادرس الʱقارب الʺʦʤʱʻ للʺʱʱالॽة  .2 )nf  الʳʺ0على ال[ , [. 

)1لʧؔʱ مʱʱالॽة الʨʱاǼع  . 14  التمرين )n nf  ʘʽح:                       
2 1 0 1

0 1
0 1 1

( ), [ , / ]
: [ , ] ,

, ] / , ]n
n x nx x n

f x
x n

   


 . 

)ادرس الʱقارب الȌॽʶॼ للʺʱʱالॽة  .1 )nf. 

2.  ʖʶ1اح

0
( )dxnf x قاربʱهل ت .( )nf ام ؟ʤʱانǼ 

)ادرس الʱقارب الʺʦʤʱʻ للʺʱʱالॽة  .3 )nf  الʳʺ1على ال[ , ]a  ʘʽ0ح 1] , [a . 

)1لʧؔʱ مʱʱالॽة الʨʱاǼع  . 15  التمرين )n nf   ʘʽ2ح
1: , ( )nx

nf x x n e 
     ،

و  . 
)ادرس الʱقارب الȌॽʶॼ للʺʱʱالॽة  .1 )nf. 
2.  ʦॽʀ ʧّ̔ع  علʳي تʱال( )nf .امʤʱانǼ ةȃقارʱم 

21الʻهاǽة  ادرس .3 3
0

1lim ( )dxnx

n
x ne



  
 . 

f:لʧȞॽ  . 16  التمرين    ةॽالʱʱʺف الʛّود. نعʙʴاني مʲقّه الʱʷوم ʧʽتʛّقاق مʱعاً قابلاً للاشǼتا

( )nu  العلاقةǼ1
( ) ( )nu t n f t f t

n

  
       

). أثʗʰ أنّ  )nu  ةȃقارʱم

 تاǼع ʢǽُلʖ تعʻʽʽه. مǼʧانʤʱام 
)لʧؔʱ الʺʱʱالॽة  . 17  التمرين )nu  الʳʺفة على الʛّ0الʺع 1[ , ǼالʙʱرȄج :  [

2
0 1 0

1 1( ) , ( ) ( )dt
x

n nu x u x u t t   . 
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:أثʗʰ أنّ  .1
1

10 1 0
1

, , , ( ) ( )
( )!

n

n n
x

x n u x u x
n



         
. 

)أثʗʰ أنّ  .2 )nu اǼ ةȃقارʱام نمʤʱʧعٍ  مǼتا u  ȑʛفʸع الǼاʱال ʛʽو غ ȘّقʴȄ
2( ) ( )u x u x x  .  

، مʛʱاصّ ، والʱقارب الʺʦʤʱʻ على ؗلّ مʳال الʱقارب الȌॽʶॼ والʱقارب الʺʦʤʱʻ ادرس . 18  التمرين
ʚلʥ الʱقارب Ǽالʦॽʤَّ̒ لʺʶʱلʶلات الʨّɦاǼع   الʺعʛّفة ؗʺا یلي: nfوؗ

1.    2
0: , ( ) tan / sin /f f x x n x n

n n
      . 

2.  2: ( ) expf f x n x
n n

    . 

3. 0 1: , ( ) sinnf f x x x
n n

     . 

4. 2 2: , ( ) sin( / ) cos( ) /f f x x n x x n
n n

   . 

5. 0: [ , ] ( ) cos .sinnf f x x x
n n

   �. 

6. 
2

: ( ) n xf f x nxe
n n

   �. 

7.  0 1 1: [ , [ ( ) /
nnf f x x n x

n n
   �. 

8. 
 1
1

: ( )

n

f f x
n n n x




 

 
  ��. 

nأǽّاً ؗان  . 19  التمرين   وx   فʛّنع ،( ) th( ) thnf x x n n  . 

1. ʗʰقارب  أثʱالȌॽʶॼلة  الʶلʶʱʺلل nf نʹع .
0

( ) ( )n
n

S x f x



 . 

*مʛّʺʱʶ ومʜʱایʙ تʺاماً على  Sأثʗʰ أنّ  .2
. 

1أثʗʰ أنّ :  .3 1, ( ) ( ) thx S x S x x     . 
limادرس الʻهاǽة  .4 ( )

x
S x


. 
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0مʛّʺʱʶ على  fؗلّ تاǼع  جʙْ  . 20  التمرين 1[ , ]ȘّقʴȄو ، 

1

0 1
2

( )
[ , ], ( )

n

n
n

f x
x f x




    

)لʧؔʱ مʱʱالॽة الʨʱاǼع  . 21  التمرين )nf  فة علىʛّالʺع الǼغةॽʸ  
1

0
1

1 1

1
1

0

,

( ) sin ,

,

n

x
n

f x x
x n n

x
n




 

  


 


 

)أثʗʰ أنّ  .1 )nf .ʦʤʱʻم ʛʽقارب غʱا الʚوأنّ ه ʛّʺʱʶع مǼتا ʧة مʡاʶॼة بȃقارʱم 

مʶʱلʶلة الʨʱاǼع  أتʱقارب .2 nf  ام؟ʤʱانǼ ʙʻلاق عʡالإǼ قاربʱج أنّ الʱʻʱاس

.ʦʤʱʻʺقارب الʱي الʹʱقǽ ة لاʢكلّ نق 
لʺʶʱلʶلة الʨʱاǼع  مʛʱاصّ أثʗʰ الʱقارب الʺʦʤʱʻ على ؗلّ مʳال  . 22  التمرين nf  ʘʽح

2

2
1( ) ( )nn
x n

f x
n


  ʧة مʢنق ȑّأ ʙʻلاق عʡالإǼ قاربʱأنّها لا ت ʧّ̔ȃو .. 

الʺعʢى Ǽالॽʸغة  FلʧȞॽ الʱاǼع  . 23  التمرين
0

( ) ( )n
n

F x f x



 و ، 

2

1

1
( )nf x

n x



. 

1. ʧّ̔ع D  عǼاʱال ʅȄʛعة تعʨʺʳمF. 
ادرس الʱقارب الʺʦʤʱʻ للʺʶʱلʶلة   .2 nf  0على] , [ ʦʤʱʻʺقارب الʱال ʥلʚؗو ،

]على  , [a   0معa . 
أثʗʰ الʱقارب الʺʦʤʱʻ للʺʶʱلʶلة  .3 nf عة علىʨʺʳؗلّ م ] , ]a D     مع

1a . 
الʱقارب الʺʦʤʱʻ للʺʶʱلʶلة ادرس  .4 nf .ّاصʛʱالٍ مʳعلى ؗلّ م 
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لʧؔʱ مʶʱلʶلة الʨʱاǼع  . 24  التمرين nf ʘʽح 

1
1*: ( ) ,

sh( )n nf f x n
nx      

*اثʗʰ أنّ الʺʶʱلʶلة تʱقارب بʶॼاʡة على  .1
  ٍعǼتا ʨʴنf . 

 .، وقابلʱّ̔ه للاشʱقاقfادرس اسʛʺʱارَ الʱاǼع  .2
3.  ʖʶاح

0
lim ( )
x

f x


. 

limاسʱʻʱجّ  .4 ( )
x

f x


. 

لʧؔʱ مʶʱلʶلة الʨʱاǼع  . 25  التمرين nf ʘʽح 

3 2/: , ( ) nx
n nf f x n e 

      

أثʗʰ أنّ  .1 nf  على ʦॽʤʻالǼ قاربʱت  ٍعǼتا ʨʴن S . 

أثʗʰ أنّ مʶʱلʶلة الʺʱʷقات  .2 nf   ة علىʡاʶॼقارب بʱت
. 

هل تʱقارب  .3 nf   ام علىʤʱانǼ
؟ 

ادرس الʱقارب Ǽالʦॽʤʻ للʺʶʱلʶلة  .4 nf   على,a    ʘʽ0حa . 

ǽقʰل الاشʱقاق على   Sأثʗʰ أنّ  .5
  ّوأن

1
n

n

S f




  . 

 أنّ  . أثʗʰعʙداً Ďॽɻॽʰʡا غʛʽ معʙوم ॽʧȞnل .6

1

1

1 1
0, , ( )

n

n k

x S x
e k

          

 اسʱʻʱجو  
0
lim ( )
x

S x


. 

7.  ʧّ̔عlim ( )
x

S x


 .  
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)نعʛّف مʱʱالॽة الʨʱاǼع  . 26  التمرين )nu  فةʛّال الʺعʳʺ1على ال 1[ , ] غةॽʸالǼ اةʢوالʺع 

( )
n inx

n
x e

u x
n

.  

أثʗʰ أنّ  .1 nu  الʳʺام على الʤʱانǼ قاربʱ1ت 1[ , ] ʧȞॽل .f  عǼعها.تاʨʺʳم 
1الʺʳال  ىǽقʰل الاشʱقاق عل fأثʗʰ أنّ  .2 1] , [. 

اسʱʻʱج ॽʀʺة  .3
1

sin

n

n

n




. 

2لʧȞॽ  . 27  التمرين 2

0

( ) x n

n

f x e

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
 . ʧّ̔ع  عǼاʱال ʅȄʛعة تعʨʺʳمf ة، وادرسǽهاʻال 
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x

f x

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نʹع  . 28  التمرين
1

1

1( )
( )

ln( )

n

n

S x
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




 .  

 .Sعʧّ̔ مʨʺʳعة تعʅȄʛ الʱاǼع  .1

ادرس الʱقارب الʺʦʤʱʻ للʺʶʱلʶلة  .2
1

1

1( )

ln( )

n

n nx





  
 
 
  الʳʺ1على ال] , [. 

[1اشʱقاقيّ على الʺʳال  Sأثʗʰ أنّ  .3 , [. 
4.  Ďادرس ؗلا ʧʽʱهایʻال ʧم 

1
lim ( )
x
S x


limو  ( )

x
S x


. 

ة ما ǽأتي . 29  التمرين ّɹ  :أثʗʰ ص

1. 
0

1
1 1

1
] , [, n

n

x x
x




   

 . 

2. 
1

1 1 1] , [, ln( )
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


     . 

3. 
2 1
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


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4. 
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)لʧؔʱ  . 30  التمرين )nf  فة علىʛّع معǼاʨة تॽالʱʱم*
 أتيǽ ج  ؗʺاȄرʙʱالǼ 

0 1
1

2
* , ( ) , , ( ) ( )

( )n n
n

x
x f x x n f x f x

f x 
 

        
 

  

أثʗʰ أنّ  .1
2

1
1

2

( ( ) )
( )

( )
n

n
n

f x x
f x x

f x


 . 

)أثʗʰ أنّ الʺʱʱالॽة  .2 )nf  عǼاʱال ʧة مʡاʶॼة بȃقارʱم*: ,f x x   . 
)أثʗʰ أنّ الʺʱʱالॽة  .3 )nf  الʳام على ؗلّ مʤʱانǼ ةȃقارʱ0م] , ]a  ʘʽ0حa . 

)أثʗʰ أنّ الʺʱʱالॽة  .4 )nf  ام علىʤʱانǼ ةȃقارʱم ʛʽغ*
. 

)1لʧؔʱ  . 31  التمرين )n nf   فة علىʛّع الʺعǼاʨʱة الॽالʱʱم العلاقةǼ 

1( )
n

x
n

x
f x e

n


  

   
 

 

)أثʗʰ الʱقارب الȌॽʶॼ للʺʱʱالॽة  .1 )nf  ʨʴع النǼاʱ ȑʛفʸوأنّ  ،ال

0*, , ( )nx n f x     . 

ة الʺʛʱاجʴة:  .2 ّɹ أثʗʰ ص
2

1
2

, ln( )
t

t t t     ّج أنʱʻʱواس ،( )nf  ةȃقارʱم

]Ǽ0انʤʱام على ؗلّ مʳال  , ]a  ماʙʻ0عa . 
3لʧȞॽ العʙد الॽʰʢعي  .3 n عǼاʱات الʛّ̔ادرس تغ .

1 1: , ( )lnn
x

h x n x
n

 
    

 
   عǼاʱج أن الʱʻʱل، واسʽʸفʱالǼ ،

nf   الʳʺم على الʙعʻ0ی] , [  ةʢنق ʙʻع Ȍةً فقʙةً واحʛّ0م 3[ , ]nx . 
)الʱقارب الʺʦʤʱʻ للʺʱʱالॽة  اسʱʻʱج .4 )nf  على.  

  
 



  متتاليات ومتسلسلات التوابع
________________________________________________________________ 

44 
 

عʙʻ  ، وغʛʽ اشʱقاقيّ تاǼع مʛّʺʱʶ عʙʻ ؗلّ نقʢة مʧ  إʳǽاد لʧȄʛʺʱالهʙف مʧ هʚا ا . 32  التمرين
 ʧة مʢنق ȑّأ.  

 ʧȞॽل  فاً علىʛّعاً معǼتا  لʰقȄال   2وʳʺى على الʢ1دوراً له ومع 1[ , [ 
)Ǽالॽʸغة  )x x . 

)أثʗʰ أنّ ، و مʛّʺʱʶ على  بʧّ̔ أنّ  .1 ) ( )x y x y     ماʙʻع ʥوذل

,x y  .  
)نعʛّف مʱʱالॽة الʨʱاǼع  )nf ةॽغة الآتॽʸالǼ 

 3 4 4, ( ) / ( )
n n

nx f x x   

أثʗʰ أنّ الʺʶʱلʶلة  .2 nf  ّج أنʱʻʱواس ʦॽʤʻالǼ ةȃقارʱع المǼاʱ

0

( ) ( )n
n

F x f x



   على ʛّʺʱʶم.  

 ʧȞॽلm اً، وॽّɻॽʰʡ ًداʙعx  اً. نʹعॽّʁॽʁداً حʙ1ع
4

2
m

m
   إشارة ʗّhʲن ،

m  ٌرʨʸʴح مॽʴد صʙع ʙجʨلا ی ʘʽʴǼ  ʧʽ4تʺاماً بmx 4و ( )m
mx  .

 ǼالȞʷل  nالعʙدَ  nؔلّ عʙد ॽʰʡعيّ لنعʛّف  ،أخʛʽاً 

4 4( ( )) ( )n n
m

n
m

x x  



 

 

3.  ʧّ̔عn  لالةʙبm  وn. 

 فإنّ  nأثʗʰ أنّه أǽّاً ؗان العʙد الॽʰʢعي  .4
1

0

3 3
( ) ( ) m

m km

km

F x F x






 
   

 .xغʛʽ اشʱقاقيّ عF  ʙʻاسʱʻʱج أنّ  .5
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 التكاملات المحدودة والتوابع الأصليةّالفصل الثاني: 

 
 ʜمʛال ʛʽʷǽ لʸا الفʚفي ه  ʧʽقلʴال ʙإلى أح  أو  

  مقʗّمة
مʚʻ القʙم، وقاد  ا(مʲل حʶاب الأʨʡال أو الʺʶاحات أو الʨʳʴم) تǽʙّʴً  لقʙ مّ̡لʗ مʶائل هʙʻسॽّة

الʘʴॼ عʧ حلʨل دॽʀقة لʱلʥ الʺʶائل إلى ابʱؔار علʦ الʱؔامل. إنّ معʦʤ تلʥ الʺʶائل تʕول إلى 
مʶألة مʧ نʺȌ إʳǽاد الʺʶاحة الʨاقعة بʧʽ الʺʻʴʻي الॽʰاني لʱاǼع مʨجʖ ومʨʴر الفʨاصل على 

]على مʳال  امعʛّفً  امʨجॼً  اتاǼعً  fمʳالٍ ما. لʧȞॽ إذن  , ]a b رةʨʸʴʺاحة الʶʺاب الʶح ʙȄʛون ،
0yوالʺॽʁʱʶʺات الʲلاثة الʱي معادلاتها  fبʧʽ الȌّʵ الॽʰاني للʱاǼع   وx a وx b .

اجʱʺاع عʙدٍ مʶʺ ʧاحة لإʳǽاد إجاǼةٍ تقॽّʰȄʛة هي تقʖȄʛ تلʥ الʺʶاحة Ǽإنّ أȌʶǼ مʴاولة 
 ʛʲوأك ʛلات أصغʽʢʱʶام مʙʵʱا إلا اسʻʽأفʹل، ما عل ʖٍȄʛل على تقʸʴلات، ولؔي نʽʢʱʶʺال

  .اعʙدً 
ʦ إذن الʺʳال  ّʁ ]نق , ]a b  ةॽّئʜالات جʳ1إلى م 1 2 1[ , ],[ , ], ,[ , ]ma x x x x b ًةʢار نقʱʵون ،

k  الʳ1في ؗلّ م[ , ]k kx x ضهʛع ȑʚل الʽʢʱʶʺاحة الʶن مʨؔʱف ،

1( )k k kx x x   وارتفاعه ،( )kf   اءʙʳةً للȄاوʶم( )k kf x  عʨʺʳن مʨȞȄو ،
  مʶاحات الʺʽʢʱʶلات 

1 1 2 2 1 1( )( ) ( )( ) ( )( )m mf x a f x x f b x          
,0وȂذا وضعʻا  ma x b x  عʨʺʳʺا على الʻلʸح ،  

 

 

 

 
 

x

1x1x0a x=

y

2x 3x mx2x mx b=

⋅ ⋅ ⋅

( )y f x=

2( )f x 
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1
1 1

( )( ) ( )
m m

m k k k k k
k k

S f x x f x 
 

      

]1وصغʛت الʺʳالات  mؗلّʺا زاد عʙد الʺʽʢʱʶلات یُلاحȎ أنّه  , ]k kx x ةʺॽʀ ʗؗان ،
ا مʧ واسعً  اهʚا الʘʴॼ أنّ هʻاك ॽʡفً  فيأقʛب إلى الʺʶاحة الʺʢلȃʨة. سmS  Ȑʛʻالʺʨʺʳع 

 ʴॽة لʱلʥ الʺʶاحة، وهʚا العʙد هʨنʨʴ عʙدٍ ǽʺّ̡ل الॽʁʺة الmS ʴʸ الʨʱاǼع الʱي یʱقارب عʙʻها

]على الʺʳال  fالʱؔامل الʺʙʴود للʱاǼع  , ]a b  ʜمʛالǼ هॽإل ʜمʛن ȑʚوال( )dt
b

a
f t.  

  ومفاʤॻʀ أساسॻّة تعȂʙفات . 1

  قčॻɹʠِاالʦʯاǺع الʙّʸʯʴʸة  .1.1
]لʧȞॽ  . 1  تعريف , ]a b  ًالاʳتافه في  م ʛʽغ.  ّ̋يʶةً نʸॻʴال  تقʳʺلل[ , ]a b  ʛʸʻؗلّ ع

0 1( , , , )mx x x    ʧ1م[ , ]ma b   ʘʽح*m  ʘʽʴȃو ،

0 1 ma x x x b     ّ̋يʶةً . نॻّخل  Ȍʺʻال ʧالٍ مʳ1ؗلّ م,k kx x   

 ʘʽ1ح 2{ , , , }mk m   ارʙّ̋ي الʺقʶ11. ن
( ) max k kk m
h x x  

  

. ونقʨل عʧ تقॽʶʺة  لʯقʸॻʴة(الأعॻّʸʢة) ل ʦʠʳةال   إنّها(ʤأو أنع) ّأدق  ʧم 
إذا احʨʱت    ʛاصʻؗلّ ع ًʛʽة  ا. وأخʺॽʶقʱال ʧل عʨنق  ةإنّهاʸʢʯʹم  ʗإذا ؗان

  :أȑ أʨʡال خلاǽاها مʶʱاوȄة

 0 1{ , , , }, ( )k
k

k m x a b a
m

     

]على الʺʳال غʛʽ الʱافه  امعʛّفً  اتاǼعً  fلʧȞॽ  . 2  تعريف , ]a b  ه فيʺॽʀ ʚأخȄو ّل إنʨنق .
f  ʙّʸʯʴامčॻɹʠِة  قʺॽʶت تقʙإذا وُج Ȍ0إذا وفق 1( , , , )mx x x    الʳʺلل[ , ]a b 

ن وله نهایʱا ا،م  Ďʛʺʱʶعلى ؗلّ خلॽّة مʧ خلاǽا الʱقॽʶʺة  ʨȞǽ ʘʽʴǼfن مقʨʸر 
mkؗان  ا: أĎǽ وॼɻȃارة أخȐʛ عʛʡ ʙʻفʽها.  نعʙدیʱّا   ؗان ،

1] , [k kx x
f


  Ďʛʺʱʶا،م 

1kxمʧ الʧʽʺॽ عʙʻ  عʙدǽّةوقhَِل نهاǽةً    ًةǽةونهاǽّدʙع  ʙʻار عʶॽال ʧمkx هʚفي ه  .
  .fللʱاǼع  ملائʸة  الʱقॽʶʺة ʴالة، نقʨل إنّ ال
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على ؗلّ خلॽّة مʧ خلاǽا الʱقॽʶʺة  اثابf  ɦًفي الʴالة الʵاصّة الʱي ʨȞǽن فʽها لاحȎ أنّه  
 ȑ1 :أ, : ] , [, ( )m k k k kk c t x x f t c       

  .ادرجčॻ  اتاǼعً  ʨȞǽ fن  
 ʜمʛالǼ ʜمʛن([ , ])p a b  عǼاʨʱعة الʨʺʳة إلى مʛّʺʱʶʺاالĎॽɻʢِعلى  ق[ , ]a b و ، ʜمʛالȃ

([ , ])a b  ة علىॽّرجʙع الǼاʨʱعة الʨʺʳإلى م[ , ]a b. 
 قčॻɹʠِامf  ʙّʸʯʴنقʨل إنّ  .Iعلى الʺʳال غʛʽ الʱافه  امعʛّفً  اعʙدĎǽ  اتاǼعً  fلʧȞॽ  . 3  تعريف

 čॻلʲعلى  امI Ďǽأ :ȋʛʷال Șّقʴإذا ت Ȍا، إذا وفق  Șال الʺغلʳʺؗان ال[ , ]a b  في Ȑʨʱʴʺال

I ؗان ،[ , ]a b
f  رʨʸمق)f  على[ , ]a b Ďʛʺʱʶا ا) مĎॽɻʢِق ʜمʛالǼ ʜمʛن .( )loc

p I  إلى

 .Iعلى  امʴلĎॽ  اقĎॽɻʢِ مʨʺʳعة الʨʱاǼع الʺʛّʺʱʶة 
]) على قĎॽɻʢِا امĎʛʺʱʶ أو ( ادرجf  Ďॽإذا ؗان  .1 ملاحʢة , ]a b ان ]، وؗ , ] [ , ]a b c d ؗان ،

[ , ]c d
f  Ďॽأو ( ادرج Ďʛʺʱʶا امĎॽɻʢِق ʗ0). فإذا ؗان 1( , , , )mx x x    الʳʺة للʺॽʶتق

[ , ]a b  عǼاʱملائʺة للf ةʺॽʶقʱال ʗؗان ،   ʧʽʱʢقʻال ʧلّفة مʕʺال,c d  ةʺॽʶقʱال ȋونقا
  الʳʺاقعة في الʨال[ , ]c d  عǼاʱملائʺةً لل[ , ]c d

f. 

]) على قĎॽɻʢِا امĎʛʺʱʶ أو ( ادرجf  Ďॽإذا ؗان  .2 ملاحʢة , ]a b،  ًودʙʴعلى  اؗان م[ , ]a b  ʥوذل
  لأنّه مʙʴود على ؗلّ خلॽّة مʧ خلاǽا تقॽʶʺةٍ ملائʺةٍ له.

  أمʰلة
2إنّ الʱاǼع  .1 2: [ , ] , ( )f x E x x        الʳʺ2درجيّ على ال 2[ , ] . 

2.  ʧȞॽل*n  ،  ع وǼاʱال ʧȞॽ0ل 1: [ , ]f    غةॽʸالǼ ىʢالʺع( )f x k  على

1الʺʳال 
,

k k

n n

 
 
 

 Ďǽأ ʥؗان  ا، وذلnk  بـ ʅȄʛعʱ1، ونُؔʺل ال 0( )f  ّإن .

f  ʧم ʛٌʸʻ0ع 1([ , ]). 

1الʱاǼع  .3 1 1
1: , ,f x

x x
   

    
   

   ʛّʺʱʶامĎॽɻʢِال  قʳʺ1على ال
1,


 
 
 

. 
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0الʺعʛّف على  fالʱاǼع  .4 1[ , Ǽ1الॽʸغة  [
( ) sinf x

x
  ماʙʻ0ع 1] , ]x  و

0 0( )f   Ďʛʺʱʶم ʝॽا الĎॽɻʢِق .ʛفʸال ʙʻع ʧʽʺॽال ʧةً مǽل نهاʰقǽ لأنه لا ʥوذل ، 
]لʧȞॽ  .1  مبرهنة , ]a b  ًالاʳتافه في  م ʛʽغ ʧȞॽول ،,f g  ʧم ʧȄʛʸʻع([ , ])p a bو ،

,    ٍʚئʙʻع ، 
fو  fالʨʱاǼع  .1 g    وf g  ة ؗلّهاʛّʺʱʶامĎॽɻʢِق. 

2.  Ďǽؗان  اأ[ , [x a b ّفإن ،f  ʙʻع ʧʽʺॽال ʧةً مॽهʱʻةً مǽل نهاʰقǽx ʥلʚ ، وؗ
 Ďǽؗان  اأ] , ]x a b ّفإن ،f  ʙʻار عʶॽال ʧةً مॽهʱʻةً مǽل نهاʰقǽx. 

  الإثॺات
0تʨجʙ تقॽʶʺة  .1 1( , , , )mx x x    عǼاʱملائʺة للf عǼاʱا ؗان ال ّ̋  امf  Ďʛʺʱʶ، ول

، ومʧ ث ʦَّعلى ؗلّ خلॽّة مʧ خلاǽا ا مf  Ďʛʺʱʶ، ؗان على ؗلّ خلॽّة مʧ خلاǽا 

f  عǼتا ʛّʺʱʶامĎॽɻʢِة قʺॽʶتق ʙجʨت ،Ȑʛجهةٍ أخ ʧ0. م 1( , , , )ry y y   

. نعʛّف الʱقॽʶʺة gملائʺة للʱاǼع    ʛاصʻاع عʺʱاج ʧها مʛاصʻن عʨّؔʱي تʱال
 ʧʽʱʺॽʶقʱال و  ةʺॽʶقʱها. إنّ الʰʽتʛإعادة ت ʙعǼ   ّأدق  ʧؗلّ م ʧم و ،

 ʧʽعǼاʱفهي ملائʺة للf وg  ًع امعǼاʱن الʨȞǽ ʥلʚȃو ،f g     Ďʛʺʱʶعلى ا م
كلّ خلॽّة مʧ خلاǽا الʱقॽʶʺة    ةʢؗلّ نق ʙʻع ʧʽʺॽال ʧة مǽّدʙة عǽل نهاʰقȄو

[ , [x a b ةʢؗلّ نق ʙʻار عʶॽال ʧة مǽّدʙة عǽونها ،] , ]x a b عǼتا ʨفه ʦّث ʧوم ،
 ʛّʺʱʶامĎॽɻʢِق  ȑأ([ , ])pf g a b      ȑʛفʸع الǼاʱة أنّ الʤلاحʺȃو .

])درجيّ نʱʻʱʶج أنّ  , ])p a b  ʧئيّ مʜفʹاءٌ شعاعيّ ج([ , ], )a b  قةȄʛʢǼ .

f.مʺاثلة نʙʳ أنّ  g  ةʺॽʶقʱا الǽخلا ʧة مॽّعلى ؗلّ خل ʗثاب  عǼتا ʨفه ʦّث ʧوم ،
 ʛّʺʱʶامĎॽɻʢِق  ȑأ. ([ , ])pf g a b . 
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2.  ʧȞॽل[ , [x a b نʨȞǽ إمّا أن ،x  ًʛʸʻاع  ʧمȐʙا  إحǽلاʵ1ال] , [k kx x  نʨȞǽ أو
. وȄʛʢȃقة xنهاǽة عʙدǽّةً مʧ الʧʽʺॽ عf   ʙʻأحʙ عʻاصʛ الʱقॽʶʺة، وفي الʴالǽ ʧʽʱقʰل

[ عʛʸʻٍ  ؗلّ  نهاǽة عʙدǽّةً مʧ الʶॽار عǽ ʙʻقʰل fمʺاثلة نʗʰʲ أنّ  , ]x a b.   
]لʧȞॽ  .2  مبرهنة , ]I a b  ًالاʳتافه في  م ʛʽغ ʧȞॽول ،( )f I  ʧؔʱول ،

0 1( , , , )mx x x   ةً ملائʺةً لهʺॽʶ1، وتق 2, , , mc c c    ةʱابʲال ʦॽʁهي ال
  إنّ ॽʀʺة الʺʨʺʳع. على خلاǽا الʱقॽʶʺة  fللʱاǼع 

 1
1

( , ) ( )
m

k k k
k

S f c x x 


   

 .ولǼ ʝॽالʱقॽʶʺة الʺلائʺة له  fلا تʱعلȘّ إلاّ ǼالʱاǼع  
  الإثॺات

 ʗأنّه إذا ؗان ʗʰʲʻ0ل 1( , , , )mx x x    0و 1( , , , )ry y y    الʳʺلل ʧʽʱʺॽʶتقI 
)فإنّ  fملائʺʧʽʱ للʱاǼع  , ) ( , )S f S f  عǼاʱض أنّ الʛʱنف .f  ʦॽʁال ʚأخǽ

1 2( , , , )mc c c  اǽعلى خلا1، و 2( , , , )rd d d  اǽعلى خلا .  
0ؗان  اأ.  Ďǽمʧ  أدقّ  نʙʰأ Ǽالʴالة عʙʻما تʨؔن  1{ , , , }k m  ʙجʨی ،

0 1{ , , , }ki r   ʘʽʴǼ
kk ix y ȘّقʴʱȄو ،

1 11 1k k kk i i i kx y y y x
        نʨȞǽ ʥلʚȃو ،

1 1k k j ki j i d c     هॽوعل ،  

 
1 1

1 1 1
1 1

( ) ( ) ( )
k k

k k

i i

j j j k j j k k k
j i j i

d y y c y y c x x

 

  
   

       

  ومʻه 
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1

1
1

1
1 1

1
1

( , ) ( )

( )

( ) ( , )

k

k

r

j j j
j

im

j j j
k j i

m

k k k
k

S f d y y

d y y

c x x S f











  




 

 
  
 
 

  



 



  

 ॽʶʧʺة الʱي تȑʨʱʴ عʻاصʛ الʱقʽʱʺॽʶعلى أنّها الʱق 'أمّا في الʴالة العامّة فʻعʛّف الʱقॽʶʺة 
 و  ʨّʱاه للʻʱʰما أث ʖʶن حʨȞॽɾ( , ) ( , ) ( , )S f S f S f    ،  بʨلʢʺال ʨوه

                                 إثॼاته.
]لʧȞॽ  . 4  تعريف , ]I a b  ًالاʳتافه في  م ʛʽغ ʧȞॽول ،( )f I  ʧؔʱول ،

0 1( , , , )mx x x    ارʙّ̋ي الʺقʶةً ملائʺةً له. نʺॽʶتق

1
1

( , ) ( )
m

k k k
k

S f c x x 


  رجي  تؒاملʙع الǼاʱالf  ʧمa  إلىb  أو تؔامل

f  علىI ʜمʛالǼ هॽإل ʜمʛون ،( )dt
b

a
f t  أوb

a
f  أو

I
f . 

]لʧȞॽ  .3  مبرهنة , ]I a b  ًالاʳتافه في  م ʛʽغ ʧȞॽول ،f وg  ʧم ʧȄʛʸʻع( )I و
,   ةʴॽʴة صॽا الآتǽن القʹاʨؔت ʚٍئʙʻع ،: 

[إذا ؗان  .1 , [c a b ؗان ،( )dt ( )dt ( )dt
b c b

a a c
f t f t f t   . 

)0ؗان  0yوʱʺॽʀه  Iعلى  اثابf  ɦًإذا ؗان  .2 )dt ( )
b

a
f t y b a  . 

3.  ( ) ( ) dt ( )dt ( )dt
b b b

a a a
f t g t f t g t           . 

)0، ؗان Iعلى  امʨجf  ًॼإذا ؗان  .4 )dt
b

a
f t . 

fؗان حॽʁقʧʽّ̔ و  gو f ؗان إذا .5 g  علىI ؗان ،( )dt ( )dt
b b

a a
f t g t . 

6. ( )dt ( ) dt
b b

a a
f t f t . 
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  الإثॺات

  ʧؔʱ0ل 1( , , , )mx x x    0و 1( , , , )ry y y     الʳʺلل ʧʽʱʺॽʶتقI  ʧʽʱʺملائ
 ʧʽعǼاʱللf وg  ʧؔʱول ،ʖʽتʛʱ0على ال 1( , , , )sz z z     هاʛاصʻن عʨّؔʱي تʱة الʺॽʶقʱال

 ʧʽʱʺॽʶقʱال ʛاصʻاع عʺʱاج ʧم,    إعادة ʙعǼهاʰʽتʛت.  
فʸʴʻل على تقॽʶʺة  إلى الʱقॽʶʺة  cنʹʅॽ الʻقʢة  .1

1 0 1( , , , , , , )k k mx x c x x     عǼاʱملائʺة للf ʧʽʱʺॽʶئ تقʷʻُ1، ن 2,   
 ʧʽالʳʺلل[ , ]a c و[ , ]c b  ʧʽعǼاʱلل ʧʽʱʺملائ[ , ]a c

f و[ , ]c b
f .

1

1 1 0 1

1

1 2[ , ] [ , ]

( )dt ( , )

( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( , )

( )dt ( )dt

b

a

k k

k k m m m

a c c b

c b

a c

f t S f

c x x c c x

c x c c x x

S f S f

f t f t



 







    
    

  

 



 


 

  في هʚه الʴالة .2

 

0 1
1

0 1
1

0

( )dt ( )

( )

( )

mb
k ka

k
m

k k
k

f t y x x

y x x

y b a







  

  

  



  

3.  ʧؔʱل( )jc و( )jd  ʧة لؔلّ مʱابʲال ʦॽʁالf وg  ةʺॽʶقʱا الǽعلى خلا ʚٍئʙʻع ،

 Șّقʴʱی 
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  1
1

1
1

1
1

( ) ( ) dt ( ) ( )

( )

( )

( )dt ( )dt

sb
j j j ja

j
s

j j j
j
s

j j j
j
b b

a a

f t g t c d z z

c z z

d z z

f t g t

   





 










        

   

   

   







 

  

4.  Șّقʴʱالة یʴه الʚ0في ه,m kk c   هʻوم ،

1
1

0( )dt ( )
mb
k k ka

k

f t c x x 


   . 

fإنّ الʱاǼع  .5 g  هʻوم ،ʖجʨم

 0 ( ) ( ) dt ( )dt ( )dt
b b b

a a a
f t g t f t g t      ʦَّث ʧوم ،

( )dt ( )dt
b b

a a
f t g t . 

حالة  :أوّلاً  .6 .   
الʺʛʱاجʴة الʺʹاعفة  مʱʶفʙʽیʧ مʧمʧ هʚه الʺʛʰهʻة  .)5(بȘʽʰʢʱ الʳॽʱʻة 

f f f   ʙʳن ،( ) dt ( )dt ( ) dt
b b b

a a a
f t f t f t     ʦَّث ʧوم ،

( )dt ( ) dt
b b

a a
f t f t  ،بʨلʢʺال ʨالة وهʴه الʚفي ه.  

حالة  :اثانيً  .  

 ʧȞॽل,r     ʘʽʴǼ( )dt
b i
a
f t re   ȑأ( )dt

b

a
r f t   .

 ʚٍئʙʻع 

( )dt ( )dt Re ( )dt

Re( ( ))dt ( ) dt ( ) dt

b b bi i i
a a a

b b bi i
a a a

r e f t e f t e f t

e f t e f t f t

  

 

  

 

      

  

  

  
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  (أو الʸʢʯʹʸة) الʦʯاǺع الʟʦʮʷʸة .2.1
x، وIعلى  امعʛّفً  اعʙدĎǽ  اتاǼعً  f، و مʧغʛʽ تافه  مʳالاً  IلʧȞॽ  . 5  تعريف I . 

مʥ  نهاǻةٌ عʗدǻّةٌ إذا وفقȌ إذا ؗان له  xعregulated(  ʙʻ( مf  ٌȉʦʮʷإنّ نقʨل 
\ في حالة x عʙʻ الʴॻار {inf }x I I ، ٌةǻةٌ ونهاǻّدʗع  ʥʻʸॻال ʥم  ʙʻعx  في

\ حالة {sup }x I I . ُإذا و ȑأʙفي حالة  ج\ {inf }x I I دʙع ( )f x   
ʘʽʴǼ 

0 0, : ( ) ( )x t x f t f x              

\في حالة  جʙوُ و   {sup }x I I دʙع ( )f x  ʘʽʴǼ:  

0 0, : ( ) ( )x t x f t f x              

ا ً́ ǽل أʨإنّ  ونقf  على ȋٌʨʰʹمI  ًʡʨʰʹاإذا ؗان م  ʛٍʸʻؗلّ ع ʙʻعx I،  ʜمʛون
 ʜمʛالǼcont( )f  عǼاʱن الʨȞǽ يʱال ȋقاʻعة الʨʺʳإلى مf  Ďʛʺʱʶام  ȑها. أʙʻع

cont( ) lim ( ) ( )
t x

x f f t f x


   اʺؗ . ʜمʛالǼ ʜمʛن( )I  عةʨʺʳإلى م

 .I الʨʱاǼع الʺʹʡʨʰة على

)2، وIعلى الʺʳال غʛʽ الʱافه  ʧʽمʹʧʽ ʡʨʰتاǼع gو fلʧȞॽ  .4  مبرهنة , )    ّإن .

fالʨʱاǼع  g  وf  وfg وf
g

 )ȋʛʷال Șّقʴʱما یʙʻا ؗان عǽّأ :x I  ؗان 

0( ) ( ) ( )g x g x g x  (  ة علىʡʨʰʹؗلّها مI .  
  الإثॺات

  الʻهاǽة مʧ الʧʽʺॽ والʻهاǽة مʧ الʶॽار.مॼاشʛةً مʧ الʱعʅȄʛ وخʨاص 
 نʱॻʯة: ( ), ,.I   ّئيʜفʹاء شعاعيّ ج  ʧم ( , ), ,.I  . 
  أمʰلة
1.  ʛّʺʱʶعٍ مǼاكلّ تاĎॽɻʢِق  Șالٍ مغلʳعلى م[ , ]a b  ًʡʨʰʹن مʨȞǽه اॽعل. 
2.  ّʛʺʱʶع مǼكلّ تا  ʛّʺʱʶا(أو مĎॽɻʢِق  Ďॽلʴالٍ  على )امʳمI  ًʡʨʰʹن مʨȞǽهعل اॽ. 
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 .ॽهعل اʨȞǽن مʹI  ًʡʨʰمʳالٍ  علىمʛʢّدٍ  حॽʁقيّ كلّ تاǼعٍ  .3

0الʺعʛّف على الʺʳال  fلʧȞॽ الʱاǼع  .4 1] , Ǽ1الॽʸغة  ]

0

,
( )

,

t
f t

t

   




 f. إنّ 

 ًʡʨʰʹم ʝॽال  ʧم ʛٍʸʻع ȑّأ ʙʻ0ع 1] , [. ذلʥ أن أȑّ مʳالٍ غʛʽ تافهٍ ] , [c d  Ȑʨًʱʴم 
0في  1] ,  ةٌ عʙدǽّ  نهاǽةٌ  fغʛʽ عادǽّة. فإذا ؗان للʱاǼع  اعادǽّة وأعʙادً  اȑʨʱʴǽ أعʙادً  ]

( )f x   ʙʻع ʧʽʺॽال ʧ0م 1[ , [x ف ، ʙجʨʽ0   ʘʽʴǼ

1, ( ) ( )t x x f t f x        ّه فإنॽ1، وعل
1

2
( )f x   و

1
0

2
( )f x   هʻوم ،

1 1
1 1 0 1 0 1

2 2
( ) ( )f x f x          ،واضح ʠاقʻا تʚوه ،

 .xغʛʽ مʹȋٍʨʰ عf  ʙʻومʧ ثʦَّ فإنّ 
ʧّ̔ʰُع  تǼاʨʱام بʤʱانǼ هاʰȄʛتق ʧȞʺǽُ Șالٍ مغلʳة على مʡʨʰʹʺع الǼاʨʱة أنّ الॽة الهامّة الآتʻهʛʰʺال

  درجॽّة.
]على الʺʳال غʛʽ الʱافه  امعʛّفً  اتاǼعً  fلʧȞॽ  .5  مبرهنة , ]a b ةॽلاث الآتʲا الǽإنّ القʹا .

 مʱؔافʯة:

 f  على ȋʨʰʹم[ , ]a b.  
  Ďǽ0ؗان  اأ  ʙجʨعٌ درجيّ ، یǼتا([ , ])a b    ʘʽʴǼ

[ , ]
sup ( ) ( )
t a b

t f t 


 . 

  ةॽالʱʱم ʙجʨت( )n  ʛاصʻع ʧم([ , ])a b  ʧة مȃقارʱمf .امʤʱانǼ  
  الإثॺات

  لʙʰʻأ Ǽإثॼات الʯʡʨʱة الآتॽة:
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)لʧؔʱ  توطئة: )j j JI   Șّقʴحة تʨʱالات الʺفʳʺال ʧجʺاعة م[ , ] j
j J

a b I


  ʙجʨت ʚٍئʙʻع ،

جʺاعة جʜئॽّة مʱʻهॽة 
0

( )j j JI   ʘʽʴǼ
0

[ , ] j
j J

a b I


 .  

]مʨʺʳعة الʻقاF  ȋلʧؔʱ  إثॺات الʭʟʦʯة: , ]x a b  ʙجʨي تʱلهاال  ʧة مॽهʱʻة مॽّئʜجʺاعة ج
( )j j JI   ȑʨʱʴǽ هاʛاصʻاع عʺʱاج[ , ]a x ّإن .a F هʻوم ،F  ،ةॽخال ʛʽودة  هيو غʙʴم

supmفلها حʙّ أعلى حॽʁقي   bمʧ الأعلى Ǽالعʙد  F  Șّقʴǽm a ّض أنʛʱنف .
m b ʙجʨ0. یj J  ʘʽʴǼ

0j
m I ʙجʨʽ0، ف  ʘʽʴǼ ،

0
[ , ] jm m I    و ، ʙجʨȄy F  ʘʽʴǼ[ , [y m m  جʺاعة ʙجʨه تॽوعل ،

جʜئॽّة مʱʻهॽة 
0

( )j j JI   ʧم( )j j JI   ȑʨʱʴǽ هاʛاصʻاع عʺʱاج[ , ]a y عةʨʺʳʺال ʧؔʱل .

1الʺʱʻهॽة  0 0{ }J J j  اʻیʙل .
1

[ , ] j
j J

a m I


   ʦَّث ʧوم ،m F   اʚوه

supmمʻاقʠ لʨؔن  F هʻوم ،m b ʧة مॽهʱʻة مॽّئʜجʺاعة ج ʙجʨت ʦَّث ʧوم ،
( )j j JI   ȑʨʱʴǽ هاʛاصʻاع عʺʱاج[ , ]a b.ةʯʡʨʱات الॼل إثʺʱȞǽ ʥلʚȃو ،   
    
 ʧȞॽ0ل .  

]في حالة  , [x a b ʙجʨی ،( ) ] , [y x x b  ʘʽʴǼ

2] , ( )[ ( ) ( ) /t x y x f t f x     وفي حالة ،] , ]x a b ʙجʨی ،( ) ] , [z x a x 

  ʘʽʴǼ2] ( ), [ ( ) ( ) /t z x x f t f x     إذا ؗان .] , [x a b اʻوضع ،

] ( ), ( )[xI z x y x اʻ1، ووضع 1] , ( )[, ] ( ), [a bI a y a I z b b    ّاضح أنʨال ʧم .

[ , ]

[ , ] x
x a b

a b I


 ʙجʨة . تॽهʱʻة، جʺاعةٌ مʯʡʨʱال ʖʶح ، 
k

m
x
k N

I


  ʘʽʴǼ

[ , ]
k

m

x
k

a b I




 ʧؔʱل .  ȋقاʻال ʧلّفة مʕʺة الʺॽʶقʱال

1 2 1 2, , , , , , ( ), ( ) , ( )m ma b x x x y x y x y x  1 2( ), ( ) , ( )mz x z x z x  إعادة ʙعǼ
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Ǽ0الȞʷل  تʛتʰʽها 1, , , rt t t أنّه إذا ؗان Ȏ1. نلاح, ] , [k kt s t t   ّفإن( ) ( )f s f t   
 ʧȞॽول  نʨؔت ȑʚرجي الʙع الǼاʱال  ȘّقʴȄملائʺةً له و

0 1 1{ , , , }, ( ) ( )k kk r t f t    ذا ؗانȂ1، و] , [k kt t t   ّفإن

1

2
( ) k kt t
t f  
   

 
  ȋʛʷال Șّقʴʱه یॽوعل .[ , ], ( ) ( )t a b f t t      أو

sup ( ) ( )
t I

t f t 


 .بʨلʢʺال ʨوه ،  

    
 Ďǽؗان  اأn  ʙجʨی ،( )n I    ʘʽʴǼ2sup ( ) ( ) n

n
t I

t f t 


  ّإن .( )n 

 ʛاصʻع ʧةٌ مॽالʱʱم( )I  ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱمf. 
    
 ʧؔʱل( )n  ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱة مॽّرجʙع الǼاʨʱال ʧة مॽالʱʱمf شيʨؗ ȋʛش Șّقʴفهي ت ،

 ʧȞॽام. لʤʱانǼ[ , [x a b Ďǽؗان  ا. أn   ّفإن ،n  ًةॽهʱʻةً مǽل نهاʰقǽ( )n x   ʧم
 ʙʻع ʧʽʺॽالx.  

 ʧȞॽ0ل  عيॽʰʡ دʙع ʙجʨ0، یn  ʘʽʴǼ

0 [ , ], ( ) ( )n mm n n t a b t t         علʳȃو ،t  ʨʴعى نʶتx  ʧم

0الʧʽʺॽ في الʺʛʱاجʴة، نʙʳ أنّ  ( ) ( )n mm n n x x        ʦَّث ʧوم ،

تʴقȘّ الʺʱʱالॽة  ( )n x   ٍدʙع ʧة مȃقارʱشي فهي مʨؗ ȋʛشl  أنّ . ل ʗʰʲʻf  لʰقǽl 

 ʙʻع ʧʽʺॽال ʧةً له مǽنهاx .  

 ʧȞॽ0ل  ʙجʨی ،n   ʘʽʴǼ
3

[ , ], ( ) ( )nt a b f t t
   و ،

3
( )n x l

    ʙجʨی ،Ȑʛجهةٍ أخ ʧ0. م   ʘʽʴǼ

3
] , [ [ , ] ( ) ( )n nt x x a b t x

         فإذا ؗان .t  ًʛʸʻاع  ʧم

] , [ [ , ]x x a b ؗان ،  
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3 3 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n nf t l f t t t x x l   

   

       

   
  

 ،ʦَّث ʧومf  لʰقǽl  ʙʻع ʧʽʺॽال ʧةً له مǽنهاx عǼاʱأنّ لل ʗʰʲابهة نʷقة مȄʛʢȃو .f  ًةǽنها
[مʱʻهॽةً مʧ الʶॽار عʙʻ ؗلّ نقʢة  , ]x a b.            

]على الʺʳال غʛʽ الʱافه  امʹʡʨʰً  اتاǼعً  fلʧȞॽ  نʱॻʯة: , ]a b نʨȞǽ ʚٍئʙʻع ،f  ًودʙʴعلى  ام
[ , ]a b.  
  الإثॺات

ʴǽ1ق  Șّ.)، یʨجʙ تاǼعٌ درجيّ 5حʖʶ الʺʛʰهʻة (
[ , ]
sup ( ) ( )
t a b

t f t


  ا ؗان ّ̋  ، ول

 Ďॽودً ادرجʙʴا، ؗان م ʙجʨʽ0، ف M  ʘʽʴǼ[ , ], ( )t a b t M   Ďǽفإنّه أ ʦَّث ʧؗان  ا، وم

[ , ]t a b 1، ؗان( ) ( ) ( ) ( )f t f t t t M      ّه فإنॽوعل ،f  ٌعǼتا  

                                                                                    مʙʴودٌ. 
]على الʺʳال غʛʽ الʱافه  امʹʡʨʰً  اتاǼعً  fلʧȞॽ  .6  مبرهنة , ]a b ʧؔʱول ،( )n  ʧة مॽالʱʱم

] الʺʳال الʨʱاǼع الʙرجॽّة على , ]a b ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱع ومǼاʱال f ةॽالʱʱʺقارب الʱت ʚٍئʙʻع .

)ة عʙدǽّ ال )dt
b
na
t 

 
   ʧم ʧم ʛٍʸʻع  ة یلاॽالʱʱʺالǼ Șّعلʱ( )n  امʤʱانǼ ةȃقارʱʺال

 ʧمf. 
  الإثॺات

)إنّ  )n  ʧȞॽام. لʤʱانǼ شيʨؗ ȋʛش Șّقʴام فهي تʤʱانǼ ةȃقارʱ0م  عيॽʰʡ دʙع ʙجʨ0، یn 
ʘʽʴǼ  

0, , sup ( ) ( )n m
t I

n m m n n t t
b a

 


      


  

  ومʧ الʺʛʱاجʴة 
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 ( )dt ( )dt ( ) ( ) dt

( )sup ( ) ( )

b b b
n m n ma a a

n m
t I

t t t t

b a t t

   

 


  

  

    

  نʱʻʱʶج أنّ 

0 ( )dt ( )dt ( )
b b
n ma a

m n n t t b a
b a

        
   

)ومʧ ثʦَّ تʴقȘّ الʺʱʱالॽة  )dt
b
na
t 

 
  .ةȃقارʱشي فهي مʨؗ ȋʛش  

 ʧؔʱل ،Ȑʛجهةٍ أخ ʧم( )n  ة علىॽّرجʙع الǼاʨʱال ʧة مॽة ثانॽالʱʱمI ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱوم 
  . لʙیʻا f الʱاǼع

 ( )dt ( )dt ( ) ( ) dt

( ) ( ) dt

( )sup ( ) ( )

( )sup ( ) ( )

( )sup ( ) ( )

b b b
n n n na a a

b
n na

n n
t I

n
t I

n
t I

n

t t t t

t t

b a t t

b a t f t

b a f t t

   

 

 













  

 

  

  

  



  


  

)إنّ الʺʱʱالॽة  )n  ʧʽʱʽالʱʱʺج أنّ للʱʻʱʶه نʻوم ،ʛفʸال ʧة مȃقارʱم( )dt
b
na
t 

 
   و

( )dt
b
na
t 

 
  .ةʻهʛʰʺات الॼل إثʺؔǽُ اʚها، وهʶة نفǽهاʻال         

]على الʺʳال غʛʽ الʱافه  امʹʡʨʰً  اتاǼعً  fلʧȞॽ  . 6  تعريف , ]a b،  ʧؔʱول( )n  ʧة مॽالʱʱم

]الʨʱاǼع الʙرجॽّة على  , ]a b  ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱومf. دʙّ̋ي العʶن lim ( )dt
b
nan
t

  

)Ǽالʛمʜ  ، ونʛمʜ إلॽهbإلى  aمf  ʧللʱاǼع  الʯؒامل الʗʲʸود )dt
b

a
f t  أوb

a
f.  
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]لʧȞॽ  .7  مبرهنة , ]I a b  ًالاʳتافه في  م ʛʽغ ʧȞॽول ،f وg  ʧم ʧȄʛʸʻع
([ , ])a b و,    ʚٍئʙʻة ؗلّ ، عʴॽʴة صॽا الآتǽالقʹا: 

[إذا ؗان  .1 , [c a b ؗان ،( )dt ( )dt ( )dt
b c b

a a c
f t f t f t   . 

2.  ( ) ( ) dt ( )dt ( )dt
b b b

a a a
f t g t f t g t           . 

)0، ؗان Iعلى  امʨجf  ًॼإذا ؗان  .3 )dt
b

a
f t . 

ان gو f إذا ؗان .4 f حॽʁقʧʽّ̔ وؗ g  علىI ؗان ،( )dt ( )dt
b b

a a
f t g t . 

 و احf  Ďॽʁॽʁ إذا ؗان .5
[ , ] [ , ]
inf ( ), sup ( )
t a b t a b

m f t M f t
 

  ؗان ،

( ) ( )dt ( )
b

a
m b a f t M b a   . 

6. ( )dt ( ) dt
b b

a a
f t f t . 

  الإثॺات

1.  ʧؔʱل( )n  ة علىॽّع درجǼاʨة تॽالʱʱمI  ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱمf ʚٍئʙʻع ،

( )dt ( )dt ( )dt
b c b
n n na a c
t t t      علʳȃو ،n  عى إلىʶت  ʙʳن

( )dt ( )dt ( )dt
b c b

a a c
f t f t f t   . 

2.  ʧؔʱل( )n  ة علىॽّع درجǼاʨة تॽالʱʱمI  ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱمfو ،( )n  عǼاʨة تॽالʱʱم
  . لʙیʻاgمʱقارȃة Ǽانʤʱام مI  ʧدرجॽّة على 

   ( ) ( ) dt lim ( ) ( ) dt

lim ( )dt

lim ( )( )dt

( )dt ( )dt

b b
n na an

b
nan
b
nan

b b

a a

f t g t t t

t

t t

f t g t

     

 

 

 







      

 

 

   

 





 
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3. ʧȞॽل n  ʙجʨی ،( )n I    ʘʽʴǼ2sup ( ) ( ) n
n

t I
t f t 


  ّإن .( )n 

 ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱة مॽّرجʙع الǼاʨʱال ʧة مॽالʱʱمf هʻوم ،

( )dt lim ( )dt
b b

na an
f t t


  Ďǽأ ،Ȑʛجهةٍ أخ ʧؗان  ا. مt I ؗان ،

2( ) ( ) ( ) n
n nt t f t      ّʦَث ʧوم ، 

2( )dt ( )
b n
na
t b a     

)0في الʺʛʱاجʴة الأخʛʽة ن  ʙʳتʶعى إلى  nوʳȃعل  )dt
b

a
f t  ةʴاجʛʱʺوهي ال ،

 الʺʢلȃʨة.
4.  ʖجʨʺع الǼاʱعلى ال Șʰما س Șّhʢنf g ʙʳʻف ،

0 ( ( ) ( ))dt ( )dt ( )dt
b b b

a a a
f t g t f t g t      أو ،

( )dt ( )dt
b b

a a
f t g t . 

]مʧ الʺʛʱاجʴة  .5 , ], ( )t a b m f t M     ʙʳن

( ) dt ( )dt dt ( )
b b b

a a a
m b a m f t M M b a         . 

حالة  :أوّلاً  .6 .   

]مʧ الʺʛʱاجʴة  , ], ( ) ( ) ( )t a b f t f t f t      ʙʳن

( ) dt ( )dt ( ) dt
b b b

a a a
f t f t f t     هʻوم ،  

( )dt ( ) dt
b b

a a
f t f t .  

حالة  :اثانيً  .  

 ʧȞॽل,r     ʘʽʴǼ( )dt
b i
a
f t re   ȑأ( )dt

b

a
r f t   .

 ʚٍئʙʻع 
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( )dt ( )dt Re ( )dt

Re( ( ))dt ( ) dt ( ) dt

b b bi i i
a a a

b b bi i
a a a

r e f t e f t e f t

e f t e f t f t

  

 

  

 

      

  

  

  
  

                 
تاǼعg  ʧʽو fلSchwarz-Cauchy ( ʧȞॽ-كʦشي شʦارتʚمʛʱاجʴة ( .8  مبرهنة

]مʹʧʽʡʨʰ على الʺʳال غʛʽ الʱافه  , ]a b . ٍʚئʙʻة عʴاجʛʱʺال Șّقʴʱت   
2 2

( ) ( )dt ( ) dt ( ) dt
b b b

a a a
f t g t f t g t     

  الإثॺات

2إنّ الʳॽʱʻة واضʴة عʙʻما ʨȞǽن 
0( ) dt

b

a
g t  ّض إذن أنʛʱنف .

2
0( ) dt

b

a
g t   نʹع .( ) ( )dt

b

a
f t g t   2و

( ) dt
b

a
f t  .  

 ʧȞॽل   عǼاʱن الʨȞǽ ʚٍئʙʻ2، ع
( ) ( )t f t g t  ًʡʨʰʹام  ًॼجʨعلى  اوم[ , ]a b ،

2وʨȞȄن   
( ) ( ) ( ) dt

b

a
h f t g t    ًارʙامق  ًॺجʦقة.  امǼاʶة الʻهʛʰʺى الʹʱقʺǼ ʥوذل

 ً́ ǽقة أǼاʶة الʻهʛʰʺال ʖجʨʺȃأنّ  او ʙʳن  

  2
2( ) Reh         

 ʚنأخ


   ّأن ʙʳʻف  

2 2 2 2 2

2
0 2 2Re

    
   

   

 
          
 
 

  

2 ومʻه
    أو  

2 2
( ) ( )dt ( ) dt ( ) dt

b b b

a a a
f t g t f t g t      

                 وهʨ الʺʢلʨب إثॼاته.
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غʛʽ معʙوم، تʴʱقȘّ الʺʶاواة في الʺʛʱاجʴة  gمʛّʺʱʶان و gو fفي حالة   .3 ملاحʢة
  ʘʽʴǼfالʶاǼقة إذا وفقȌ إذا وُجʙ عʙد  g . 

  مʱامॻع رʸȂان. 3.1
]على الʺʳال غʛʽ الʱافه  امʹʡʨʰً  اتاǼعً  fلʧȞॽ  . 7  تعريف , ]a b ʧؔʱول ،

0 1( , , , )mx x x    الʳʺة للʺॽʶتق[ , ]a bو ،

1 2( , , , ) [ , ]mm a b      ʘʽʴǼ1, [ , ]m k k kk N x x    ّ̋يʶن ،
( , )    ًةʟʦةً مʹقʸॻʴال  تقʳʺلل[ , ]a b عʨʺʳʺّ̋ي الʶن .

1
1

( , ) ( )( )
m

k k k
k

S f f x x  


  انʸȂع رʦʸʱع  مǼاʱللf  ةʺॽʶقʱلل Șافʨʺال

 .الʺʻقʡʨة 
]على الʺʳال غʛʽ الʱافه  امʹʡʨʰً  اتاǼعً  fلʧȞॽ  .9  مبرهنة , ]a b ʧȞॽ0. ل  ʙجʨی ،

 ʚٍئʙʻ0ع   ةʴاجʛʱʺال Șّقʴʱت ʘʽʴǼ( )dt ( , )
b

a
f t S f     Ďǽأ ʥا، وذل  ʗؗان

)الʱقॽʶʺة الʺʻقʡʨة  , )    Șّقʴي تʱال( )h  . 
  الإثॺات

 ʧȞॽ0ل  ا ؗان ّ̋ ]على  امʹf  ًʡʨʰ. ل , ]a b ، ʙجʨʽع درجيّ فǼتا  Șّقʴǽ

3[ , ]
sup ( ) ( )

( )t a b
f t t

b a




 


ا ؗان  ّ̋ 0، ووُجʙ ا، ؗان مʙʴودً ادرج  Ďॽ. ل M  ʘʽʴǼ

[ , ], ( )t a b t M   ʧؔʱ0. ل 1( , , , )nt t t    عǼاʱةً ملائʺةً للʺॽʶتق ومهʺا ،
 ʧȞǽnj   ّفإن ،jy  ةʺॽʀ هي  ةॽّلʵة على الʱابʲ1ال] , [j jt t ʧؔʱل .

 0 1 1 2( , , , ), ( , , , )m mx x x           الʳʺةً للʡʨقʻةً مʺॽʶتق[ , ]a b 

ȋʛʷال Șّقʴ116 ت 1
( ) min , min

( ) j jj n
h t t

M n

  

 
    

، ʘʽʴǼ نʹʺʧ أنّ ؗلّ 

]1مʳال  , ]k kx x  ȑʨʴǽ  ةʺॽʶقʱال ȋنقا ʧة مʙةً واحʢنق .ʛʲعلى الأك  
  أنّ  نلاحȎ أوّلاً 
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1
1

1
1

1
1

0

3

3 3

( , ) ( , ) ( , )

( )( )( )

( )( ) ( )

( )
( )

( )
( )

m

k k k
k
m

k k k
k
m

k k
k

m

S f S S f

f x x

f x x

x x
b a

x x
b a

    

 

 



 










  

  

  

 


  








  

  

 وأنّ 

3 3
( )dt ( )dt ( ) ( ) dt dt

( )

b b b b

a a a a
f t t f t t

b a

      
     

 نʹعمʧ جهةٍ ثانॽة،  10 1, { , , , }} : [ , ]m j k kA k j n t x x      ،ʧؔʱول 

\mB A  عةʨʺʳʺأنّ ال Ȏنلاح .A ʴت ȑʨ1( )n   ًʛʸʻإذا ؗان  اع .ʛʲعلى الأك
k B ، ʙجʨʽفk nj    ʘʽʴǼ1 1[ , ] ] , [

k kk k j jx x t t  هʻوم ،

1
1 1( )dt ( )( ) ( )k

kk

x
k k k j k kx

t x x y x x  


    .  

  مʧ جهةٍ أخȐʛ، لʙیʻا

1

1 1

1 1

( , ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

m

k

k k k
k

k k k k k k
k A k B

k k k j k k
k A k B

S x x

x x x x

x x y x x

   

   

 




 
 

 
 

 

   

   



 
 




  

ʚلʥ لʙیʻا   وؗ
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1

1 1

1
1

( )dt ( )dt

( )dt ( )dt

( )dt ( )

k

k
m

k k

k k

k

kk

b x

a x
k

x x

x x
k A k B

x
j k kx

k A k B

t t

t t

t y x x

 

 





 





 


 



 

  

 

  

 



  

 ّʦَث ʧوم  

1

1

1

1

2

2 2 1

2 1
6 1 3

( , ) ( )dt ( )( ) ( )dt

( ) ( ) dt

( )dt

( ) ( ) ( )

( )
( )

k

k

k

k

k

k

b x
k k ka x

k A
x

kx
k A

x

x
k A

k A

S t x x t

t

M

M h M n h

M n
M n

     

  

 

 
















     
 

 



     

    
 

 

 

 




  

 ًʛʽا اوأخʻیʙل ،  

3 3 3

( , ) ( , ) ( , )

( , )

b

a

b b b

a a a

S f f S f S

S f

   

   

   

  

   

   



  

  

  

                  
]على الʺʳال غʛʽ الʱافه  امʹʡʨʰً  اتاǼعً  fلʧȞॽ  نʱॻʯة: , ]a bاʱʱʺال ʧؔʱة ل، ولॽ ( )nS f 

  الʺعʛّفة Ǽالॽʸغة

1

( )
n

n
k

b a b a
S f f a k

n n

  
  

 
  

عʙʻئʚٍ تʱقارب الʺʱʱالॽة  ( )nS f  ʧم( )dt
b

a
f t.  
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  الإثॺات

  Ȟǽفي أن نȘّhʢ الʺʛʰهʻة الʶاǼقة، مع أخʚِ الʱقॽʶʺة الʺʻقʡʨة
 0 1 1 2( ( , , , ), ( , , , ))m mx x x            

 ʘʽحk k
b a

x a k
n

 
  .            

)، وغʛʽ تافه مʧ  مʳالاً  IلʧȞॽ  . 8  تعريف )f I  ًعǼاتا  ًʡʨʰʹعلى  امIو ،a و

b  ʧم ʧȄʛʸʻعI فʛّنع .( )dt
b

a
f t ودʗʲʸؒامل الʯع  الǼاʱللf  ʧمa  إلىb  اʺؗ

 ǽأتي:

aإذا ؗان  .1 b ،اʻوضع 
[ , ]

( )dt ( )dt
b b

a ba a
f t f t . 

aإذا ؗان  .2 b ،اʻ0 وضع( )dt
b

a
f t . 

aإذا ؗان  .3 b ،اʻوضع ( )dt ( )dt
b a

a b
f t f t  .  

.) الʶاǼقة، أهʦّ خʨاصّ الʱؔامل الʺʙʴود 7تʧّ̋ʹʱ الʺʛʰهʻةُ الآتॽة، وهي نʳॽʱة مॼاشʛة للʺʛʰهʻة (
  للʨʱاǼع الʺʹʡʨʰة.

  
)عʧȄʛʸʻ مg  ʧو f، ول ʧȞॽغʛʽ تافه في  مʳالاً  IلʧȞॽ  .10  مبرهنة )I و

,    3و( , , )a b c I . ةʴॽʴة صॽا الآتǽن القʹاʨؔت ʚٍئʙʻع 

1. ( )dt ( )dt ( )dt
b c b

a a c
f t f t f t   . 

2.  ( ) ( ) dt ( )dt ( )dt
b b b

a a a
f t g t f t g t           . 

aنفʛʱض أنّ  .3 bو ،f وg  ٍʚئʙʻان. عॽّʁॽʁح 

i.  إذا ؗان f  ًॼجʨعلى  ام[ , ]a b 0، ؗان( )dt
b

a
f t . 

ii.  إذا ؗانf g  على[ , ]a b ؗان ،( )dt ( )dt
b b

a a
f t g t . 
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iii.  إذا ؗان
[ , ] [ , ]
inf ( ), sup ( )
t a b t a b

m f t M f t
 

  ؗان ، 

( ) ( )dt ( )
b

a
m b a f t M b a     

aنفʛʱض أنّ  .4 b ٍʚئʙʻع ،( )dt ( ) dt
b b

a a
f t f t  . 

  الʦʯاǺع الأصلॻّة .4.1
واضʴةً لʶʴاǼه  غʛʽ ملʺʨس، إذ لʦ نʷʱؔف Ǽعʙُ سʰُلاً  احɦّى الآن، یʙʰو الʱؔامل الʺʙʴود مفهʨمً 

 ʙʴود والʨʱاǼع الأصلॽّة، وهʚهʺوالʱعامل معه. سʧّ̔ʰʻ، في هʚه الفقʛة، العلاقة بʧʽ الʱؔامل ال
 العلاقة سʜʱوّدنا Ǽأداة فعّالة لʶʴاب الʱؔاملات الʺʙʴودة.

)، وغʛʽ تافه مʧ  مʳالاً  IلʧȞॽ  . 9  تعريف )loc
Pf I   ًعǼاتا  Ďʛʺʱʶا امĎॽɻʢِاعلى  قĎॽّلʴم

I ٍعǼتا ʧل عʨنق ،( , )F I    عٌ أصليّ إنّهǺع  تاǼاʱللf  Șّإذا حق Ȍإذا وفق
ʧʽʡʛʷال 

1. F  على ʛّʺʱʶمI. 
2.  Ďǽاأ  ʛʸʻؗان العx  ʧمcont( )f ؗان ،F  Ďॽʀقاʱااش  ʙʻعx ان ، وؗ

( ) ( )F x f x . 
  أمʰلة

1.  ʧȞॽل: , sign( )f x x   ʘʽح ،sign  ةʺॽʁال ʚأخȄع الإشارة وǼتا ʨه
1  ماʙʻ0عx  ةʺॽʁ1، و ال  ماʙʻ0عx  ةʺॽʁا  0، والʺʻ0عx   في .

)cont*هʚه الʴالة  )f   ّإن .: ,F x x    عǼاʱعٌ أصليّ للǼتاf. 

2.  ʧȞॽل: , ( )f x E x   ʘʽح ،E  هʚح. في هॽʴʸء الʜʳع الǼتا ʨه
)contالʴالة  ) \f    ّلة أنʨهʶǼ Șّقʴʱن .

1

2

( )
: , ( )

E x
F x E x x

 
  

 
    

 .fتاǼعٌ أصليّ للʱاǼع 
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)، ول ʧȞॽغʛʽ تافه مʧ  مʳالاً  IلʧȞॽ  .11  مبرهنة )loc
pf C I،  ٍʚئʙʻع 

 .fیʨجʙ تاǼع أصليّ للʱاǼع   .1
G، ؗان fتاǼعʧʽ أصلʧʽّ̔ للʱاǼع  Gو Fإذا ؗان   .2 F  ɦًعلى  اثابI. 
، ؗان fللʱاǼع  اأصلĎॽ  اتاǼعً  Fإذا ؗان  .3

2( , ) , ( )dt ( ) ( ) [ ( )]
b b

aa
a b I f t F b F a F t    . 

  الإثॺات

1.  ʧȞॽلa  ًʛʸʻال  اعʳʺال ʧمIعǼاʱف الʛّنع ، F  ف علىʛّالʺعI  غةॽʸالǼ 

( ) ( )dt
x

a
F x f t  ّأن ʗʰʲʻول ،F عǼاʱعٌ أصلي للǼتا f .  

 ʧȞॽ0لx I ʙجʨ0، ی   ʘʽʴǼ0 0[ , ]J x x I      ٌالʳم
  مʛʱاصّ غʛʽ تافه.

ʗʰʲʻار  لʛʺʱاسF.  ّإنf  ود علىʙʴمJ  نʹع ،sup ( )
t J

M f t


 ʧȞॽل .

x J   ʚٍئʙʻع

0 0
0 0( ) ( ) ( )dt ( ) dt

x x

x x
F x F x f t f t M x x      إذنF 

 ʙʻع ʛّʺʱʶ0مx ʦَّث ʧوم ،F  على ʛّʺʱʶمI. 
 ʧȞॽل ،Ȑʛجهةٍ أخ ʧ0م cont( )x f0، و  ʚٍئʙʻع ʙجʨ0، ی   ʘʽʴǼ 

0 0( ) ( )x I x x f x f x         
 ʧȞॽ0ل\ { }x I x0، وx x   Șّقʴʱی ʚٍئʙʻع  

0

0

0

0 0 0 0

0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))dt

( ) ( ) dt

dt

x

x

x

x

x

x

F x F x x x f x f t f x

f t f x

x x 

    

 

  







  

  ومʻه
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0
0

0

( ) ( )
( )

F x F x
f x

x x



 


  

ا سȘʰ أنّ   ّ̋   نʱʻʱʶج م

0
0

0
0

0

( ) ( )
lim ( )

x x
x x

F x F x
f x

x x







  

  ʦَّث ʧومF  ّقاقيʱاش  ʙʻ0عx 0و 0( ) ( )F x f x  ّا أنʻʱʰأث ʙن قʨؔن ʥلʚȃو ،F  عٌ أصليǼتا
  .fللʱاǼع 
H، وfن للʱاǼع تاǼعان أصلॽّا Gو Fنفʛʱض أنّ  .2 G F  ʧȞॽول ،,x y I 

 ʘʽʴǼx y ّإن .f  ʛّʺʱʶامĎॽɻʢِال  قʳʺعلى ال[ , ]x y ةʺॽʶتق ʙجʨʱف ،

0 1( , , , )mx x x x y   عǼاʱملائʺة للf ّإن .f  ةॽّعلى ؗلّ خل ʛّʺʱʶم

1] , [k kx x ʧن ؗلّ مʨȞǽ ʦَّث ʧوم ،F وG  Ďॽʀقاʱ1على  ااش] , [k kx x  ȘّقʴʱȄو

1] , [, ( ) ( ), ( ) ( )k kt x x F t f t G t f t     .   
1ومʻه  0] , [, ( )k kt x x H t   .  إذنH  ّوم على ؗلʙقّه معʱʷقاقيّ ومʱال اشʳم

1] , [k kx x على ʛّʺʱʶم ʨ1، وه[ , ]k kx x.  ّأن ʥذل ʧج مʱʻʱʶنH  على ʗثاب

1[ , ]k kx x،  نʨȞǽ لٍ خاصȞʷȃ1و( ) ( )k kH x H x  Ďǽأ ʥد  ؗان ا، وذلʙالع
mk الॽʰʢعي  .  0إذن( ) ( ) ( ) ( )mH x H x H x H y   ʙن قʨؔن ʥلʚب .
  .Iثابʗٌ على  Hأثʻʱʰا أنّ 

3.  ʧȞॽلc I عǼاʱإنّ ال .: , ( )dt
x

c
G I x f t    عǼاʱع أصليّ للǼتاf ʧوم ،

Gثʦّ فإنّ  F  على ʗٌثابI ʙجʨʽ0، فy    ʘʽʴǼ

0, ( ) ( )t I G t F t y    إذن ʧȞॽ2. ل( , )a b I اʻیʙل ،  

   0 0

( )dt ( )dt ( )dt

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

b b a

a c c
f t f t f t

G b G a

F b y F a y

F b F a

 

 

   
 

  
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               وهʨ الʺʢلʨب إثॼاته.
  الʗʲʸودة الʯؒاملاتو الʦʯاǺع الأصلॻّة  حʴاب . 2

تاǼعٍ أصليّ لʱاǼع هʨ عʺلॽّة معاكʶة للاشʱقاق، لʚلʥ نʙʳ أنّ ʛʡائȘ الʺȞاملة تȌॼʻʱʶُ إنّ حʶاب 
Ǽالأساس مʧ قʨاعʙ الاشʱقاق. ففي حالة حʶاب الʺʱʷقّات اعʙʺʱنا على جʙول ʱʷʺǼقّات الʨʱاǼع 

ʧʽعǼاء تاʙأو ج ،ʧʽعǼاʱة بॽّʢّارة خॼɺ قاقʱاش ʙاعʨاجة، قʴال ʙʻا، عʻمʙʵʱاس ʦَّث ʧفة، ومʨأو  الʺأل
.ʧʽعǼتا ʖʽ ʛؗت  

  الʦʯاǺع الأصلॻّة للʦʯاǺع الʸألʦفة. 1.2
  ॽɾʺا ǽأتي جʙولٌ ǼالʨʱاǼع الأصلॽّة للʨʱاǼع الʺألʨفة مع مʳالات تعȄʛفها:

ʅȄʛعʱال الʳمI عǼاʱال( )f x  ع الأصليǼاʱال ( )F x  

0] , [  x  
1

1

x






 ،1    

0] , [  0أو] , [   1

x
  ln x  

  axe  
axe

a
  

 sh x  ch x  
 ch x  sh x  

  
2

1

ch x
  th x  

 cosx  sin x  
 sin x  cosx  
2 2] / , / [   2

2

1
1 tan

cos
x

x
   tanx  

0] , [  2
2

1
1 cot

sin
x

x
   cotx  

1 1] , [  
2

1

1 x
  arcsin x  

  
2

1

1 x
  arctanx  
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  
2

1

1 x
  21ln x x

   
 

  

1] , [  أو
1] , [    2

1

1x 
  2 1ln x x   

1 1] , [أو
1] , [    أو

1] , [  
2

1

1 x
  1 1

2 1
ln

x

x




  

  الȜʸاملة بʯغʙʻʻ الʦّʲʯʸل .2.2
f:و ،مʳالʧʽ غʛʽ تافهʧʽ في  Jو I لʧȞॽ .12  مبرهنة I J  فʸال ʧ1م  على

Iو ،:g J    Ďʛʺʱʶعلى  امJ ʧȞॽ2. ل( , )a b I اواةʶʺال Șّقʴʱت ʚٍئʙʻع ،
( )

( )
( ( )) ( )dx ( )dt

b f b

a f a
g f x f x g t  .  

)نقʨل في هʚه الʴالة إنʻّا أجʻȄʛا تغʛʽʽ الʺʨّʴʱل  )t f x ذا ؗانȂو ،f  ًا أن  تقابلاʻʻȞأم

 ʖʱؔ1ن( )x f t ّʦث ʧوم ، 
1

1
( )

( )
( )dt ( ( )) ( )dx

f

f
g t g f x f x

 

 



     

)1وفي هʚه الʴالة نقʨل إنʻّا أجʻȄʛا تغʛʽʽ الʺʨّʴʱل   ) ( )x f t t . 
  الإثॺات

 ʧȞॽلG  ًعǼاتا  Ďॽع  اأصلǼاʱللg ʚٍئʙʻع ،( )

( )
( )dt ( ( )) ( ( ))

f b

f a
g t G f b G f a  ٍجهة ʧم .

)أخȐʛ، إنّ  ( ))G f x  عǼاʱعٌ أصلي للǼتا( ( )) ( )g f x f x هʻوم ، 

( ( )) ( )dx ( ( )) ( ( ))
b

a
g f x f x G f b G f a   

 ʦّث ʧوم( )

( )
( ( )) ( )dx ( )dt

b f b

a f a
g f x f x g t  .اتهॼب إثʨلʢʺال ʨوه ،  
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fعʙʻما ʨȞǽن الʱاǼع  .4 ملاحʢة   ًॼجʨاتʺامً  ام  ًॼن اتʺامً  اأو سالʨȞǽ ʚٍئʙʻع ،f  ًا  ،تقابلاʻʻȞʺȄُو
)إجʛاء تغʛʽʽ الʺʨّʴʱل  )t f x:  

   
1

1

1
( )

( )

( )
( )dx ( )dx ( ) dt

( ) ( )

f bb
b

a
a f a

g x
g x f x g f t

f x f f t




  
 

   
  

                                           
  أمʰلة

1 لʶʴاب الʱؔامل .1

0 2 31
dx

( )

x

x
 ة معʻهʛʰʺال Șّhʢ21، ن( )f x x و ،

3

1

2
( )g t

t
 ʙʳʻف ،  

1 1

2 3 2 3
0 0

22

3 2
1 1

1 2

21 1

1 1 1 1

2 2 2
3

16

dx dx
( ) ( )

dt

x x

x x

t t


 

 
   

 



 
 
 





 

 لʶʴاب الʱؔامل .2
1

2
0 1

dx
( )

x

x

e

e





)1، نȘّhʢ الʺʛʰهʻة مع  ) xf x e و ،

2

1
( )g t

t
 ʙʳʻف ،

1

2 2
1 10

1 1 1

1
dx dt

( )

eex

x

e e

t ee t

  
   

 

 
  

.  

  الȜʸاملة Ǻالʚʱʯئة .3.2
، Iعلى 1تاǼعʧʽ مʧ الʸف  gو f، وغʛʽ تافه في  مʳالاً  IلʧȞॽ  .13  مبرهنة

 ʧȞॽ2ول( , )a b I اواةʶʺال Șّقʴʱت ʚٍئʙʻع ،

( ) ( )dx ( ) ( ) ( ) ( )dx
b bb

aa a
f x g x f x g x f x g x      
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  الإثॺات

),لʙیʻا  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x I fg x f x g x f x g x     ʻه ، وم( ) ( )f x g x  عǼاʱع أصليّ للǼتا
( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x هॽوعل ،  

( ) ( )dx ( ) ( ) ( ) ( )dx
b bb

aa a
f x g x f x g x f x g x         

  أمʰلة

1لʶʴاب الʱؔامل  .1

0
1( ) dxxI x e  قة معǼاʶة الʻهʛʰʺال Șّhʢن ،

1( ) , ( ) ( )xf x e g x x     ʙʳʻف ،
1

0
1 1

00

1

1 1

1 1

( ) dx

( ) ( ) dx

( )

x

x x

I x e

x e e

e e

 

      
   



 

لʶʴاب الʱؔامل  .2
0
cos dxxI x e

   ʧʽتʛّقة مǼاʶة الʻهʛʰʺال Șّhʢعلى ، ن

:ʙʳʻالي فʨʱال  

 

0

00

0

00

0

1

cos dx

sin sin ( )dx

sin dx

cos ( cos ) ( )dx

x

x x

x

x x

I x e

x e x e

x e

x e x e

e I



 



 





 



 



 

       

  

         
  









  

2ومʻه  1I e    1أو

2

e
I

 
. 

3. 
11 1 1

1
1 1ln dx ln dx ln ( ) dx

e e ee
x x x x x

x
          . 
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1لʶʴاب الʱؔامل  .4

0
arctan dxx ة معʻهʛʰʺال Șّhʢ1، ن( )f x  و

( ) arctang x x ʙʳʻف  
1

1 1

00 2
0
1

2

0

1

1

1 2
1

4 2 4 2

arctan dx arctan ( ) dx

ln
ln( )

x x x x
x

x
 

     


 
     

 






 

لʶʴاب الʱؔامل  .5
1

2 2
0

1

1
dx

( )x





  ʖʱؔن 

11 2 2

2 2 2 2
0 0

11 2

2 2 2
0 0

1
1
0 2 2

0
1 1

2 2
00

1 1

1 1

1

1 1

1 2

2 1

1 1 1

4 2 21 1
2

8

dx dx
( ) ( )

dx dx
( )

[arctan ] dx
( )

dx

x x

x x

x

x x

x
x x

x

x

x x





 


 

 
 


  



 
   

   





  


  









  

  مȜاملة الʦʯاǺع الȂّʙʴؒة .4.2
  تعȄʛʡ ʙʺʱقة مȞاملة الʨʱاǼع الȄʛʶؔة على الʺʛʰهʻة الآتॽة الʱي سʻقʰلها دون إثॼات 

]لʧȞॽ  .14  مبرهنة ]P X  و[ ]Q X   ȑʛʽʲؗ  ودʙةحǽّʙالٍ عقʲأمǼ ّض أنʛʱنف .

0degQ  ّوأن ،Q  :لȞʷالǼ ʖʱؔǽُ
1

( ) ( ) i
r

i
i

Q X X a



     
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 ʘʽح( )ia  ٌادʙأع ʧم.  ʛʶؔال ʖʱؔǽُ ،ʚٍئʙʻع( )

( )

P X

Q X
ǼالȞʷل الʨحʙʽ الآتي  

1 1

( )
( )

( ) ( )

jr
ik
k

i k i

P X
E X

Q X X a

 

 
 


 

 ʘʽح( )E X ود، وʙح ʛʽʲؗ( )jk  ادʙأع ʧم .  
 ّ̋ʶة. ينʢॽʶǼ ʛاصʻإلى ع ȘȄʛفʱل الȞʷا الʚبه ȑʛʶؔع الǼاʱة الǼاʱؗ  

  :تʕول الʺʛʰهʻة إلى الȞʷل الʱالي الʨʱاǼع الȄّʛʶؔةفي حالة 
]لʧȞॽ  :(الʲالة الॻّɿॻɿʲة)  نʱॻʯة ]P X  و[ ]Q X   ȑʛʽʲؗ .ةॽّʁॽʁالٍ حʲأمǼ  ضʛʱنف

0degQأنّ   ّوأن ،Q :لȞʷالǼ ʖʱؔǽُ  

2

1 1

( ) ( ) ( ) ji
r s

i j j
i j

Q X X a X b X c


 
        

 ʘʽح( ),( ),( )j j ja b c  ٌادʙةأعॽّʁॽʁح،  Ďǽأ :ȋʛʷال ȘّقʴʱȄؗان  اوj  ʧمsودʙʴال ʛʽʲؗ ّفإن ، 
2

j jX b X c    ȑرجة الأولى، أʙال ʧامل مʨاء عʙإلى ج ȘȄʛفʱل الʰقǽ لا

2 4 0,s j jj b c    ʛʶؔال ʖʱؔǽُ ،ʚٍئʙʻع .( )

( )

P X

Q X
ǼالȞʷل الʨحʙʽ الآتي  

2
1 1 1 1

( )
( )

( ) ( ) ( )

j jr s
jk jkik

k k
i k j ki j j

XP X
E X

Q X X a X b X c

   

   


  

  
   

 ʘʽح( )E X ود، وʙح ʛʽʲؗ( ),( ),( )jk jk jk    ادʙةأعॽّʁॽʁح .  
  أمʰلة

0لʶʴاب الʱؔامل  .1

1 2

4

4 3
dx

x x  
 ʛʶؔق الʛّنف ، 

2

1 2

1 3 1 34 3
( )

( )( )

a b
F x

x x x xx x
   

    
  

)1نʹʛب ʛʡفيّ الʺʶاواة بـ  a لإʳǽاد )x   ʥذل ʙعǼ ضʨّ1ونعx   ʙʳʻ1فa   ،
)3نʹʛب ʛʡفيّ الʺʶاواة بـ  ʳǽ bادولإ )x   ʥذل ʙعǼ ضʨّ3ونعx   ʙʳʻ1فb هʻوم ،  
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00

2
1 1

0

1

4 1 1

1 34 3

1 3

3

2

dx dx

ln( ) ln( )

ln

x xx x

x x

 



 
     

      






 

  

2. ʴؔامل لʱاب الʶ
3

2 2 2
1 3

1

1/

dx
( )x x





 ʛʶؔق الʛّنف ،
2 2 2

1

1
( )

( )
F x

x x



 .

2xفقȌ، فإذا وضعʻا  2xأنّ الʖʱؔǽُ ʛʶؔ بʙلالة  نلاحȎ أوّلاً  y ȘȄʛفي تفȞǽ فإنّه ،

 ʛʶؔال
2

1

1( )y y
. 

2 2

1

11 1( ) ( )

a b c

y yy y y
  

 
  

0yونعʨّض Ǽعʙ ذلy  ʥنʹʛب ʛʡفيّ الʺʶاواة بـ  a لإʳǽاد   ʙʳʻ1فa .  
)21نʹʛب ʛʡفيّ الʺʶاواة بـ  c لإʳǽاد )y  ʥذل ʙعǼ ضʨّ1ونعy  ʙʳʻ1أنّ  ، فc  .  

0، ف ʙʳʻتʶعى إلى  yونʳعل  yنʹʛب ʛʡفيّ الʺʶاواة بـ  bلʶʴاب  a b   هʻوم

1b   إذن .
2 2

1 1 1 1

11 1( ) ( )y yy y y
  

 
 ʦّث ʧوم ، 

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1

1 1 1( ) ( )x x x x x
  

  
  

) ʧȄʛʺʱة الʛؔف ʧفادة مʱالاسȃ5و ʙʳن Șابʶال (.  
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1 1 3

2 21

8 3 1
3
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8 3 4

3 2 3

/ /

dx dx
( ) ( )

arctan

arctan arctan

arctan

x x x x x

x
x

x x

 
   
    

 
    
  

 
   

 

 


  

  

   الʯؒاملات الʯي تʓول إلى مȜاملة تʦاǺع Ȃّʙʴؕة .5.2
یʕول حʶاب الʛʽʲؔ مʧ الʱؔاملات إلى مȞاملة تʨاǼع Ȅّʛʶؗة وذلʥ بʱغʛʽʽ مʨّʴʱل مʻاسʖ. في 

 ʘʽؔاملات حʱه الʚه ȋأنʺا ʦّول الآتي أهʙʳالF  عǼتا ȑّʛʶؗو ،ʙل واحʨّʴʱʺلG وH عانǼتا 
  لʺʨّʴʱلʧʽ. كȄّʛʶان

  ملاحʤة تغʛʽʽ الʺʨّʴʱل الʺʻاسʖ نʺȌ الʱؔامل

( )dx
b x
a
F e  xt e   

(cos , sin )dx
b

a
G x x  

2
tan
x

t 

2

2

2

2

1
1

1

sin

cos

t
x

t
t

x
t








  

, ,a b        

2( , )dx
b

a
G x ax bx c    ȑʛʳن ʦّع ؗامل ثȃّʛر إلى مʚʳال ʗʴإتʺام ما تǼ مʨنق

تغʛʽʽ الʺʨّʴʱل 
2

x b
t
w aw

   ʘʽح

2

24

c b
w

a a
  ؔامل إلىʱاب الʶول حʕʽف ،

  حʶاب أحʙ الʱؔاملات الʲلاثة الآتॽة
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21( , )dx
b

a
G x x  arcsint x 1 1, [ , ]a b    

21( , )dx
b

a
G x x  1 1

2
x t

t

 
  

 
   

2 1( , )dx
b

a
G x x   1 1

2
x t

t

 
  

 
  1, [ , [a b    أو

1, ] , ]a b      
  

  أمʰلة

لʶʴاب الʱؔامل  .1
2 3

2
1 1

dx
x

x

e

e 





)، نȑʛʳ تغʛʽʽ الʺʨّʴʱل  ) xt f x e  نʨȞॽɾ ،

21 2( ) , ( ) , ( )xf x e f e f e   هʻوم ،  

         

2

2

2

2 3 2

2 2
1

2
2

2

1 1

1 2 1 2
1

1 1

1 1

2 1

1 1

2 1

dx dt

/ /
dt

ln

( )
ln

ex

x
e
e

e
e

e

e t

e t

t t

t
t

t

e
e e

e


 

 
     

 
   


  



 
 
 



 

لʶʴاب الʱؔامل  .2
2

0

1/

dx
cos sin

I
x x









، نȑʛʳ تغʛʽʽ الʺʨّʴʱل 
2

tan
x

t  

2arctanأو  ( )x t t  نʨȞॽɾ ،
2

2
0 0 2 1

1
( ) , ( ) , ( / )t f f

t
    


 ،
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 وȃاسʙʵʱام الȄʨʴʱلات
2

2 2

2 1

1 1
sin , cos

t t
x x

t t


 

 
 ʙʳن  

 

1
1

2 2 2
0

0 2 2

1

0
1

0

1 2 2

2 1 1 2 1

1 1

1 1 1

2 1 2 1 2

1 1 2 1 2 1
2 2 1

2 1 2 2 2 1

dt dt

dt

ln ln ln( )

I
t t t t t

t t

t t

t

t


 

   


 
 

  
    

       
    



 







 

لʶʴاب الʱؔامل  .3
4

2
1

1
dx

x x





  ، نʖʱؔ أوّلاً 

  
2

2 21 1 1
2 1 1

2 4 4
( )x x x x

 
       

 
  

  ʦّل الأوّل ثʨّʴʱʺال ʛʽʽتغ ȑʛʳ2ن 1( )s f x x   هʻ2، وم( )f x   و

1 3 1 9( ) , ( )f f  ʙʳʻف ،
9

2
3

1

1
dsI

s








. نȑʛʳ تغʛʽʽ الʺʨّʴʱل الʲاني 

1 1

2
( )s t t

t


 
   

 
  ʘʽ1ح 1: [ , [ [ , [    تقابل و

1 2 1( )t s s s    الةʴه الʚوفي ه ،
1 13 3 2 2 9 9 4 5( ) , ( )      هॽوعل .

9 4 5

3 2 2

9 4 5

3 2 2

dt
lnI

t






 






. 
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لʶʴاب الʱؔامل  .4
1

2
0

1

1 1
dxI

x x


  





 ، نʖʱؔ أوّلاً 

22
2 1 3 3 2 1

1 1
2 4 4 3

x
x x x

                    

 ʛʽʽتغ ȑʛʳون ،

2الʺʨّʴʱل الأوّل  1

3
( )

x
s f x


 ،  ʙʳʻف

1 3

2
1 3

3

2 3 1

/

/

dsI
s


 





1. نȑʛʳ الآن تغʛʽʽ الʺʨّʴʱل  1

2
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t


 
   

 
2أو   1t s s   ،

 ʙʳʻف

3

2

2
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t
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


 
  

 

 
    

   

 
  
  

 











 

لʶʴاب الʱؔامل  .5
4

2
2

1

8
dxI

x x


 





 ، نʖʱؔ أوّلاً 

2
2 28 16 4 16 1 1

4
( )

x
x x x

              

، ونȑʛʳ تغʛʽʽ الʺʨّʴʱل 
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1
4

( )
x

s f x  ، ʙʳʻف  

 
0

0

1 22
1 2

1 1

2 61
/

/

ds arcsin arcsinI s
s






     






  

3 .  Ȗائʙʟابالʴʲ ي لʮȂʙقʯودةالʗʲʸؒاملات الʯل  
 ʧȞॽلf  ًعǼاتا  Ďʛʺʱʶافه  ىعل امʱال ʛʽال غʳʺال[ , ]a b ؔاملʱة الʺॽʀ ابʶن حʨȞǽ ما لاʙʻع .

( )dt
b

a
f t  ً̒Ȟʺال امʳʺال ʦॽʶعلى تق Șائʛʢال ʥتل ʦʤمع ʙʺʱة. تعॽّʰȄʛتق Șائʛʡ أ إلىʳنل ،[ , ]a b 

  بʱاǼع ȌॽʶǼ على ؗلّ مʳال مʧ تلʥ الʺʳالات.  fومʧ ثʦّ تقʖȄʛ الʱاǼع  ،ʳالات صغʛʽةإلى م
 ʧȞॽلn  ًدʙاع  Ďॽɻॽʰʡا  ʧؔʱوم، ولʙمع ʛʽ0غ 1( , , , )nx x x    الʳʺة للʺʤʱʻة مʺॽʶتق

[ , ]a b  ʘʽحk
b a

x a k
n


  نʹع ، وb a

t
n


  ،  

0 و 1{ , , , }, ( )k kk n f x y  .  
  قاعʗة الʻʠʯʴʸل. 1.3

[1على  fتعʙʺʱ هʚه القاعʙة على تقʖȄʛ الʱاǼع  , [k kx x  ةʺॽʁالǼ1ky  وهي تُفʹي إلى ،

)تقʖȄʛ الʱؔامل  )dt
b

a
f t  عǼاʱان للʺȄع رʨʺʳʺǼf   ةʡʨقʻʺة الʺॽʶقʱلل Șافʨʺال

 0 1 0 1 1( , , , ),( , , , )n nx x x x x x   ȑأ ،  

1
1

( )dt
nb
k na

k

f t y t s


     

 ʥلʚ [1على  ʧȞʺǽُf تقʖȄʛ الʱاǼع  وؗ , [k kx x  ةʺॽʁالǼky ؔاملʱب الʛّونق ،( )dt
b

a
f t 

  الʺʨافȘ للʱقॽʶʺة الʺʻقʡʨة ʨʺʳʺǼfع رȄʺان للʱاǼع 
 0 1 1 2( , , , ),( , , , )n nx x x x x x     

ȑأ:  

1

( )dt
nb
k na

k

f t y t t


     
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 Ďإنّ ؗلا  ʧقارب مʱم ʧʽقǼاʶال ʧʽعʨʺʳʺال ʧم( )dt
b

a
f t  عىʶما تʙʻعn  إلى.  

  قاعʗة شॺه الʙʲʹʸف .2.3
[1على  fفي هʚه الȄʛʢقة نقʛّب الʱاǼع  , [k kx x عǼاʱب  ّȑودʙح f   ȘّقʴȄرجة الأولى، وʙال ʧم

0 1{ , , , }, ( )k kk n y f x    ؔاملʱال ʖȄʛد إلى تقʨقǽ اʚوه ،( )dt
b

a
f t  دʙالعǼ

2
n ns t ȑأ  

1

1 0
1 12 2

( )dt ( ) ( )
n nb

k k n ka
k k

t t
f t y y y y y t




 

 
           

 ʧم Șابʶع الʨʺʳʺإنّ تقارب ال( )dt
b

a
f t .واضح  

3.3. ʸة سʗقاعॺ) نʦʴSimpson(  
2n نفʛʱض أنّ  في هʚه الȄʛʢقة m  عǼاʱب الʛّدٌ زوجيّ، نقʙعf ال علىʳؗلّ م 

2 2 2[ , ]k kx x   ȑّودʙع حǼاʱبkq ةॽانʲرجة الʙال ʧم  
2

2 1 2 1( ) ( ) ( )k k kq x a x x b x x c       
 ȘّقʴȄو  

2 2 2 1 2 1 2 2 2 2( ) , ( ) , ( )k k k k k k k k kq x y q x y q x y       
ʙʳة نʛʽلاث الأخʲلّ جʺلة الʺعادلات الʴȃو  

2 2 2 2 1
2

2 2 2

2 1

2

2

2

( )

k k k

k k

k

y y y
a

t
y y

b
t

c y

 





 










  

ʧؔول  
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 
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 

  


  


  

 
  

 ʧّ̔ʰʺجه الʨؔامل على الʱال ʖȄʛح تقॼʸॽɾ  

2 2

2

2 2

2

1

0
1

0
1

2 2 1 2 2
0

4
3

( )dt ( )dt

( )dt

( )

k

k

k

k

nb x

a x
k
n x

kx
k
n

k k k
k

f t f t

q t

t
y y y













 







  

 

 



  

Ǽʺعʻى أنّ الʢʵأ  ؛الʺʽʢʱʶل وشॼه الʺʛʴʻف أدقّ مȄʛʡ ʧقʱي اعʺʨمً  ʨʶن ॼإنّ Ȅʛʡقة سʺ
  .إلى  nالʺʛتʶǽ ʖؔعى إلى الʸفʛʶǼ ʛعة أكʛʰ عʙʻما تʶعى 

  تॻʮʠقات . 4
  حʴاب الʴʸاحات. 1.4
 ʧȞॽلf  ًعǼاتا  Ďʛʺʱʶافه  امʱال ʛʽال غʳʺعلى ال[ , ]a b إذا ؗان .f  ًॼجʨح امʢʶاحة الʶفإنّ م ،

,0للʱاǼع والʺॽʁʱʶʺات الʱي معادلاتها  fالʺʙʴود ǼالȌʵ الॽʰاني  ,x a x b y    ىʢتُع

)Ǽالعلاقة  )dt
b

a
S f t الة اʴلعامّة فإنّ . أمّا في ال( )dt

b

a
f t  ،ةȄّʛʰʳاحة الʶʺال ʧع ʛّhعǽ

)أمّا الʺʶاحة الهʙʻسॽّة فɦُعʢى Ǽالعلاقة  ) dt
b

a
S f t .  
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  مʰالان
لʶʴاب الʺʶاحة الʺʨʸʴرة  .1

بʧʽ الȌّʵ الॽʰاني للʱاǼع 
2 1( )f x x  

والʺॽʁʱʶʺات الʱي معادلاتها 
2 2 0, ,x x y    

نॽʀ ʖʶʴʺة الʱؔامل 
2 2
2

1 dxx


 ʙʳʻف ،  

2 2
2
1 1 22 2 2
2 1 1

1

1 1 1

4

dx

( )dx ( )dx ( )dx

S x

x x x




 

 

     




    

لʶʴاب مʶاحة القʢع الʻاقʟ الʺعʢى Ǽالʺعادلة  .2
2 2

2 2
1

x y

a b
   ʘʽح

0 0,a b  ًأوّلا Ȏنلاح ،  ʥأنّ تل
الʺʶاحة  الʺʶاحة هي ضعفي

الʺʨʸʴرة بʧʽ الȌّʵ الॽʰانيّ للʱاǼع 
2

2
1
x

x b
a

  اصلʨر الفʨʴوم

ومʻه 
2

2
2 1 dx

a

a

x
S b

a

 




 .

sinxوȃإجʛاء تغʛʽʽ الʺʨّʴʱل  a t  ʙʳ2ن 2
2

2
/

/
cos dtS ab t




  ʦّث ʧوم ، 

S ab 

  

 
a

b

a- x

y

O
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  حʴاب الأʦʟال .2.4
 ʧȞॽل[ , ]a b  ًالاʳم  ʧتافه م ʛʽغ عǼاʱال ʧȞॽول ، 

 2: [ , ] , ( ), ( )a b t x t y t     

]على  1مʧ الʸفّ  , ]a b ، ّأن ʧهʛʰُع  یǼاʱالǼ ّ̡لʺُ̋  ǽعʢى Ǽالʱؔامل ʨʡل الʺʻʴʻي ال
2 2( ) ( ) dt

b

a
L x t y t    نʨȞǽ ماʙʻاصّة عʵالة الʴوفي ال .( )x t t  ّفإنL  ʨه

)ʨʡل مʻʴʻي الʱاǼع  ) ( )f t y t  ʧʽʱʢقʻال ʧʽب   , ( ) , , ( )a y a b y b.  

  مʰال
 ʧʽʱʢقʻال ʧʽاصل بʨس الʨل القʨʡ ّ0إن 0 1 1( , ),( , مʧ القʢع الʺȞافئ  (

2yذȑ الʺعادلة  x ؔاملʱة الʺॽʀ ȑاوʶǽ ،1 2
0

1 2( ) dtt ،

  ومʻه

 

 
  

1 22 2
0 0

2
2

0
0

1
1 2

2

1 1 1
2 1 2

4 4 2

1
2 5 2

4
1
2 5 2 5

4

argsh( )

argsh( )
argsh( )

( ) dt ch ds

ch ds sh

argsh( )

ln

L t s

s s s

  

 
    

 

 

  

 

  

  حʴاب الʦʱʲم .3.4
 ʧȞॽلf  ًعǼاتا  Ďʛʺʱʶافه  امʱال ʛʽال غʳʺعلى ال[ , ]a b ʧȞॽل .S  Ȍʵال ʧʽر بʨʸʴʺح الʢʶال

,0للʱاǼع والʺॽʁʱʶʺات الʱي معادلاتها  fالॽʰاني  ,x a x b y   . ّأن ʧهʛʰُی ʦ ّʁ ʳʺال ʦʳح
   Ǽالʱؔاملحʨل مʨʴر الفʨاصل ǽُعʢى  Sالʻاتج عʧ دوران الʢʶح 

2( ) dt
b

a
V f t   

  مʰالان
ʦحʦʳ  إنّ  .1 ّʁ ʳʺال  ʟاقʻع الʢدوران الق ʧاتج عʻى الʢالʺعادلة:الʺعǼ 

 

(0,0)·

(1,1) ·
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2 2

2 2
1 0 0, ,

x y
a b

a b
     

  Ǽالʱؔاملحʨل مʨʴر الفʨاصل، ǽُعʢى  

  2 2 2 24
1

3
/ dt

a

a
V b t a ab 


  


  

  نR ʙʳفي حالة الʛؔة الʱي نʸف قʛʢها و 

 34

3
V R  

2.   ً́ ǽع أॽʢʱʶه  انʛʢف قʸص نʛته قʙقاع ʦقائ ȑʛدائ ȋوʛʵم ʦʳاب حʶحR ،
، فهʨ ناتج عʧ دوران الʺʲلʘّ الʺʨʸʴر بʧʽ الʺॽʁʱʶʺات hوارتفاعه 

0, ,
r

y x h y x
h

   اʻیʙاصل. لʨر الفʨʴل مʨإذن ح 

2
2

0
3

dx

h
R

V x R h
h


 

  
 




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	تȂʙʸʹات ومʴائل

  
]على الʺʳال غʛʽ الʱافه  ا، ومʨجॼً امʹʡʨʰً  اتاǼعً  fلʧȞॽ  . 1  التمرين , ]a b عǼاʱأنّ ال ʗʰأث .

f  على ȋʨʰʹعٌ مǼتا[ , ]a b. 

)الʺʱʱالॽة  ادرس نهاǽة . 2  التمرين )n  ʘʽ1ح

0
arctan dtn

n t t  . 

]على الʺʳال غʛʽ الʱافه  اومʨجॼً  امʹʡʨʰً  اتاǼعً  fلʧȞॽ  . 3  التمرين , ]a b ȘّقʴȄو ،

0( )dt
b

a
f t  Ďǽأنّه أ ʗʰؗان  ا. أث[ , [x a b 0، ؗانlim ( )

t x
f t


 Ďǽا، وأنّه أ 

[كان  , ]x a b 0، ؗانlim ( )
t x

f t


. 

 gفي ؗلّ حالة مʧ الʴالات الآتॽة، أثʗʰ أنّ الʱاǼع  .على امĎʛʺʱʶ  اتاǼعً  fلʧȞॽ  . 4  التمرين

 واكʖʱ مʱʷقّه ॽʸǼغة ʢॽʶǼة:، على  1مʧ الʸفّ 

1. 
0

( ) ( )dt
x

g x xf t . 

2. 
0

( ) ( )dt
x

g x f t x . 

3. 
2

2
( ) ( )dt

x

x
g x f t . 

]تاǼعʧʽ مʧȄʛّʺʱʶ على الʺʳال غʛʽ الʱافه  gو fلʧȞॽ  . 5  التمرين , ]a b  ّض أنʛʱنف .f 

)، وأنّ الʱاǼع امʨجʖ تʺامً  ) ( ) ( ) dt
b

a
h x f t xg t   Ȑʛةً صغॽّلʴةً مʺॽʀ لغʰی

)0عʙʻ الʸفʛ. أثʗʰ أنّ  )dt
b

a
g t  نʨȞǽ ماʙʻة عʴॽʴة صʳॽʱʻقى الॼهل ت .f 

 ًॼجʨ؟ امȌفق 
]على الʺʳال غʛʽ الʱافه  امʹʡʨʰً  اتاǼعً  fلʧȞॽ  . 6  التمرين , ]a b. 

0limأثʗʰ أنّ  ،تاǼعٌ درجيّ  fفي حالة  .1 ( )cos dt
b

a
f t t





. 
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0limأنّ  اسʱʻʱج .2 ( )cos dt
b

a
f t t





. 

ʘʽʴǼ یʴʱقb  Șّو aجʙِ عʙدیʧ حॽʁقʧʽّ̔  . 7  التمرين
2

0 2

1*, ( )cos dtn at bt nt
n


    ابʶʴة لʳॽʱʻه الʚم هʙʵʱواس ،

الʺʨʺʳع 
2

1

1

n

S
n




 . 

  ة:تॽالآ الʺʙʴودة احʖʶ الʱؔاملات . 8  التمرين

1  1

0
arctan dxx  2 1

0 1

dx
xe





  

3  1 2
0
(arctan ) dxx x  4 1

2 2
0 1

dx

( )x





  

5  1 2
0

3 1( ) dxxx x e   6 6

2
0 6 5

/
cos

dx
sin sin

x

x x



 





  

7  3

2 2
1 1

ln
dx

( )

x x

x





  
8 1

0

1

1
dx

x

x









  

9  1 2 1
1 2

3
/

dxx   10 1
2

0 1
dx

x

x

e

e





  

11 2

2 3 2
1 2 4 /

dx

( )x x 





  
12 1 2 3

0
1 dxx x  

13 1 3

2 2
0

1

2
dx

( )

x x

x

 







  
14 3 3

2
1 1 2

dx
( )( )

x x

x x



 





  

15 1

4
0 1

dx

x





  
16 1

4 2
0 1

dx

( )x




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 مʧ الʱؔاملʧʽ الآتʧʽʽ احʖʶ ؗلاĎ  . 9  التمرين

1

1 0
sin(ln )dx cos dx

e xx e x


    

 مʧ الʱؔاملʧʽ الآتʧʽʽ احʖʶ ؗلاً  . 10  التمرين
2

2
00 1

/
cos sin

dx dx
sin cos cos

x x x

x x x

 

 

 
 


   

nلʧȞॽ  . 11  التمرين  نʹع .
2

0 1

dt
( )

( )

x

n n
F x

t








. 

1.  ʧʽة بʢॽʶǼ علاقة ʙج( )nF x 2و( )nF x. 
) اسʱʻʱج صॽغة .2 )kF x ماʙʻ0 ع 3k . 

nلʧȞॽ  . 12  التمرين  2. نʹع

0

/
sin dxn

nI x


 . 

1.  ʧʽة بʢॽʶǼ علاقة ʙ2جnI  وnI. 
2.  ʙجnI  لالةʙبn. 

nليكن  . 13  التمرين  وp  من  2بحيثp   نضع .
1

0
1, ( ) dxn p

n pI x x .  

1.  ʖʶ0اح,nI 0و 1 2, /I. 

2.  ʧʽة بʢॽʶǼ علاقة ʙ1ج 2, /nI 11و 2, /nI جʱʻʱغة . واسॽ1 ص 2, /nI  لالةʙبn. 

3.  ʧʽعلاقة ب ʙج,n pI 1و 1,n pI   جʱʻʱواس ،,n pI   ماʙʻعp  . 

4. ʙِع   جʨʺʳʺة للʢॽʶǼ غةॽص 
0

1
1

1

p k k
p

k

C
n k


 . 

1مʧ الʸف  اتاǼعً  fلʧȞॽ لʧȞॽ  . 14  التمرين 0 1([ , ])  1و 0( )f . 

أثʗʰ أنّ  .1 21 1 12 2
0 0 0
( ) tan ( ) dt ( ) dt ( ) dtf t t f t f t f t      . 
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1سʱʻʱج أنّ ا .2 12 2
0 0
( ) dt ( ) dtf t f t . 

  احʖʶ نهاǽات الʺʱʱالॽات الʱالॽة: . 15  التمرين
1  

2 2
1

n

n
k

n k
a

n k





  

2 2 1 1

2 1

n

n
k n

c
k






  

3  2

32 3 31

n

n
k

k
b

n n k



  4 1

1

1
n n

n
k

k
d

n

 
  

 
  

5  
2 2 2

1

*,
n

n
k

n
e x

n k x
 


   

6 
2 21

1n

n
k

f
n k




  

7  2

2
1

1
n

nn
k

k
g

n

 
  
 
 

  
8 2

1

1
tan

n

n
k

h
n k




  

]على الʺʳال غʛʽ الʱافه  اومʨجॼً  ،امĎʛʺʱʶ  اتاǼعً  fلʧȞॽ  . 16  التمرين , ]a b ّأن ʗʰأث .  

 
[ , ]

lim ( ) dt sup ( )
nbn

an x a b
f t f x

 
 

0على الʺʳال غʛʽ الʱافه  امĎʛʺʱʶ  اتاǼعً  fلʧȞॽ  . 17  التمرين 1[ , . نعʛّف الʱاǼع [
0 1: [ , ]F   غةॽʸالǼ  

 1

0
( ) min( , ) ( )dtF x x t f t  

)، واح2 ʖʶمʧ الʸف  Fأثʗʰ أنّ  .1 )F x. 

1اسʱʻʱج أنّ  .2

0
0 1[ , ], ( ) ( )dt ds

x

s
x F x f s

     
  . 

لʧȞॽ الʱاǼع  . 18  التمرين 
2
dt

ln

x

x
f x

t
 



0الʺعʛّف على   1\ { , }. 

احʖʶ الʻهاǽات  .1
0 1

lim ( ), lim ( ), lim ( )
x x x
f x f x f x

  
. 
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احʖʶ الʱؔامل  .2
1

0

1
dt

ln

t

t





. 

[0على  مʧ الʸفّ  fأثʗʰ أنّ  .3 , [. 
 ، وارسʦ خʢّه الॽʰاني.fادرس تغʛّ̔ات الʱااǼع  .4

nؗان  اأĎǽ  . 19  التمرين  عǼاʱال ʧȞॽل ،nI  غةॽʸالǼ ىʢالʺع

0 1

cos
( ) dt

cosn
nt

I x
x t









. 

1معʛّف على  nIبʧّ̔ أنّ  .1 1] , [. 
2.  ʧȞॽ0ل] , [a . 

i.  ʧʽؔاملʱال ʖʶاح
0

1

1
dt

cos

a

x t




و  
0 1

cos
dt

cos

a t

x t




. 

ii.  ʧة لؔلّ مʢॽʶǼ غةॽج صʱʻʱ0اس( )I x 1و( )I x. 
3.  Ȍȃʛعلاقةً ت ʙِْج( )nI x 1و( )nI x 2و( )nI x. 

2اسʱʻʱج أنّ  .4

2
1 1

1
( )

n

n
n

I x x
x x

     
 

. 

  . 20  التمرين
1.  Ďǽد  ؗان اأʙعي العॽʰʢالn نʹع ،  

2

0

/
cos ( )dxn

nW x


  

i.  ّأن ʗʰ2أث

0

/
sin ( )dxn

nW x


 . 

ii.  ةॽالʱʱʺأنّ ال ʗʰأث( )nW  ًة تʺامʸاقʻʱام. 
iii.  ʧʽة بॽّʳȄرʙعلاقةً ت ʙِجnW 2وnW  ʧة لؔلٍّ مʢॽʶǼ ًغةॽج صʱʻʱواس ،

2pW 2و 1pW   ʘʽحp  . 
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iv.  Ďǽأنّه أ ʗʰعي  اأثॽʰʢد الʙؗان العn ّفإن ،  

1 2 1( )n nW W
n


 


 

v.  أنّه ʗʰأث Ďǽعي  اأॽʰʢد الʙؗان العn ّفإن ،  

11
1 1

2
n

n

W

n W
  


  

 ًʯافȞج مʱʻʱاواس  ًʢॽʶǼة  اॽالʱʱʺلل( )nW. 
  أثʗʰ أنّ  .2

2
1

1 2
1

4
lim

n

n k k  

 
  

 
 

) لʱʻأمّل الʺʱʱالॽة .3 )nu  ماʙʻفة عʛّ1الʺع n غةॽʸالǼ  

1 2/

! n

n n

n e
u

n 
  

)والʺʱʱالॽة الʺʶاعʙة  )nv  ماʙʻفة عʛّ2الʺع n غةॽʸالǼ  

1ln lnn n nv u u   
i.  ʙʴةً للʢॽʶǼ ًغةॽص ʙِجnv  لالةʙبn رجةʙال ʧود مʙʴʺال ʛʷʻال ʖʱواك ،

 ʙʴة للॽانʲالnv  لالةʙ1ب

n
. 

ii.  لةʶلʶʱʺج أنّ الʱʻʱاس nv  ʙجʨة، وأنّه یȃقارʱ0م K  ʘʽʴǼ

!~
n

n
n K n

e

 
 
 

.  
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iii.  ًʯافȞم ʧّ̔ع Șابʶافئ الȞʺام الʙʵʱاسǼة  اॽالʱʱʺ2لل( )pW ّج أنʱʻʱواس ،

2K   أو ،  

2!~
n

n
n n

e


 
 
 

  

 ).Stirlingوهي معʛوفة ॼɻǼارة سʛʱلʻغ (
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	المعرّفة بواسطة تكاملاتوالتوابع  التكاملات المعمّمةالفصل الثالث: 
  
  التكاملات المعمّمة . 1

  مفاʤॻʀ أساسॻّة .1.1
infa غʛʽ تافهٍ ʘʽʴǼحĎॽʁॽʁا  مʳالاً  ʧȞI لॽ .1 مبرهنة I= Î  وsupb I= Î . 

 ʧȞॽل( )f IÎ  ًعǼاتا  ًʡʨʰʹعلى  امI:انʱʯؔافʱم ʧʽʱʽالآت ʧʽʱّ̔ʹإنّ الق . 

1.  ʙجʨیc IÎ  عǼاʱن للʨȞǽ ʘʽʴǼ: , ( )dt
x

c c
F I x f t ò   ٌةǽنها 

 .bو  aعʙʻ ؗلّ مʧ  عʙدǽّةٌ 

2.  Ďǽؗان  اأc IÎع إنّ ، فǼاʱلل: , ( )dt
x

c c
F I x f t ò   ًةǽةً  نهاǽّدʙع

 ʧؗلّ م ʙʻعa  وb. 
  الإثॺات

  .).1.) تقʱʹي (2مʧ الʨاضح أنّ (
c.) مʴقّقة ولʧȞॽ 1نفʛʱض الآن أنّ القʹॽّة ( IÎ  عǼاʱن للʨȞǽ ʘʽʴǼ

( ) ( )dt
x

c c
F x f t= ò  ٌةǽةٌ  نهاǽّدʙع  ʧؗلّ م ʙʻعa  وb ʧȞॽل .c I¢ Î  نʨȞǽ ʚٍئʙʻع

)حʖʶ علاقة شال  ) ( )dt ( )
c

c cc
F x f t F x¢ ¢

= +ò ّه فإنॽوعل ،cF ¢  ً́ ǽل أʰقǽةً  اǽنها

ما نʙȄʛ  .) صʴॽʴة، وه2ʨعʻي أنّ القʹॽّة (ǽ وهʚا، bو  aعʙʻ ؗلّ مʧ عʙدǽّةً 
                                                                          إثॼاته.

)إنّ الʺʶاواة  .1  ملاحʤة ) ( )dt ( )
c

c cc
F x f t F x¢ ¢

= +ò  ارʙي أنّ الʺقʻتع

lim ( ) lim ( )c cx b x a
F x F x

 
-  ʛʸʻار العॽʱاخǼ Șّعلʱلا یc  ʧمI رʛّʰا ما یʚوه ، ʅȄʛعʱال

  الآتي.
c، ول ʧȞॽغʛʽ تافهٍ مʧ  مʳالاً  IلʧȞॽ  .1  تعريف IÎ نʹع .infa I= Î و ،

supb I= Î  ʧȞॽل .( )f IÎ  ًعǼاتا  ًʡʨʰʹعلى  امI . 
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ʤّy أو الʸعʯلّ نقʨل إنّ  ) الʯؒامل الʸع )dt
b

a
f tò  ٌقاربʯع  مǼاʱإذا ؗان لل Ȍإذا وفق

: , ( )dt
x

c
F I x f t ò   ٌةǽةٌ  نهاǽّدʙؗلٍّ  ع ʙʻع  ʧمa وb الةʴه الʚوفي ه ،

 ʖʱؔن( )dt ( )dt lim ( ) lim ( )
b

I a x b x a
f t f t F x F x

 
= = -ò ò ارʙالʺق ʨعʙون ،

. في الʴالة الʺعاكʶة نقʨل إنّ Iعلى  fأو تؔامل  bإلى  aمf  ʧالʶابȘ تؔامل الʱاǼع 

) الʱؔامل )dt
b

a
f tò .ʙاعॼʱم 

 :Iلات للʺʳال اʧȞʺǽُ تʺʜʽʽ أرȃع ح .2  ملاحʤة

] ʨȞǽن  عʙʻما .1 , ]I a b=  ّفإن ʱاملؔال ʦʺالʺع( )dt
b

a
f tò قاربʱادومً  م 

ʨؔامل ذاته وهʱود الʙʴʺال. 

]عʙʻما  .2 , [I a b= ؔاملʱل إنّ الʨنق( )dt
b

a
f tò  ʙʻلّ عʱمعb ٌقاربʱم ʨوه ،

)إذا وفقȌ إذا ؗان للʱاǼع  ) ( )dt
x

a
F x f t= ò  ٌةǽةٌ  نهاǽّدʙع  ʙʻعb وفي ،

 ʖʱؔالة نʴه الʚه( )dt lim ( )dt
b x

a ax b
f t f t


=ò ò. 

[عʙʻما  .3 , ]I a b= ؔاملʱل إنّ الʨنق( )dt
b

a
f tò  ʙʻلّ عʱمعa ٌقاربʱم ʨوه ، 

)إذا وفقȌ إذا ؗان للʱاǼع  ) ( )dt
b

x
F x f t= ò  ٌةǽةٌ  نهاǽّدʙع  ʙʻعa وفي ،

 ʖʱؔالة نʴه الʚه( )dt lim ( )dt
b b

a xx a
f t f t


=ò ò.  ولʕالة تʴه الʚإنّ ه

ʖاسʻل مʨّʴʱم ʛʽʽاء تغʛإجǼ الة الأولىʴإلى ال 

( )dt ( )dt
b a b x

x a
f t f a b t

+ -
= + -ò ò  

 ʦَّث ʧومlim ( )dt lim ( )dt
b x

x ax a x b
f t f a b t

 
= + -ò ò. 
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[عʙʻما  .4 , [I a b= ؔاملʱل إنّ الʨنق( )dt
b

a
f tò  ʙʻلّ عʱمعa  ʙʻوعb ،

cوُجʙ  إذا وفقȌ إذاوهʨ مʱقاربٌ  IÎ  نʨȞǽ ʘʽʴǼ عǼاʱلل 

( ) ( )dt
x

c
F x f t= ò  ٌةǽةٌ  نهاǽّدʙع  ʙʻعa،  ٌةǽةٌ  ونهاǽّدʙع  ʙʻعb،  وفي

 ʖʱؔالة نʴه الʚه 

( )dt lim ( )dt lim ( )dt
b x x

a c cx b x a
f t f t f t

 
= -ò ò ò  

 ʕالات إلى دراسة إذن تʴفي ؗلّ ال ʦّ̋ ] عʙʻما ʴالةالول دراسة تقارب تؔامل مع , [I a b= ،
  وهي الʱي سʙʻرسها Ǽالʱفʽʸل ॽɾʺا ǽأتي.

]تاǼعʧʽ مʹʧʽʡʨʰ على الʺʳال غʛʽ الʱافه  gو  fلʧȞॽ  .2 مبرهنة , [a b  ʘʽح

( , )a b Î ´  ʧȞॽ2، ول( , )l m Î  Ďض أنّ ؗلاʛʱنف . ʧʽʺّ̋  مʧ الʱؔاملʧʽ الʺع

( )dt
b

a
f tò و( )dt

b

a
g tò .قاربʱم  

)عʙʻئʚٍ یʱقارب الʱؔامل   )( ) ( ) dt
b

a
f t g tl m+ò ،:اواةʶʺال Șّقʴʱوت 

( )( ) ( ) dt ( )dt ( )dt
b b b

a a a
f t g t f t g tl m l m+ = +ò ò ò  

  الإثॺات
 Ďǽؗان  اأ[ , [x a bÎ  نʹع

( ) ( )dt, ( ) ( )dt, ( ) ( ) ( )
x x

a a
F x f t G x g t H x F x G xl m= = = +ò ò  

)لʙیʻا  )dt lim ( )
b

a x b
f t F x


=ò و( )dt lim ( )

b

a x b
g t G x


=ò عǼاʱل الʰقǽ ʦَّث ʧوم ،H 

limوʨȞȄن  bعʙʻ  عʙدǽّةً نهاǽةً  ( ) lim ( ) lim ( )
x b x b x b
H x F x G xl m

  
= ، وعلॽه یʱقارب +

 ʦّ̋ )الʱؔامل الʺع )( ) ( ) dt
b

a
f t g tl m+ò ȘّقʴʱȄو ،

( )( ) ( ) dt ( )dt ( )dt
b b b

a a a
f t g t f t g tl m l m+ = +ò ò ò        
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ّ̋ʺة.تʱʺّ̡ل أهʺॽّة الأمʲلة الآتॽة في اسʙʵʱامها ȞʷǼلٍ مʛّؔʱر في دراسة الʱؔاملات   الʺع
ʸّyة للʦʯاǺع الॻɹʸارȂّة. 2.1   الʯؒاملات الʸع

1.  ʦّ̋ الʱؔامل الʺع
1

dt

ta

¥
ó
ô
õ

  ʘʽحa Î   ʙʻلّ عʱة ¥+معǽرس نهاʙه نȃراسة تقارʙل .

الʱاǼع 
1

dt
( )

x

F x
ta

= ó
ô
õ

  ʙʻع+¥ ʦॽʀ ʖʶح ʥوذل ،a Î  ʧʽʱإذن حال ʜّ̔ʺن .

1aالأولى عʙʻما  )، وعʙʻها = ) lnF x x= ؔاملʱوال  ʙʻع ʙاعॼʱالة ¥مʴأمّا ال .
1aا الʲانॽة فهي عʙʻم   ، وعʙʻها فإنّ ¹

 
1

1
1

1 1
( ) 1

1 1

x
t

F x
x

a

aa a

- +

-

ù æ öú ÷ç ÷= = -çú ÷ç ÷ç- + - + è øúû
   

1aفقȌ في حالة عʙدǽّةً  وهǽ ʨقʰل نهاǽةً  ʦّ̋ مʱقارب إذا < ، ومʧ ثʦّ فإنّ الʱؔامل الʺع

1aوفقȌ إذا ؗان  ، وفي هʚه الʴالة <
1

dt 1

1ta a

¥

=
-

ó
ô
õ

. 

2.  ʦّ̋ الʱؔامل الʺع
1

0

dt

ta
ó
ô
õ

  ʘʽحa Î   ʙʻلّ عʱة 0معǽرس نهاʙه نȃراسة تقارʙل .

1الʱاǼع  dt
( )

x
F x

ta
= òʧʽʱحال ʜّ̔ʺض نʛا الغʚما  :، ولهʙʻ1الأولى عa ، وعʙʻها =

( ) lnF x x=-  ؔاملوʱال  ʙʻع ʙاعॼʱمالصفرمʙʻة فهي عॽانʲالة الʴ1ا . أمّا الa ¹ 

وعʙʻها 
1

1

1

1 1
( ) 1

1 1
x

t
F x

x

a

aa a

- +

-

ù æ öú ÷ç ÷= = -çú ÷ç ÷ç- + - è øúû
، ومʧ ثʦّ فإنّ الʱؔامل 

ʦّ̋ مʱقارب إذا وفقȌ إذا ؗان  1aالʺع 1، وفي هʚه الʴالة >

0

dt 1

1ta a
=

-ò. 
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3.  ʦّ̋ بʻاءً على ما تقʙّم نʱʻʱʶج أنّ الʱؔامل الʺع
0

dt

ta

¥
ó
ô
õ

مॼʱاعʙ مهʺا تॽʀ ʧؔʺة  

a Î . 

4.  ʦّ̋ 0الʱؔامل الʺع
dttea

¥
ò  ʙʻلّ عʱإذا ؗان ¥+مع Ȍقارب إذا وفقʱم ʨوه ،

0a <. 

5.  ʦّ̋ dtteaالʱؔامل الʺع
¥

-¥ò  ʙʻلّ عʱمع+¥  ʙʻوع-¥ ʙٌاعॼʱم ʨمهʺا ، وه

ʧؔة  تʺॽʀa Î . 

6.  ʦّ̋ الʱؔامل الʺع
1

0
ln dttò  ʙʻلّ عʱقارب، لأنّ 0معʱم ʨوه ،

1
( ) ln dt ln 1

x
F x t x x x= = - -ò  لʰقǽ1-  ʙʻةً له عǽه  0نهاʻوم

1

0
ln dt 1t =-ò. 

7.  ʦّ̋ 1الʱؔامل الʺع
ln dtt

¥
ò  ʙʻلّ عʱلأنّ ¥+مع ʙاعॼʱم ʨوه ،

1
ln dt 1 ln
x
t x x x= + -ò  ٌةǽله نها ʝॽةٌ  لǽّدʙع  ʙʻع+¥.  

8.  ʦّ̋ 0الʱؔامل الʺع
cos dtt

¥
ò  عǼاʱلأنّ ال ʙاعॼʱم

0
( ) cos dt sin

x
F x t x= =ò  ٌةǽله نها ʝॽةٌ  لǽّدʙع  ʙʻع+¥. 

ّ̋ʺة تॼʷه في خʡʨʢها العامّة، وفي ʛʽʲؗ مʧ إنّ دراسة تقارب الʱؔاملات  .3  ملاحʤة الʺع
تفاصʽلها دراسة تقارب الʺʶʱلʶلات ؗʺا سॽɾ Ȑʛʻʺا ǽأتي. فʺʧ تعʅȄʛ الʱقارب إلى دراسة تؔاملات 

ومʲل الʺʶʱلʶلات فإنّ دراسة الʱؔاملات   .الʨʱاǼع الʺʨجॼة ومʛʰهʻات الʺقارنة إلى الʱقارب Ǽالإʡلاق
ّ̋ʺة تهʙف، في الʺقام الأوّ  ل، إلى معʛفة ॽʰʡعة الʱؔامل (مʱقارب أم مॼʱاعʙ)، وحʶاب ʱʺॽʀه الʺع

 في حالة الʱقارب.
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ʸّyة للʦʯاǺع الʦʸجॺة. 3.1   الʯؒاملات الʸع
]على الʺʳال  اومʨجॼً  امʹʡʨʰً  اتاǼعً  fلʧȞॽ  .3 مبرهنة , [a b  ʘʽح( , )a b Î ´  نʨȞǽ .

)الʱؔامل  )dt
b

a
f tò  ًȃقارʱع  امǼاʱإذا ؗان ال Ȍإذا وفق( ) ( )dt

x

a
F x f t= ò  ًودʙʴام  ʧم

]الأعلى على  , [a b. 
  الإثॺات
 ʧȞॽل,x y  ʧم ʧȄʛʸʻع[ , [a b  ʘʽʴǼx y< ٍʚئʙʻع ،  

( ) ( ) ( )dt 0
y

x
F y F x f t- = ³ò  

  مʧ الأعلى. اإذا وفقȌ إذا ؗان مʙʴودً  bعʙʻ  عʙدǽّةً مʜʱایʙ، فهǽ ʨقʰل نهاǽةً  Fوعلॽه فإنّ  
]تاǼعʧʽ مʹʧʽʡʨʰ مʨجʧʽʰ على الʺʳال غʛʽ الʱافه  gو  fلʧȞॽ  .4 مبرهنة , [a b  ʘʽح

( , )a b Î ´  ؔاملʱة فإنّ تقارب الॽالآت ȋوʛʷال ʧم ٌّȑأ Șّقʴإذا ت .( )dt
b

a
g tò 

 ʦّ̋ )ǽقʱʹي تقارب الʱؔامل الʺع )dt
b

a
f tò: 

1.  ʙجʨی[ , [c a bÎ  ʘʽʴǼ0 ( ) ( )c t b f t g t< <  £ £. 
2.  ʙجʨیM Î و ،[ , [c a bÎ  ʘʽʴǼ

0 ( ) ( )c t b f t M g t< <  £ £ ⋅.  

fالȋʛʷ یʕول إلى أنّ  هʚا فإنّ  g(عʙʻما لا یʻعʙم 

g
 .)bمʙʴود ʨʳǼار  

3. g  عǼاʱل الʰقȄم، وʙعʻلا یf

g
 .bعʙʻ  عʙدǽّةً نهاǽةً  

  الإثॺات

1.  ʦّ̋ )مʧ علاقة شال نʙʳ أنّ ॽʰʡعة الʱؔامل الʺع )dt
b

a
f tò  ʦّ̋ مॽʰʡ ʧعة الʱؔامل الʺع

( )dt
b

c
f tò ʦّ̋ ). إنّ الʱؔامل الʺع )dt

b

c
g tò  عǼاʱقارب، فالʱم( ) ( )dt

x

c
G x g t= ò 



  التكاملات المعمّمة والتوابع المعرّفة بواسطة تكاملات
___________________________________________________________ 

99  
 

ا ؗان  ّ̋ ]مʙʴود مʧ الأعلى. ول , [, ( ) ( )dt ( )dt
x x

c c
x a b F x f t g t" Î = £ò ò ،

)فالʱاǼع  )F x  ةǽل نهاʰقǽ ʨالأعلى فه ʧودٌ مʙʴةً مǽّدʙع  ʙʻعb ؔاملʱقارب الʱی ʦّث ʧوم ،

 ʦّ̋ )الʺع )dt
b

c
f tò ؔاملʱي تقارب الʻعǽ اʚوه ،( )dt

b

a
f tò. 

2. ) ʧة مʛاشॼة مʳॽʱ1ن.(. 

)نفʛʱض أنّ  .3 )
lim

( )t b

f t
l

g t
= ʙجʨی ʚٍئʙʻع ،[ , [c a bÎ  إذا ؗان ʘʽʴǼc t b<  ؗان >

( )
0 1

( )

f t
l

g t
£ £ 0أو  + ( ) ( 1) ( )f t l g t£ £ ، وʚȃلʥ نعʨد إلى الʴالة +

)2.(.                                                                               
ʯائجن  

 رلا یʻعʙم ʨʳǼا g(وهʚا Ȟǽافئ في حالة  bمʱؔافʧʽʯ عʙʻ مʨجʧʽʰ و  gو fإذا ؗان  .1

b  ّأن( )
lim 1

( )t b

f t

g t
ّ̋ʺان = ))، ؗان الʱؔاملان الʺع )dt

b

a
f tò و( )dt

b

a
g tò 

 .اأو یॼʱاعʙان معً  امॽʰʡ ʧعةٍ واحʙة، أȑ: إمّا یʱقارȃان معً 
)إذا ؗان  .2 )f t  ًأمام  مهʺلا( )g t  ارʨʳǼb :( )( ) ( )bf t g t=   أو ؗان( )g t  ً̒̋ ॽامه 

)على  )f t  ارʨʳǼb :( )( ) ( )bf t g t= O ان )، وؗ )dt
b

a
g tò  ًȃقارʱؗان ام ،

( )dt
b

a
f tò  ًȃقارʱام. 

]مʨجʧʽʰ على ؗلّ الʺʳال  gو fأن ʨȞǽن الʱاǼعان  الʝॽ ضʛورĎȄ  .4  ملاحʤة , [a b فيȞǽ إذ ،
 ʛʸʻارٍ للعʨفي ج ʥلʚؗ ناʨȞǽ أنb و . ً́ ǽفي أȞȄا  ًʤافʴهʺا مʻن ؗلٌّ مʨȞǽ ة  اأنʙعلى إشارة واح

 ʛʸʻارٍ للعʨʳǼb د إلى حالةʨد ، إذ نعʙالعǼ ʖالʶع الǼاʱب الʛʹǼ ةॼجʨʺع الǼاʨʱ1ال-. 
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  أمʰلة

إنّ الʱؔامل  .1
5

1

dt

2 t t

¥

+ +

ó
ô
õ

  ʙʻلّ عʱقارب ¥+معʱم ʨلأنّ ، وه

5 5

1 1
1,
2

t
t t t

" ³ £
+ +

و 
51

dt

t

¥
ò  .قاربʱم 

2.  ʦّ̋ ,لʙراسة الʱؔامل الʺع
dt

lne

I
t t

a b a b

¥

= ó
ô
õ

  ʙʻلّ عʱنʹع ¥+الʺع ،

1

2

a
g

+
1، و=

2

a
d

-
1و =

( )
ln

f t
t ta b

1، و=
( )g t

tg
، وعلॽه =

1
( ) ( )

ln
f t g t

t td b
=   ت:. نʺʜّ̔ ثلاث حالا⋅

  1حالةa > ʚٍئʙʻ1: عg )، ومʧ ثʦّ فإنّ < )
lim 0

( )t

f t

g t¥
ا ؗان = ّ̋ ، ول

( )dt
e
g t

¥
ò  ًȃقارʱؔامل امʱفال ،( )dt

e
f t

¥
ò .ٌقاربʱم  

  1حالةa < ʚٍئʙʻ1: عg )، ومʧ ثʦّ فإنّ > )
lim

( )t

f t

g t¥
= ، وعلॽه ¥+

 ʙجʨی[ , [c eÎ ¥  ʘʽʴǼ( ) ( )t c f t g t³  ا ؗان ³ ّ̋ )، ول )dt
e
g t

¥
ò 

 ًʙاعॼʱؗان ام ،( )dt
e
f t

¥
ò  ًʙاعॼʱام.  

  1حالةa = ʚٍئʙʻع :
ln

1

dt
( ) ( )dt

ln

x x
x

e
e

ds
F x f t

t t sb b
= = =ó ó

ô ô
õ õò  عةॽʰʢا لʻʱدراس ʧم ʦونعل

الʱؔامل 
1

ds

sb

¥
ó
ô
õ

1bإذا وفقȌ إذا ؗان  عʙدǽّةً نهاǽةً  Fأنّ للʱاǼع   >.  
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Ia,مʧ حʘʽ الʳॽʱʻة، یʱقارب الʱؔامل  b  إذا ؗان Ȍ1إذا وفقa أو  <

( 1 1)a b=  >. 

لʙراسة الʱؔامل  .3
2

2

ln
dt
1e

t

t t

¥

- +

ó
ô
õ

  ʙʻلّ عʱنʹع ¥+الʺع ،

2

2

ln
( )

1

t
f t

t t
=

- +
و 

2 2

1
( )

ln
g t

t t-
تاǼعʧʽ مʨجʧʽʰ على  gو f. إنّ =

]الʺʳال  , [e )، و¥+ )
lim 1

( )t

f t

g t¥
)و، = )dt

e
g t

¥
ò  الʲʺال ʖʶقارب حʱم

).)، وعلॽه فإنّ 2( )dt
e
f t

¥
ò .قاربʱم 

1لʙراسة الʱؔامل  .4
dttt e

a b-

-¥
⋅ò  ʙʻلّ عʱنʹع ¥-الʺع ،( ) tf t t e

a b= ⋅ 

)2و )
t

g t e
b

  . نʺʜّ̔ ثلاث حالات:=
  0حالةb [ن على الʺʳال تاǼعان مʨجॼا gو f، لʙیʻا < , 1]-¥ ، و-

( )
lim 0

( )t

f t

g t-¥
1و، =

( )dtg t
-

-¥ò  ّه فإنॽقارب، وعلʱ1م
( )dtf t

-

-¥ò 

  مʱقارب. 
  0حالةb < ،f وg اॼجʨعان مǼال تاʳʺن على ال] , 1]-¥ ، و-

( )
lim

( )t

f t

g t-¥
= +¥ ʙجʨه یʻ1، ومc £- ʘʽʴǼ  ةʴاجʛʱʺال Șّقʴʱت 

( ) ( )f t g t³  ماʙʻعt c£ ʧؔ1، ول
( )dtg t

-

-¥ò  إذن ،ʙاعॼʱ1م
( )dtf t

-

-¥ò 

 ً́ ǽأ ʙٌاعॼʱام.  

  0حالةb = ʚٍئʙʻ1، ع
( )f t

t
a-

یʱقارب الʱؔامل إذا وفقȌ إذا ؗان  =

1a- 1aأو  < <-.  
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 ʦّ̋ 1مʧ حʘʽ الʳॽʱʻة یʱقارب الʱؔامل الʺع
dttt e

a b-

-¥
⋅ò  إذا ؗان Ȍإذا وفق

0b )أو  < 0 1)b a=  <-. 

1الʱؔامل  .5

0
dtx tt e

¥ - -ò  ʙʻلّ عʱ0مع  ʙʻؔامل ¥+وعʱإنّ ال .

1

1
dtx tt e

¥ - -ò  ʧȞǽ قاربٌ مهʺاʱمx Î  ؔاملʱ1. أمّا ال 1

0
dtx tt e- -ò 

0xالʺعʱلّ عʙʻ الʸفʛ فهʨ مʱقارب إذا وفقȌ إذا ؗان  ، وذلʥ لأنّ <
1

10
lim 1

x t

xt

t e

t

- -

-
1 الʺهʦّ . وعلॽه فإنّ الʱاǼع =

0
( ) dtx tx t e

¥ - -G = ò 

,0[الʺʨʶʻب لأولʛَ معʛّف على  ، ونॽʢʱʶع الʴʱقʶǼ Șّهʨلة مʧ أنّ ¥]
( 1) !n nG + =. 

لʙʴʱیॽʰʡ ʙعة الʱؔامل  .6
20

1
dt

(1 )

it

it

¥ -

+
ò  ʙʻلّ عʱالʺع+¥ ʖʱؔن ،

2 3

2 2 2 2 2

1 1 3 3

(1 ) (1 ) (1 )

it t t t
i

it t t

- - -
= +

+ + +
ا ؗان  ّ̋ ، ول

3

2 2
0

3
dt

(1 )

t t

t

¥
-

+

ó
ô
ôõ

 

 ًʙاعॼʱؔامل  امʱؗان ال
2

0

1
dt

(1 )

it

it

¥
-

+

ó
ô
õ

  ًʙاعॼʱام  ً́ ǽاأ. 

ʸّyة . 4.1   الʯقارب Ǻالإʟلاق للʯؒاملات الʸع
]على الʺʳال غʛʽ الʱافه  امʹʡʨʰً  اتاǼعً  fلʧȞॽ  .2  تعريف , [a b  ʘʽحa  ʧم وb  ʧم

 ʦّ̋ ). نقʨل إنّ الʱؔامل الʺع )dt
b

a
f tò لاقʟالإǺ ٌقاربʯؔامل  مʱإذا ؗان ال Ȍإذا وفق

 ʦّ̋ )الʺع ) dt
b

a
f tò  ًȃقارʱام. 
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]على الʺʳال غʛʽ الʱافه  امʹʡʨʰً  اتاǼعً  fلʧȞॽ  .5 مبرهنة , [a b  ʘʽحa  ʧم وb  ʧم

 ʦّ̋ ). نفʛʱض أنّ الʱؔامل الʺع )dt
b

a
f tò  ؔاملʱقارب الʱی ʚٍئʙʻلاق، عʡالإǼ ٌقاربʱم

 ʦّ̋ )الʺع )dt
b

a
f tò. 

  الإثॺات
=حالة  :أوّلاً  .  

 ʧʽعǼاʱأنّ ال ʦنعل
2

f f
f +

+
و =

2

f f
f-

-
مʹʡʨʰان مʨجॼان وʴȄقّقان  =

( ) ( )f t f t+ )، و£ ) ( )f t f t- £ Ďǽأ ʥؗان  ا، وذل[ , [t a bÎا ؗان ّ̋ ) . ول ) dt
b

a
f tò 

 ًȃقارʱامʧؗان ؗلّ م ، ( )dt
b

a
f t+ò  و( )dt

b

a
f t-ò  ًȃقارʱام ʦ ّ̋ ، وعلॽه فإنّ الʱؔامل الʺع

( )( )dt ( ) ( ) dt
bb

a a
f t f t f t+ -= -ó

õò .قاربʱم  

 ًॻحالة  :اثان= .  
 ʧعلى ؗلّ م Șʰما س ȘّhʢنRe f وIm f  ّة أنʤمع ملاح Re f f£ وIm f f£، 

  .فʙʳʻ الʺʢلʨب
 ًʡʛي شʢقة في أنّها تعǼاʶة الʻهʛʰʺة للॽّʁॽʰʢʱة الॽّʺالأه ʧʺؔات  ًॽɾاؗا  ȘȄʛʡ ʧع ʦٍ ّ̋ لʱقارب تؔاملٍ مع

  .الأمʲلة الآتॽةما سʛʻاه في  لʺॽɻارȄّة، وهʨالʺقارنة مع الʨʱاǼع اراسة تؔامل تاǼعٍ مʨجʖ، وهʚا یॽʱح د
  أمʰلة

1.  ʦّ̋ 3إنّ الʱؔامل الʺع
1

cos
dt

2 sin 1

t t

t t t

¥

+ +

ó
ô
õ

 مʱقارب Ǽالإʡلاق لأنّ  

 
3 3

3 3 2

cos
[1, [,

2 sin 1 2 1
1

( ) 1

t t t
t

t t t t t
t

t t t t

" Î ¥ £
+ + - +

= £
+ - +
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مع علʺʻا أنّ 
2

1

dt

t

¥
ó
ô
õ

 مʱقاربٌ. 

2.  ʦّ̋ الʱؔامل الʺع
22

1

1
sin cos dttt t t e

t

¥
-æ ö÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè ø

ó
ô
õ

مʱقاربٌ Ǽالإʡلاق. لإثॼات  

22ذلʥ نʹع  /21
( ) sin cos , ( )t tf t t t t e g t e

t
- -æ ö÷ç ÷= - =ç ÷ç ÷çè ø

 .  

 ʛʱʺال ʧة امʴج( )2 2 /2 /2( ) ( 1) ( 1)t t tf t t t e t t e e- - -£ + ⋅ = + ⋅ ⋅ 

,1]الʺʴقّقة على  )، نʙʳ أنّ ¥] )
lim 0

( )t

f t

g t¥
ا ؗان = ّ̋ 1، ول

( )dtg t
¥

ò 

22مʱقارȃا، ؗان 

1

1
sin cos dttt t t e

t

¥
-æ ö÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè ø

ó
ô
õ

  ًȃقارʱلاق. امʡالإǼ 

3.  ʦّ̋ 3الʱؔامل الʺع
0

1
dt
1

it

t

¥
+

+

ó
ô
õ

  ʙʻلّ عʱلاق،  ¥+الʺعʡالإǼ ٌقاربʱقارب لأنّه مʱم

 ʦّ̋ إذ إنّ الʱؔامل الʺع
2

3
0

1
dt

1

t

t

¥
+

+

ó
ô
ôõ

  مʱقاربٌ.  

في ؗلّ مʧ الʱʻائج الʶاǼقة، مʧ الʹʛورȑ الʨʱثȘّ مʧ أنّ ؗلاّ مʧ الʱاǼعʴǽ ʧʽافȎ على 
وʴȄقّقان  gو fعʧ تاǼعʧʽ  مʲالاً  ا. سʨف نȐʛ لاحقً bإشارة واحʙة ʨʳǼار 

( ) ( ) ( )f t A t g t=  معlim ( ) 1
t b
A t


= ʧʽؔاملʱفإنّ ال ʥومع ذل ،( )dt

b

a
f tò و

( )dt
b

a
g tò .ʧʽʱلفʱʵم ʧʽʱعॽʰʡ ʧم 

ّ̋ʺة مʱقارȃة وغʛʽ  .5  ملاحʤة إنّ عʝȞ الʺʛʰهʻة الʶاǼقة خاʡئ، إذ یʨجʙ تؔاملات مع
 مʱقارȃة Ǽالإʡلاق نقʨل إنّها نʸف مʱقارȃة، وهʚا ما یʻّ̔ʰه الʺʲال الآتي. 
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sin. إنّ الʱؔامل  [0,1[مʧ الʺʳال  احĎॽʁॽʁ  اعʙدً  aلʧȞॽ  :مʰال
dt
t

tap

¥
ó
ô
õ

  ʙʻلّ عʱالʺع+¥ 

sinنʸف مʱقارب. لʙراسة تقارب هʚا الʱؔامل نʹع 
( ) dt

x
t

F x
tap

= ó
ô
õ

، و

1

cos
( ) dt

x
t

G x
tap

+
= ó

ô
õ

 . Ǽإجʛاء مȞاملة Ǽالʜʳʱئة نʙʳ أنّ 

1 cos
( ) ( )

x
F x G x

xa a
a

p

-
= - - ⋅  

  ʦّ̋ إنّ الʱؔامل الʺع
1

cos
dt
t

tap

¥

+

ó
ô
õ

مʱقاربٌ Ǽالإʡلاق، وذلʥ لأنّ  

1 1

cos 1
[ , [,

t
t

t ta a
p

+ +
" Î ¥ ، و£

1

dt

tap

¥

+

ó
ô
õ

 نهاǽةً عʙدǽّةً  ǽGقʰل الʱاǼع  مʱقارب، إذن 

 ʙʻه فإنّ ¥+عॽوعل ،F  لʰقǽ ًةǽّدʙةً عǽنها  ʙʻؔامل ¥+عʱقارب الʱی ʦَّث ʧوم ،

sin
dt
t

tap

¥
ó
ô
õ

.  

)لإثॼات تॼاعʙ الʱؔامل Ǽالإʡلاق نʙرس الʱاǼع  ) sin / dt
x

H x t ta
p

= ò ʧȞॽل .k  ًدʙاع 

 Ďॽɻॽʰʡة اʴاجʛʱʺال ʧوم، مʙمع ʛʽغ 
sin sin

[ ,( 1) ],
( 1)

t t
t k k

t ka a
p p" Î + ³

+
ʙʳن ، 

( 1)( 1) sin sin
dt dt

( 1)

kk

k k

t t

t k

pp

a a
p p

++

³
+

óó
ôô ôõ õ

sint. مʧ جهةٍ أخȐʛ، الʱاǼع  t  لʰقǽ

)مʻهو  ،له ادورً  pالعʙد  1)

0
sin dt sin dt 2

k

k
t t

p p

p

+
= =ò ò الآن ʧȞॽ2. لn  اعʙدً  ³

 Ďॽɻॽʰʡ،ا اʻیʙل  
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( 1)1

1
( 1)

1 1

1 1

sin sin
( ) dt dt

sin 2
dt

( 1) ( 1)

n kn

k k
k

n n

k kk

t t
H n

t t

t

k k

p p

a a
p p

p

a a
p

p
+-

=
+- -

= =

= =

³ =
+ +

ó ó
ô ô
õ õ

ó
ô
ôõ

å

å å
  

1aلأنّ  ¥+إلى  nعʙʻما ʶǽعى  ¥+ولʧّؔ الʺʨʺʳع الأخʶǽ ʛʽعى إلى  ، إذن لا ǽقʰل £

sin، ومʧ ثʦّ یॼʱاعʙ الʱؔامل ¥+عʙʻ  نهاǽةً عʙدǽّةً  HالʱاǼع  / dtt ta
p

¥
òʚي  ا، وهʻعǽ

 ʦّ̋ أنّ الʱؔامل الʺع
sin
dt
t

tap

¥
ó
ô
õ

  غʛʽ مʱقارب Ǽالإʡلاق. 

ʸّyة. 5.1  اسʗʳʯام الʹʙʵ الʗʲʸود في دراسة الʯؒاملات الʸع
 Ȑʛʻإذن أنّه  فيس ʛ ّؗʚʻة. لʺّ̋ الأمʲلة الآتॽة أنّ الʛʷʻ الʺʙʴود أداةٌ فعّالة في دراسة الʱؔاملات الʺع

aو غʛʽ تافه مʧ  مʳالاً  Iإذا ؗان  IÎو ،f  ًعǼف  اتاʸال ʧ1مn+  علىI  ّفإن:  
( )

1

0

( )
( ) ( ) ( )

!

n k
k n

a
k

f a
f x x a x a

k
+

=
= - +O -å   

  مʰالان

لʧȞॽ الʱاǼع  .1
2

cos
( )

te t
f t

t

-
. لʙیʻا [0,1[الʺعʛّف على  =

2cos (1 ) 1 ( )te t t t- = + - +O هʻ1، وم
( ) (1)f t

t
= +O اʨʳǼر ʛفʸال .

 ʧؔ1ول

0

dt

tò ʙاعॼʱ1و م

0
1 dt⋅ò قاربʱ1إذن  ،م

0
( )dtf tò .ʙاعॼʱم 

)lnلʧȞॽ الʱاǼع  .2 1) ln
( )

t t
f t

t

+ -
,0[الʺعʛّف على الʺʳال  = . إنّ الʱؔامل ¥]

0
( )dtf t

¥
ò  ʙʻلّ عʱ0مع  ʙʻع ¥+وعǼاʱال .( )f t  مهʺلٌ أمام

3/4

1
( )g t

t
= 

ا ؗان ʨʳǼ0ار  ّ̋ ، ول
1

0
( )dtg tò  ًȃقارʱؔامل امʱ1، فال

0
( )dtf tò  ً́ ǽقارب أʱأمّا ام .
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)فإنّ الʱاǼع  ¥+في جʨار  )f t  لȞʷالǼ ʖʱؔǽُ

3/2

1 1 1 1 1
( ) ln 1f t

t tt t t

æ ö æ öæ ö æ ö÷ ÷÷ ç ÷ çç ç ÷ ÷÷ ÷= + = ç = çç ç ÷ ÷÷ ÷ç çç ç ÷÷ ÷ ÷ç ç ç÷çè ø è ø è øè ø
O O ʦّ̋ ا ؗان الʱؔامل الʺع ّ̋ ، ول

3/2
1

1
dt

t

¥
ó
ô
õ

  ًȃقارʱؔامل  امʱفال
1
( )dtf t

¥
ò  ʦّ̋ مʱقارب. وعلॽه فإنّ الʱؔامل الʺع

0
( )dtf t

¥
ò .ٌقاربʱم  

6.1. ॻʹْةتِقʸّy   ات حʴاب الʯؒاملات الʸع
 ʙعǼ ʦّ̋ سʛʷʻح في هʚه الفقʛة ॽّɿॽؗة الاسʱفادة مʛʡ ʧائȘ الʺȞاملة في حʶاب ॽʀʺة تؔامل مع

  الʨʱثȘّ مʧ تقارȃه.

)لʙراسة وحʶاب تؔاملٍ  المكاملة ʪلتجزئة: .1 )dt
b

a
f tò  ʙʻلٍّ عʱمعb  ًلاʲا مʻʻȞʺǽ ،

)الاسʱفادة مʧ تȘʽʰʢ الʺȞاملة Ǽالʜʳʱئة على الʱؔامل الʺʙʴود  )dt
x

a
f tò  ʘʽح

[ , [x a bÎ Ďلاʱؔامل معʱأمّا في حال ؗان ال .  ʙʻعa وb ودʙʴʺؔامل الʱا نعالج الʻّفإن 

( )dt
y

x
f tò  ʘʽحa x y b< £ <.  

ʦّ̋  مʰال: لʙراسة الʱؔامل الʺع
1

0
(1 )ln(1 )dtt t- -ò  ʙʻلّ عʱنʹع 1الʺع ،

0
( ) (1 )ln(1 )dt

x
F x t t= - -òاʻیʙل .  

 
2

00
2

2

1 1
( ) (1 ) ln(1 ) (1 )dt

2 2

1
(1 ) ln(1 )
2 4 2

x x

F x t t t

x x
x x

ù
ú= - - - - -úû

= - - - + -

ó
ôõ  

ومʻه  
1

1
lim ( )

4x
F x


ʦّ̋ مʱقارب و-= ، ومʧ ثʦَّ، فإنّ الʱؔامل الʺع

1

0

1
(1 )ln(1 )dt

4
t t- - =-ò. 
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ً́  المكاملة بتغيير المتحوّل: .2 ǽا أʻʻȞʺǽا .ȋوʛʷǼ ʧؔقة ولȄʛʢه الʚه ʧفادة مʱالاس  

[ لʧȞॽ .6 مبرهنة , [a b  ًالاʳم  ʧتافه م ʛʽغ و ،:] , [a bj    ًعǼاتا  ًʙایʜʱاتʺامً  ام  ʧم

limنʹع  .1الʸفّ  ( ), lim ( )
t a t b

t ta j b j
 

= = ʧȞॽول ،f  ًعǼاتا  Ďʛʺʱʶعلى  ام

] , [a b انʺّ̋ ). عʙʻئʨȞǽ ʚٍن الʱؔاملان الʺع )dtf t
b

aò و ( ( )) ( )dt
b

a
f t tj j¢ò   ʧم

 ॽʰʡعةٍ واحʙة، ومʶʱاوʧʽȄ في حالة الʱقارب.
  الإثॺات
 ʧȞॽل] , [c a bÎو ،] , [x c bÎ ّأن ʦنعل . 

( )

( )
( ( )) ( )dt ( )ds

x x

c c
f t t f s

j

j
j j¢ =ò ò  

  ʦّ̋ )فإذا ؗان الʱؔامل الʺع )
( )ds

c
f s

b

jò  ًȃقارʱعامǼاʱؗان لل ، 
( )
( )ds

y

c
y f s

jò 

انbعʙʻ  نهاǽةٌ عʙدǽّةٌ    للʱاǼع ، وؗ
( )

( )
( )ds ( ( )) ( )dt

x x

c c
x f s f t t

j

j
j j¢ =ò ò  

)، ومʻه نʱʻʱʶج أنّ bعʙʻ نهاǽةٌ عʙدǽّةٌ  ( )) ( )dt
b

c
f t tj j¢ò  إذا ؗان ʝȞالعȃقارب. وʱم

 ʦّ̋ )الʱؔامل الʺع ( )) ( )dt
b

c
f t tj j¢ò  ًȃقارʱعامǼاʱؗان لل ،  
( )

( )
( ( )) ( )dt ( )ds

x x

c c
x f t t f s

j

j
j j¢ =ò ò  

0e. لb ʧȞॽع1l  ʙʻنهاǽةٌ عʙدǽّةٌ  > ʙجʨ1، ی ] , [c c bÎ  ʘʽʴǼ
( )

1 1( )
( )ds

x

c
c x b f s l

j

j
e< <  - <ò،  فإذا ؗان  

1( ) ( )c y xj j b< = 1c، ؗان > x b< ان > )1، وؗ )
( )ds

y

c
f s l

j
e- <ò ،

وعلॽه فإنّ الʱاǼع 
( )
( )ds

y

c
y f s

jò  لʰقǽ1l  ʙʻةً له عǽنهاb،  ّج أنʱʻʱʶه نʻوم
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( )
( )ds

c
f s

b

jò  اʻیʙقارب ولʱم
( )

( ( )) ( )dt ( )ds
b

c c
f t t f s

b

j
j j¢ =ò ò لʲʺالȃو .

 ʧʽؔاملʱأنّ ال ʗʰʲن( ( )) ( )dt
c

a
f t tj j¢ò و

( )
( )ds

c
f s

j

aò  ٍعةॽʰʡ ʧة وأنّهʺا  مʙواح

ّ̋ʺان  )مʶʱاوȄان في حالة الʱقارب. وعلॽه فالʱؔاملان الʺع ( )) ( )dt
b

a
f t tj j¢ò و

( )dsf s
b

aò .قاربʱان في حالة الȄاوʶʱة وهʺا مʙعةً واحॽʰʡ ʧم  
[على  امʻʱاقʟ تʺامً تقابل  jتॼقى الʺʛʰهʻة صʴॽʴة في حالة  .6  ملاحʤة , [a b  ʚأخȄو

[ॽʀʺه في  , [b a ن ، وʨȞȄ( ( )) ( )dt ( )dt
b

a
f t t f t

b

a
j j¢ =ò ò قاربʱفي حالة ال.  

ʦّ̋  مʰال: لʙراسة الʱؔامل الʺع
1

0

ln(1 )
dt
t

t

-ó
ô
õ

  ʙʻلّ عʱ0الʺع  ʙʻ1وع،  ʛʽʽتغ ȑʛʳن

]0,1[:الʺʨّʴʱل  ]0,1[,t tj    ʘʽحj  ّفʸال ʧتʺاما وم ʙایʜʱع مǼ1تا ، ʖʶوح

ʛهʻة الʶاǼقة تʨؔن ॽʰʡعة الʱؔامل ʰالʺ
1

0

ln(1 )
dt
t

t

-ó
ô
õ

مॽʰʡ ʧعة الʱؔامل  

1 2

0
2 ln(1 )ds s-ò  ʙʳئة نʜʳʱالǼ املةȞاء مʛإجȃقارب. وʱة في حالة الʺॽʁه في الȄاوʶȄو

22أنّ الʱاǼع  ln(1 )s s- عǼاʱل الʰقǽ  
( ) 2( 1)ln( 1) 2( 1)ln(1 ) 4s F s s s s s s= + + + - - -  

وعلॽه فإنّ الʱؔامل  ،له اأصلĎॽ  اتاǼعً 
1

0

ln(1 )
dt
t

t

-ó
ô
õ

نهاǽةً  Fمʱقارب لأنّ للʱاǼع  

  عʙدǽّةً عʙʻ الʨاحʙ وʨȞȄن 
1

0

ln(1 )
dt 4(ln2 1)
t

t

-
= -

ó
ô
õ
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ʸّyة. 7.1  والʴʯʸلʴلات الʯؒاملات الʸع
yً  امʨجॼً  اتاǼعً  fلʧȞॽ  .7 مبرهنة ,0]على الʺʳال  اومʻʱاق [¥ ʦّ̋ . إنّ الʱؔامل الʺع

0
( )dtf t

¥
ò  لةʶلʶʱʺوال( )( )f nå .ٍةʙعةٍ واحॽʰʡ ʧم 

  الإثॺات

 ًǽ0]ؗان  اأ, [x Î نʹع  ¥
0

( ) ( )dt
x

F x f t= ò ʧȞॽل .k Î  ا ؗان ّ̋ f  ًy، ل ، امʻʱاق

)كان  1) ( ) ( )f k f t f k+ £ ]وذلʥ عʙʻما  £ , 1]t k kÎ ، ومʻه +
1

( 1) ( )dt ( )
k

k
f k f t f k

+
+ £ £ò ʧȞॽل .*n Î  نʹع ،

0

( )
n

n
k

S f k
=

= å ʚٍئʙʻع ،

Șّقʴʱی:  
1 1

0
0

1 1

0
0 0

0

( )dt ( )dt

( 1) ( )dt ( )

(0) ( )dt ( )

nn k

k
k

n nn

k k
n

n n

f t f t

f k f t f k

S f f t S f n

- +

=
- -

= =

=

+ £ £

- £ £ -

åò ò

å åò

ò

  

 Ďع  إنّ ؗلاǼاʱال ʧم( )F x  ةॽالʱʱʺوال( )nS  عهاॽامʳة مॽالʱʱم ʗȃلة، تقارʶلʶʱʺال ʗȃفإذا تقار .ʙایʜʱم
)الʜʳئॽّة  )nS ʗؗان ʦّث ʧودةً  ومʙʴة مॽالʱʱʺه فإنّ الॽوعل ،( ( ))F n  هʻودة، ومʙʴم( )F x 

مʙʴودٌ، ومʧ ثʦَّ فإنّ الʱؔامل 
0
( )dtf t

¥
ò  ؔاملʱإذا تقارب ال ،Ȑʛجهةٍ أخ ʧقاربٌ. مʱم

0
( )dtf t

¥
ò عǼاʱؗان ال ،( )F x  ًودʙʴة امॽالʱʱʺه فالʻوم ،( )nS  قاربʱت ʦّث ʧودة، ومʙʴم

)الʺʶʱلʶلة  )( )f nå.اتهॼب إثʨلʢʺال ʨوه ،                                             
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8.1. Ȗʻʮʠانتʙتʙʻلات بʴلʴʯان ومʸȂلات رʴلʴʯم :  
 ʧȞॽ2ل( , )a b Î  ʚٍئʙʻع ،  

تʱقارب مʶʱلʶلة رȄʺان  .1
1

1

nna ³

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
å  إذا ؗان Ȍ1إذا وفقa > .  

تʱقارب مʶʱلʶلة بʛʽتʛان  .2
2

1

ln nn na b
³

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
å  إذا ؗان Ȍ1إذا وفقa أو  <

( 1 1)a b=  >.  
  الإثॺات

نȘّhʢ الʺʛʰهʻة الʶاǼقة مع  .1
1

( )f t
ta

ʨȞॽɾ ،1ن شȋʛ تقارب الʺʶʱلʶلة =

na
å 

 ʦّ̋ هʨ ذاته شȋʛ تقارب الʱؔامل الʺع
1
( )dtf t

¥
ò. 

1 نȘّhʢ الʺʛʰهʻة الʶاǼقة مع  .2
( )

ln
f t

t ta b
ʨȞॽɾن شȋʛ تقارب الʺʶʱلʶلة  ،=

1

lnn na bå  ʦّ̋ هʨ ذاته شȋʛ تقارب الʱؔامل الʺع
2
( )dtf t

¥
ò.        

  مʰالان معاكʴان
  الاعʱلال وتؔاملاهʺا مॽʰʡ ʧعʧʽʱ مʱʵلفʧʽʱمʲال عʧ تاǼعʧʽ مʱؔافʨʳǼ ʧʽʯار نقʢة  .1

 ʧȞॽل
2sin sin sin

( ) , ( )
t t t

f t g t
tt t

= = تاǼعʧʽ معʛّفʧʽ على الʺʳال  +

[ , [p ¥.  

)، وأنّ الʱؔامل ¥+أنّ الʱاǼعʧʽ الʶاǼقʧʽ مʱؔافʯان عʙʻ  نلاحȎ أوّلاً  )dtf t
p

¥
ò 

 ʙʻلّ عʱة أنّ  ¥+الʺعʤلاحʺǼ Ȑʛجهةٍ أخ ʧقارب. مʱم

sin 1 cos2
( )

2 2

t t
g t

t tt
= + dt، وأنّ -

2tp

¥
ó
ôõ

) مॼʱاعʙٌ، نʙʳ أنّ   )dtg t
p

¥
ò 

.ʙاعॼʱم 
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,1]على  ¥مʧ الʸفّ مʲال عʧ تاǼع  .2 وتؔامله مʱقارب ولʧؔ لʝॽ له نهاǽة  ¥]
 ʙʻع+¥  

)2لʧȞॽ الʱاǼع  ) sin( )f t t=  ف علىʛّ1]الʺع, ، نعلʦ أنّ الʱاǼع لا ǽقʰل نهاǽةً ¥]
  . مʧ جهةٍ، أخȐʛ لʧȞॽ¥+عʙʻ  عʙدǽّةً 

 
1

1

sin
( ) ( )dt dt

2

x
x t

F x f t
t

= =
ó
ô
õò 

نعلʦ مʧ تقارب الʱؔامل  
1/2

1

sin
dt
t

t

¥
ó
ô
õ

، ¥+ǽّة عʙʻ عʙدنهاǽةً  Fأنّ للʱاǼع  

ومʻه نʱʻʱʶج تقارب الʱؔامل 
1
( )dtf t

¥
ò.  

	التوابع المعرّفة بواسطة تكاملات .2

  مقʗّمة  . 1.2
ʚرس في هʙʻةسʛه الفق  Ȍʺʻال ʧع مǼاʨت: , ( , )dt

I
F J x f x t ò  ʘʽح f  ٌعǼتا

Jلʺʨّʴʱلʧʽ معʛّف على  I´ و ،I وJ  ʧم ʧʽتافه ʛʽالان غʳم ًʡوʛش ʧّ̔ʰن ʘʽةً  ا. حॽɾؗا
عʛʰ عʺلॽّة  لʹʺان مʛور Ǽعʠ الʸʵائʟ الʴʱلʽلॽّة، مʲل الʻهاǽات والاسʛʺʱار و قابلॽّة الاشʱقاق،

  الʺȞاملة.
. سʙʻرس Ǽxالॼʶʻة للʺʨّʴʱل  fجʙیǼ ʛٌالʛؗʚ أنʻّا نʱʴاج إلى الʱعامل مع الʺȘّʱʷ الʜʳئي للʱاǼع 

ت الʜʳئॽّة Ǽالʱفʽʸل في الʘʴॼ الʺʱعلǼ ȘّالʨʱاǼع لعʙّة مʨʴʱلات، إلاّ أنʻّا نʱʴاج في هʚه الʺʱʷقّا
 Ďॽابʶعامل حʱحلة إلى الʛʺا، إذا ؗان  االʻʱقّات. في حالʱʷʺه الʚمع هI وJ  ʧʽتافه ʛʽغ ʧʽالʳم

 ʧم ،و: ,( , ) ( , )f J I x y f x y´   0، و 0( , )x t J IÎ  f، فإنʻّا نقʨل إنّ ´
 Ďقʱʷل مʰقǽا  Ďॽئʜل  اجʨّʴʱʺة للॼʶʻالǼx  ʛʸʻالع ʙʻ0ع 0( , )x t عǼاʱِلَ الhإذا ق Ȍإذا وفق  

0 0 0
0

0

( , ) ( , )
: \ { } ,

f x t f x t
J x x

x x

-
D 

-
   
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وفي هʚه الʴالة ن0x  ʖʱؔعʙʻ نهاǽةً عʙدǽّةً 
0

0 0( , ) lim ( )
x x

f
x t x

x
¹


¶
= D

¶
 Ďॽا، عʺلʻّإن ȑا. أ ،

 ʗّhʲنt  ارةॼɺ Șّʱʷون( , )f x t  لʨّʴʱʺة للॼʶʻالǼx ً̋ أنّ قʨاعʙ حʶاب الʺʱʷقّات تॼقى  ا، عل
  صʴॽʴة في حالة الʺʱʷقات الʜʳئॽة.

 ʜمʛالǼ ʜمʛʻأتي سǽ اʺॽɾ{inf , sup }J J J J= È  ʛاصʻعة عʨʺʳإلى مJ  ًإلى  إضافة
  ॽɾʛʡه.

  دون إثॼات.Ǽالʛʤʻ إلى أهʺॽّة مʛʰهʻة لॽȃʨغ الآتॽة، وتʳاوز إثॼاتها مȐʨʱʶ هʚا الʘʴॼ، سʨʻردها 
)، ول ʧؔʱغʛʽ تافهٍ مʧ  مʳالاً  ʧȞI لLebesgue( ॽ(لوبيغ    .1 مبرهنة )nf  ةॽالʱʱم

)، ومʱقارȃة بʶॼاʡة مʧ تاǼعٍ مʹI ȋٍʨʰمʹʡʨʰةٍ على  تʨاǼعَ  )f IÎ  دʨض وجʛʱنف .
) تاǼعٍ  )g IÎ  تؔامله( )dt

I
g tò  ȘّقʴȄقارب وʱم( ) ( )nf t g t£ Ďǽأ ʥا ؗان ، وذل

n Î  وt IÎ. 
)عʙʻئʚٍ تʱقارب الʱؔاملات  )dt

I
f tò و( )dtnI

f tò ة الॽالʱʱʺقارب الʱدوتʙة عǽّ

( )( )dtnI
f tò  ʧم( )dt

I
f tò  ȑأlim ( )dt lim ( )dtn nI In n

f t f t
¥ ¥

=ò ò.  

  مʰال

)المتتالية لʱʻأمّل  )nu  حيث
2

0

dt

(1 ) 1
n n n
u

t t

¥

=
+ ⋅ +

ó
ôôõ

. نʹع 

2

1
( )

(1 ) 1
n n n
f t

t t
=

+ ⋅ +
 ،]0, [I =   . لʙیʻا:¥+

1.  Ďǽعي ؗان  اأॽʰʢد الʙالعn عǼاʱفإنّ ال ،nf  على ȋʨʰʹمI. 
)الʺʱʱالॽة   .2 )nf  عǼاʱال ʧةٍ مʡاʶॼة بȃقارʱم:f I    ʘʽح 

2

2

1
, ]0,1]

1( )
1

]1, [
(1 )

t
tf t

t
t t

ìïï Îïïï +ï= íïï Î ¥ïï +ïïî
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  .Iوهʨ تاǼعٌ مʹȋʨʰ على 

3.  Ďǽؗان  اأ( , )n t IÎ ´ ؗان ،
2

1
( ) ( )

1
nf t g t

t
£ =

+
 g. الʱاǼع 

وتؔامله  IتاǼعٌ مʹȋٌʨʰ على 
2

0

dt

1 t

¥

+

ó
ô
õ

 مʱقارب. 

)وحʖʶ مʛʰهʻة لॽȃʨغ نʙʳ أنّ الʺʱʱالॽة    )nu ʧة مȃقارʱم  
1

2 20
0 1

1 2
0

1

dt dt
( )dt

1 (1 )

1 1
arctan ln ln(1 ) ln2

2 4 2

L f t
t t t

t t t
p

¥
¥

¥

= = +
+ +

é ù
é ù ê ú= + - + = +ê úë û ê úë û

óó
ôô

õ õò
  

، ول ʧȞॽمʳالʧʽ غʛʽ تافهʧʽ مJ  ʧو IلʧȞॽ  (مبادلة النهاية والتكامل) .2 مبرهنة
f:الʱاǼع  I    فʸال ʧم( )IعǼاʱوال ، 

: ,( , ) ( , )f J I x t f x t´     
  ʧȞॽولx JÎ.  ةॽالآت ȋوʛʷال Șّقʴض تʛʱنف  

1.  Ďǽؗان  اأx JÎ عǼاʱفإنّ ال ،( , )t f x t  فʸال ʧم( )I. 
2.  Ďǽؗان  اأt IÎ عǼاʱفإنّ ال ،( , )x f x t  لʰقǽ( )f t  ʙʻةً له عǽنهاx  ȑأ

lim ( , ) ( )
x x
f x t f t


=. 

)یʨجʙ تاǼع  .3 )g IÎ   تؔامله( )dt
I
g tò ʘʽʴǼ قاربʱم  

 ( , ) , ( , ) ( )x t J I f x t g t" Î ´ £ 
)عʙʻئʚٍ تʱقارب جʺॽع الʱؔاملات  )dt, ( , )dt

I I
f t f x tò ò  نʨȞȄو  

lim ( , )dt ( )dt
I Ix x
f x t f t


=ò ò  

  ȞʷǼل مȞافئأو 
lim ( , )dt lim ( , )dt

I Ix x x x
f x t f x t

 
=ò ò  
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  الإثॺات
)إنّ تقارب الʱؔاملات  , )dt

I
f x tò ȋʛʷال ʧةً مʛاشॼج مʱʻی  

( , ) , ( , ) ( )x t J I f x t g t" Î ´ £  
 ʧؔʱل( )nx  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱمJ  Șّقʴتlim nn

x x
¥

= Ďǽعي  ا. أॽʰʢد الʙؗان العn  فʛّنع

:لʱاǼع ا , ( , )n nf I t f x t   .  
1.  Ďǽاضح أنّه أʨال ʧؗان  امn Î   ّفإنnf .ȋʨʰʹعٌ مǼتا 
ʚلʥ فإنّه .2 tا ؗان أĎǽ  وؗ IÎ ّفإن ،lim ( ) ( )nn

f t f t
¥

)أȑ إنّ  = )nf  ةʡاʶॼة بȃقارʱم

 ʧمf. 
)مʧ جهةٍ أخȐʛ، لʙیʻا  .3 , ) , ( ) ( , ) ( )n nn t I f t f x t g t" Î ´ = £ . 

)فʖʶʴ مʛʰهʻة لॽȃʨغ تʱقارب الʱؔاملات  )dt
I
f tò و( )dtnI

f tò ة الॽالʱʱʺقارب الʱدوتʙة عǽّ

( )( , )dtnI
f x tò  ʧم( )dt

I
f tò.  

limنʱʻʱʶج إذن أنّ  ( , )dt ( )dt
x x

I I

f x t f t


=ò ò.اتهॼب إثʨلʢʺال ʨوه ،                  

  مʰال

إنّ الʱاǼع 
2

1

ln sin( )
( ) dt

t xt
F x

x t

¥
⋅

=
+

ó
ô
õ

,1]معʛّف على الʺʳال   . لʙʻرس الʻهاǽة ¥+]

lim ( )
x

F x
¥

.  

,1[نʹع  [I = ¥ ،[1, [J = ¥ ،
2

ln sin( )
( , )

t xt
f x t

x t

⋅
=

+
  لʙیʻا  

1.  Ďǽؗان  اأx JÎ عǼاʱفإنّ ال ،
2

ln sin( )t xt
t

x t

⋅

+
  فʸال ʧم ʨفه ʛّʺʱʶم

( )I. 
2.  Ďǽؗان  اأt IÎ عǼاʱفإنّ ال ،( , )x f x t  لʰقǽ( ) 0f t =  ʙʻةً له عǽنها

+¥. 
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 لʙیʻا .3
2

ln
( , ) , ( , ) ( )

1

t
x t J I f x t g t

t
" Î ´ £ =

+
مg  ʧ، والʱاǼع 

)الʸفّ  )I وتؔامله على ،I 
1
( )dtg t

¥
ò .قاربʱم 

فʖʶʴ مʛʰهʻة مॼادلة الʻهاǽة والʱؔامل ʨȞǽن 
1

lim ( ) ( )dt 0
x

F x f t
¥

¥
= =ò. 

، ولʧȞॽ الʱاǼع مʳالʧʽ غʛʽ تافهʧʽ مJ  ʧو IلʧȞॽ  )مبرهنة الاستمرار( .3 مبرهنة
: ,( , ) ( , )f J I x t f x t´   .  :ةॽالآت ȋوʛʷال Șّقʴض تʛʱنف 

1.  Ďǽؗان  اأx JÎ عǼاʱفإنّ ال ،( , )t f x t  فʸال ʧم( )I. 
2.  Ďǽؗان  اأt IÎ عǼاʱفإنّ ال ،( , )x f x t  على ʛّʺʱʶمJ. 
)یʨجʙ تاǼع  .3 )g IÎ  تؔامله( )dt

I
g tò ʘʽʴǼ قاربʱة: مʴاجʛʱʺال Șّقʴʱت 

( , ) , ( , ) ( )x t J I f x t g t" Î ´ £ 
)عʙʻئʚٍ تʱقارب جʺॽع الʱؔاملات  , )dt

I
f x tò  عǼاʱن الʨȞȄو( ) ( , )dt

I
F x f x t= ò  Ďʛʺʱʶام 

   .Jعلى 
  الإثॺات

)إنّ تقارب جʺॽع الʱؔاملات  , )dt
I
f x tò ȋʛʷال ʧةً مʛاشॼج مʱʻی 

( , ) , ( , ) ( )x t J I f x t g t" Î ´ £  
 ʧȞॽلa JÎ عǼاʱف الʛّعʻول ،: , ( , )f J x f a t  اʻیʙل . 

1.  Ďǽؗان  اأx JÎ عǼاʱفإنّ ال ،( , )t f x t  فʸال ʧم( )I. 
2.  Ďǽؗان  اأt IÎ عǼاʱفإنّ ال ،( , )x f x t  ʙʻع ʛّʺʱʶمa فهʨ  لʰقǽ

( ) ( , )f t f a t=  ʙʻةً له عǽنهاa. 
3. ( , ) , ( , ) ( )x t J I f x t g t" Î ´ )، و£ )g IÎ   وتؔامله

( )dt
I
g tò .قاربʱم 
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limفʖʶʴ مʛʰهʻة مॼادلة الʻهاǽة والʱؔامل یʱʻج  ( ) ( , )dt ( )
x a

I

F x f a t F a


= =òهʻوم ، F 

 ʙʻع ʛّʺʱʶمa ا ؗان ّ̋   J.       مʛّʺʱʶ على  F، فإنّ Jمʧ  اĎॽɿॽؗ  اعa  ًʛʸʻ، ول
  مʰال

لʱʻأمّل الʱاǼع 
2 2

2 2
0

ln(1 )
( ) dt

x t
F x

x t

¥
+ +

=
+

ó
ô
õ

,0[الʺعʛّف على الʺʳال   لإثॼات . ¥+]

,0[الʺʳال على  Fاسʛʺʱار  ]Ȟǽفي إثॼات اسʛʺʱاره على ؗلّ مʳال  ¥+] , ]a b  ʘʽح

0 a b< ]. نʹع > , ], ]0, [J a b I= = و ¥
2 2

2 2

ln(1 )
( , )

x t
f x t

x t

+ +
=

+
  . لʙیʻا

1.  Ďǽؗان  اأx JÎ عǼاʱفإنّ ال ،( , )t f x t  فʸال ʧم ʨفه ʛّʺʱʶم( )I. 
2.  Ďǽؗان  اأt IÎ عǼاʱفإنّ ال ،( , )x f x t  على ʛّʺʱʶمJ. 

لʙیʻا  .3
2 2

2 2

ln(1 )
( , ) , ( , ) ( )

b t
x t J I f x t g t

a t

+ +
" Î ´ £ =

+
 ؗʺا أنّ  

( )g IÎ   تؔامله و( )dt
I
g tò  ʙʻلّ عʱمع ʨقارب (فهʱو ¥+م

lim ( ) 0
t

t tg t
¥

=.( 

]مʛّʺʱʶ على  Fأنّ مʧ ذلʥ نʱʻʱʶج  , ]a b  ماʙʻ0ع a b< < ّʦَث ʧفإنّ  ،، ومF  على ʛّʺʱʶم 
,0[ الʺʳال [¥. 
، ولʧȞॽ الʱاǼع مʳالʧʽ غʛʽ تافهʧʽ مJ  ʧو IلʧȞॽ  )مبرهنة الاشتقـاق( .4 مبرهنة

: ,( , ) ( , )f J I x t f x t´   .  :ةॽالآت ȋوʛʷال Șّقʴض تʛʱنف 
1.  Ďǽؗان  اأx JÎ عǼاʱفإنّ ال ،( , )t f x t  فʸال ʧم( )I ؔامل ، وʱال

 ʦّ̋ )الʺع , )dt
I
f x tò .قاربʱم 

2.  Ďǽؗان  اأt IÎ عǼاʱفإنّ ال ،( , )x f x t  ّقاقيʱعلى اشJ. 

3.  Ďǽؗان  اأx JÎ عǼاʱفإنّ ال ،( , )
f

t x t
x

¶
¶

  فʸال ʧم( )I. 
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)یʨجʙ تاǼع  .4 )g IÎ   تؔامله( )dt
I
g tò ʘʽʴǼ قاربʱم 

( , ) , ( , ) ( )
f

x t J I x t g t
x

¶
" Î ´ £

¶
  

)عʙʻئʚٍ تʱقارب الʱؔاملات  , )dt
I

f
x t

x

¶
¶

ó
ôõ

)وʨȞȄن الʱاǼع   ) ( , )dt
I

F x f x t= ò  Ďॽʀقاʱااش 

,وʨȞȄن  Jعلى  ( ) ( , )dt
I

f
x J F x x t

x

¶¢" Î =
¶

ó
ôõ

.   

  الإثॺات
infنʹع  , supJ Ja b= =.  

)إنّ تقارب جʺॽع الʱؔاملات  , )dt
I

f
x t

x

¶
¶

ó
ôõ

 ȋʛʷال ʧةً مʛاشॼج مʱʻی  

( , ) , ( , ) ( )
f

x t J I x t g t
x

¶
" Î ´ £

¶
  

  ʧȞॽل\ { }a J bÎ عǼاʱأنّ ال ʗʰʲʻس ،F  ّقاقيʱاش ʙʻع ʧʽʺॽال ʧمa،  ّات أنॼإثǼ ʥوذل
 الʱاǼع

( ) ( ) ( , ) ( , )
: ] , [ , dt

I

F x F a f x t f a t
H J a x

x a x a
b

- -
=  =

- -
ó
ôõ

   

)ؗان  امʧ الʧʽʺॽ. أa  Ďǽإلى  xعʙʻما تʶعى  aعʙʻ  نهاǽةً عʙدǽّةً ǽقʰل  , )x t J IÎ ´  نʹع
( , ) ( , )

( , )
f x t f a t

h x t
x a

-
=

-
)، و ) ( , )

f
h t a t

x

¶
=

¶
  . لʙیʻا:

1.  Ďǽؗان  اأx JÎ  عǼاʱفإنّ ال ،( , )t h x t  فʸال ʧم( )I. 
2.  Ďǽؗان  اأt IÎ عǼاʱفإنّ ال ،( , )x h x t  لʰقǽ( )h t  ʙʻةً له عǽنهاa . 
)یʨجʙ تاǼع  .3 )g IÎ  تؔامله( )dt

I
g tò  ʘʽʴǼ قاربʱم

( , ) , ( , ) ( )x t J I h x t g t" Î ´ £. 
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)ǽقʰل  Hعʙʻئʚٍ، وحʖʶ مʛʰهʻة مॼادلة الʻهاǽة والʱؔامل، نʱʻʱʶج أنّ الʱاǼع  )dt
I
h tò  ًةǽله  نها

ومʱʷقّه مʧ الa  ʧʽʺॽالاشʱقاق مʧ الʧʽʺॽ عF  ʙʻ، ومʧ ثǽ ʦَّقʰل الʱاǼع aإلى  xعʙʻما تʶعى 
 ʨه( ) ( )dtr I

F a h t¢ = ò.  

 Ďǽأنّه أ ʗʰʲابهة نʷقةٍ مȄʛʢȃؗان  او\ { }a J aÎ ّفإن ،F  ʙʻار عʶॽال ʧقاق مʱل الاشʰقǽa 
 ʨار هʶॽال ʧقّه مʱʷوم( ) ( )dtl I

F a h t¢ = ò Șʱʷʺال ȑاوʶǽ ʧʽʺॽال ʧم Șّʱʷʺة أنّ الʤلاحʺȃو .

عʙʻ ؗلّ اشʱقاقيّ  F، نʱʻʱʶج أنّ الʱاǼع bوعa  ʧمʱʵلفة عa  ʧمʧ الʶॽار عʙʻ ؗل نقʢة 

a JÎ اواةʶʺال Șّقʴʱوت ،( ) ( )dt ( , )dt
I I

f
F a h t a t

x

¶¢ = =
¶

ó
ôõò.  

  مʰال

لʱʻأمّل الʱاǼع 
3

ln sin( )
( ) dt

t xt
F x

tp

¥
⋅

= ó
ô
õ

[نʹع .  , [, ] , [J I p= -¥ ¥ = و ¥

3

ln sin( )
( , )

t xt
f x t

t

⋅
  . لʙیʻا=

1.  Ďǽؗان  اأx JÎ عǼاʱفإنّ ال ،( , )t f x t  فʸال ʧم ʨفه ʛّʺʱʶم
( )I ʦّ̋ )، و الʱؔامل الʺع , )dt

I
f x tò  ّقارب (لأنʱم

3

ln
( , )

t
f x t

t
£ .( 

2.  Ďǽؗان  اأt IÎ ،ع  ؗانǼاʱال
3

ln sin( )t xt
x

t

⋅  ّقاقيʱعلى اشJ .

ؗان و 
2

ln cos( )
( , )
f t xt
x t

x t

¶ ⋅
=

¶
. 

3.  Ďǽؗان  اأx JÎ عǼاʱفإنّ ال ،( , )
f

t x t
x

¶
¶

  على ʛّʺʱʶمI  ʧم ʨفه

)الʸف  )I. 
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لʙیʻا  .4
2

ln
( , ) , ( , ) ( )

f t
x t J I x t g t

x t

¶
" Î ´ £ =

¶
مg  ʧ. الʱاǼع 

)الʸف  )I  وتؔامله( )dt
I
g tò .قاربʱم 

  وʴȄق Șّعلى اشʱقاقيّ  Fفʖʶʴ مʛʰهʻة الاشʱقاق نʱʻʱʶج أنّ 

2

ln cos( )
, ( ) dt

t xt
x F x

tp

¥
⋅¢" Î = ó

ô
õ

  

2.2. ʙَع غاما لأولǺاʯدراسة ال :Ȗʻʮʠت  
n! مʧ عʛʷ بهʙف تعʺʦॽ الʱاǼع "عاملي"في القʛن الʲا Gلقʙ عʛّف أولʛ الʱاǼع  n  على

الأعʙاد الॽّʁॽʁʴة، وȃعʙ ذلʥ دُرس، لأهʺʱّ̔ه الʛʽʰؔة، مʧ قʰل رȄاضॽّاتʧʽّ̔ عʙیʙیʧ في القʛنʧʽ الʱاسع 
.ʧȄʛʷوالع ʛʷع  

إلى تعʺॽʺه للʱاǼع "عاملي"، ʤǽهʛ هʚا الʱاǼع في ʛʽʲؗ مʧ الʺʳالات مʻها الإحʸاء ونȄّʛʤة  ضافةً فإ
   قارȃة.ʱالأعʙاد والʶʴاب الʱؔاملي والʺʶʱلʶلات الʺ

,0[لʧȞॽ  .5 مبرهنة [x Î 1، عʙʻئʨȞǽ ʚٍن الʱؔامل ¥

0
dtx tt e

¥ - -ò  ًȃقارʱام. 

  الإثॺات:

لʙیʻا 
1

/2
lim 0

x t

tt

t e

e

- -

-¥
1، ومʻه =

1
dtx tt e

¥ - -ò  .قاربʱم  

0إذا ؗان  1x< 1، فإنّ £ 1

0

x t xt e t- - -،  هʻ1وم 1

0
dtx tt e- -ò  .قاربʱم  

1xإذا ؗان  1x، فإنّ للʱاǼع ³ tt t e- - ʛفʸال ʙʻة عॽّʁॽʁة حǽلأنّ  نها 
1 1

0

x t xt e t- - -،  هʻ1وم 1

0
dtx tt e- -ò  .قاربʱم  

1نʱʻʱʶج إذن أنّ 

0
dtx tt e

¥ - -ò قاربʱم               .                              

نʶّ̋ي الʱاǼع  .3  تعريف
1

0
:]0, [ , dtx tx t e

¥ - -G ¥ ò  .ʛع غامّا لأولǼتا  
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,0[على  ¥مʧ الʸف  GالʱاǼع  إنّ  .6 مبرهنة [¥،  ȘّقʴʱȄو  
( ) 1

0
, ]0, [, ( ) (ln ) dtn n x tn x x t t e

¥ - -" Î " Î ¥ G = ⋅ò   

  الإثॺات:

1الʱؔامل ( nPº سǼ ʗʰʲʻالʙʱرȄج الʵاصّة 

0
(ln ) dtn x tt t e

¥ - -⋅ò  عǼاʱقارب، والʱمG 

) مʛّة و ǽnقʰل الاشʱقاق  ) 1

0
]0, [, ( ) (ln ) dtn n x tx x t t e

¥ - -" Î ¥ G = ⋅ò( ، Ďǽأ ʥاوذل 

n*كان  Î .  
ة  ّɹ   :1Pلʗʰʲʻ ص

)1نʹع  , ) , [ , ], 0 , ]0, [x tf x t t e J a b a b I- -= = < < < ¥ =   . لʙیʻا ¥

  Ďǽا ؗان أx  ʧمJ  ّفإن ( , )t f x t  ؔاملʱوال ،ȋʨʰʹع مǼتا
0
( , )dtf x t

¥
ò 

 مʱقارب.
  Ďǽا ؗان أt  ʧمI  ّفإن ( , )x f x t  قاقيّ، وʱع اشǼتا

1( , ) ln x tf
x t t t e

x
- -¶

= ⋅
¶

 . 

  Ďǽا ؗان أx  ʧمJ  ّفإن ( , )
f

t x t
x

¶
¶

 .ȋʨʰʹع مǼتا 

  عǼاʱا الʻفʛّإذا عg لȞʷالǼ 
1

1

ln , ]0,1]
( )

ln , ]1, [

a

b t

t t t
g t

t t e t

-

- -

ìï Îïï= íï Î ¥ïïî

  

)تʴقّقʗ الʺʛʱاجʴة  , ) , ( , ) ( )
f

x t J I x t g t
x

¶
" Î ´ £

¶
تاǼع مʹg  ȋʨʰ. وȃʺلاحʤة أنّ 

,0[على  وأنّ  ¥]
0
( )dtg t

¥
ò  Ȍॽسʨعة لǼاʱؔاملات الʱقاق الʱة اشʻهʛʰم Șʽʰʢʱȃقارب، وʱم

] على ؗلّ مʳالاشʱقاقيّ  Gنʱʻʱʶج أنّ الʱاǼع  , ]a b  ʘʽ0ح a b< < وʨȞȄن  ¥>
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1

0
[ , ], ( ) ln dtx tx a b x t t e

¥ - -¢" Î G = ⋅ò إذن .G  ّقاقيʱ0[على اش, ولʙیʻا  ¥]

1

0
]0, [, ( ) ln dtx tx x t t e

¥ - -¢" Î ¥ G = ⋅ò.  

ة  ّɹ 1حnP  ʘʽلʻفʛʱض الآن ص n£ ة ّɹ 1nP، ولʗʰʲʻ ص + :  

)1نʹع  , ) (ln ) , [ , ], 0 , ]0, [n x th x t t t e J a b a b I- -= ⋅ = < < < ¥ =   . لʙیʻا ¥

  ا ؗانǽّأx  ʧمJ  ّفإن ( , )t h x t  ؔاملʱوال ،ȋʨʰʹع مǼتا
0
( , )dth x t

¥
ò 

 مʱقارب.
  ا ؗانǽّأt  ʧمI  ّفإن ( , )x h x t  قاقيّ، وʱع اشǼتا

1 1( , ) (ln )n x th
x t t t e

x
+ - -¶

= ⋅
¶

 . 

  ا ؗانǽّأx  ʧمJ  ّفإن( , )
h

t x t
x

¶
¶

  عǼتا.ȋʨʰʹم 

  عǼاʱا الʻفʛّإذا عk الǼغةॽʸ  
1 1

1 1

ln , ]0,1]
( )

ln , ]1, [

n a

n b t

t t t
k t

t t e t

+ -

+ - -

ìïï Îïï= íïï Î ¥ïïî

  

)تʴقّقʗ الʺʛʱاجʴة  , ) , ( , ) ( )
h

x t J I x t k t
x

¶
" Î ´ £

¶
تاǼع  k. وȃʺلاحʤة أنّ 

,0[مʹȋʨʰ على  وأنّ  ¥]
0
( )dtk t

¥
ò  ،قاربʱىمʹʱقʺǼ جʱʻʱʶة  نʻهʛʰقاقمʱاش 

)الʱؔاملات الʱاǼعة لʨسȌॽ أنّ الʱاǼع  )nG  ّقاقيʱالاشʳعلى ؗلّ م [ , ]a b  ʘʽح
0 a b< <  وʨȞȄن  ¥>

( 1) 1 1

0
[ , ], ( ) (ln ) dtn n x tx a b x t t e

¥+ + - -" Î G = ⋅ò  
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)إذن   )nG  ّقاقيʱ0[على اش, ولʙیʻا  ¥]
( 1) 1 1

0
]0, [, ( ) (ln ) dtn n x tx x t t e

¥+ + - -" Î ¥ G = ⋅ò.  ّإن ȑ1أnP + 

                                               صʴॽʴة وهʚا ǽُؔʺل إثॼات الʺʛʰهʻة.
,0[هʨ الʱاǼع الʨحʙʽ الʺعʛّف على الʺʳال  Gإنّ  .7 مبرهنة الʴǽ ȑʚقȘّ الʨʵاص الʲلاث  ¥]

 الآتॽة
1. (1) 1G = . 
2. ]0, [, ( 1) ( )x x x x" Î ¥ G + = G . 
lnGالʱاǼع  .3 = G .بʙّʴم 

  الإثॺات:
  ʴǽقȘّ الʨʵاصّ الʲلاث. Gأنّ  لʗʰʲʻ أوّلاً 

1. 
0

(1) dt 1te
¥ -G = =ò . 

2.  ʧȞॽ0ل x<،  ٍʚئʙʻع  

 
1

0 00

1

0

dt dt

dt

TT Tx t x t x t

Tx T x t

t e t e x t e

T e x t e

- - - -

- - -

é ù= - +ê úë û

= - +

ò ò

ò
  

)نʙʳ  ¥+تʶعى إلى  Tوʳȃعل  1) ( )x x xG + = G . 
,ȞʷǼلٍ خاص نǼ ʗʰʲالʙʱرȄج ʶǼهʨلة أنّ  ( 1) !n n n" Î G + = . 

3.  ʧȞॽ0ل x< اʻیʙل .

2 1

0

1 2 1

0 0

2 1

0
2

,

0 ( ln ) dt

dt 2 ln dt

(ln ) dt

( ) 2 ( ) ( )

x t

x t x t

x t

t t e

t e t t e

t t e

x x x

l

l

l l

l l

¥ - -

¥ ¥- - - -

¥ - -

" Î

£ + ⋅
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= + ⋅ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

+ ⋅

¢ ¢¢= G + G + G

ò

ò ò

ò


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) فʺʺʜّ̔ه  ʲlلاثي الʙʴود الأخʛʽ مʨجʖ (مهʺا تॽʀ ʧؔʺة الʺʨّʴʱل الॽʁʴقي الفالʱاǼع 

ʖإنّ  ؛سال ȑ2أ( ) ( ) ( ) 0x x x¢ ¢¢G - G G £.  
وأنّ  ǽقʰل الاشʱقاق مʛّتG ʧʽوȃʺلاحʤة أنّ الʱاǼع 

2

2

( ) ( ) ( )
0, ( ) 0

( )

x x x
x G x

x

¢¢ ¢G G - G¢¢" > = ³
G

  

   مʙّʴب. Gنʱʻʱʶج أنّ  
 ʧȞॽة، لॽجهةٍ ثان ʧمH  ًعǼأنّ  اتا ʗʰʲʻلاث. سʲاص الʨʵال ȘّقʴǽH = G.  

)نʙʳ أنّ  (2.)مʧ الʵاصّة  1) ( )
0,
( 1) ( )

x x
x

H x H x

G + G
" > =

+
 وعلॽه فإنّه Ȟǽفي أن نʗʰʲ أنّ  ،

( )
]0,1], 1

( )

x
x

H x

G
" Î =.  

 ʧȞॽ0,1[ل]x Î1، و n<  ّة أنʤلاحʺǼ .( 1) (1 )n x x n x n+ = + + وأنّ  -
1

( 1) ( )
1 1

x
n n n x

x x
= - + +

+ +
lnxومʧ تʙّʴب الʱاǼع   H، ʙʳن  

ln ( ) ln ( 1) (1 )ln ( )

1
ln ( ) ln ( 1) ln ( )

1 1

H n x x H n x H n

x
H n H n H n x

x x

+ £ + + -

£ - + +
+ +

  

  ومʻه
1

1

1 1

( ) ( 1) ( )

( ) ( 1) ( )

x x

x

x x

H n x H n H n

H n H n H n x

-

+ +

+ £ +

£ - +

  

)وȃالاسʱفادة مʧ الʺʶاواة  1) !H n n+ =  ʙʳن  
1

1

( ) (( 1)!) ( !) !( 1)

( !) (( 1)!) ( )

x x x

x x

H n x n n n n

n n H n x

-

+

+ £ + = +

£ - +
  

 ّʦث ʧوم  
( 1)!( 1) ( ) !( 1)x xn n H n x n n- - £ + £ +  

  وȃالʺʲل نʗʰʲ أنّ 
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( 1)!( 1) ( ) !( 1)x xn n n x n n- - £ G + £ +  
  ومʻه 

1 ( ) ( )

( ) ( ) 1

x x
n n x x n

n H n x H x n

æ ö æ ö- G + G÷ ÷ç ç÷ ÷£ = £ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç+ -è ø è ø
  

 ًʛʽعل  اوأخʳǼn  عى إلىʶأنّ  ¥+ت ʙʳن( )
1

( )

x

H x

G
     وهʚا یʗʰʲُ الʵاصّة الʺʢلȃʨة. ،=

ʚلʥ حʶاب ǼعG،  ʠتفʙʽ الʺʛʰهʻة الʶاǼقة في إʳǽاد صॽغٍ مʱʵلفة للʱاǼع   .1  ملاحʤة وؗ
  الʦॽʁ الʵاصّة له. سǼ ʛؗʚʻعʹها مʧ دون إعʢاء الإثॼات في الʺʛʰهʻة الآتॽة.

 لʙیʻا .8 مبرهنة

1. 
!

0, ( ) lim
( 1) ( )

x

n

n n
x x

x x x n¥

⋅
" > G =

+ +
. 

2. /

1

1
0, lim 1
( )

n
x x k

n k

x
x x e e

x k
g -

¥ =

æ ö÷ç ÷" > = ⋅ ⋅ +ç ÷ç ÷çG è ø
  ʘʽح

1

1
lim ln

n

n k

n
k

g
¥ =

æ ö÷ç ÷ç= - ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
å .ʛأول ʗثاب ʨه 

3. ]0,1[, ( ) (1 )
sin

x x x
x

p
p

" Î G G - = . 

 نʯʱॻʯان

1. 
1

2
p

æ ö÷ç ÷G =ç ÷ç ÷çè ø
 . 

2. 
1 (2 1)(2 3) 3 1

1,
2 2n

n n
n n p

æ ö - - ⋅÷ç ÷" > G + =ç ÷ç ÷çè ø

 . 
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 تمرينات ومسائل
  

ّ̋ʺة الʱالॽة: . 1  التمرين   ادرس ॽʰʡعة الʱؔاملات الʺع
1  2

0
dtte

¥ -ò  2  
2

0

sin
dt
t

t

¥
ó
ô
õ

  

3  

1

dt
1 t

t

e

a
¥

+

ó
ô
ô
õ
,a Î   

4  sin

1

dt
te

t

¥
ó
ô
õ

  

5  1

0

1
dt

ln

t

t

a -ó
ô
õ
,a Î   

6  ln

1
dtte

¥ -ò  

7  
3

1

( ) 1
dt

1

E t

t

¥
-

-

ó
ô
õ

  
8  

2
0

ln
dt

1

t

t

¥

+

ó
ô
õ

  

9  

0

arctan
dt
t

t t

¥
ó
ô
õ

  
10  1

dt,
( )( )

b

a

a b
t a b t

<
- -

ó
ô
õ

  

11 
  1

cos(1 / )
dt

te t

t

¥ - -ó
ô
õ

  
12  1

5/2
0

tan
dt

sin

t t

t t

-ó
ô
õ

  

13 

0

sin
dt

cos

t

t t

¥

+

ó
ô
õ

  
14  33

1

1
dt

t t

t

¥
+ -ó

ô
õ

  

15 1

0

dt

ln t
ó
ôõ

  
16  

1
ln(cos(1 / ))dtt

¥
ò  

الȋʛʷ اللازم والؔافي على  جʙِِ . احĎॽʁॽʁ  اعʙدً  bو اتʺامً  امʨجॼً  احĎॽʁॽʁ  اعʙدً  a لʧȞॽ . 2  التمرين
a وb :ةॽالʱة الʺّ̋  لؔي تʱقارب الʱؔاملات الʺع

1 1

1
0

dt

(1 )
I

t tb a
=

+

ó
ô
õ

  
2 

2
1

dt

(1 )
I

t tb a

¥

=
+

ó
ô
õ
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3 1

3
0

(1 )
dt

t t
I

t

a a

b

+ -
=

ó
ô
õ

  
4 

4
1

(1 )
dt

t t
I

t

a a

b

¥
+ -

=
ó
ô
õ

 

aعʧّ̔ الȋʛʷ اللازم والؔافي على  . 3  التمرين Î   ʦّ̋ حɦّى یʱقارب الʱؔامل الʺع
2

3
0

dt
t t

t t

a a¥ -+

+

ó
ô
õ

. 

:لʧȞॽ  . 4  التمرين [1, [f ¥   ًعǼاتا  Ďʛʺʱʶؔامل امʱض أنّ الʛʱنف .
1
( )dtf t

¥
ò  .قاربʱم

أثʗʰ أنّ الʱؔامل 
1

( )
dt

f t

t

¥
ó
ôõ

  مʱقارب. 

*على  F. نعʛّف +على  امĎʛʺʱʶ  اتاǼعً  f لʧȞॽ . 5  التمرين
+  العلاقةǼ

0

1
( ) ( )dt

x
F x f t

x
= ò.  

1.  ʧȞॽ00ل x x£ ، أثʗʰ أنّ £
0

0 0( ) ( ) ( )dt
x

x
xF x x F x f t= + ò. 

 الʻهاǽة نفʶها.F، فإنّ للʱاǼع ¥+عl  ʙʻنهاǽة  fأثʗʰ أنّه إذا ؗان للʱاǼع  .2
 .¥نهاǽة له عǽ0  ʙʻقʰل  Fولʧؔ  ¥+لʝॽ له نهاǽة عf  ʙʻلʱاǼع  هات مʲالاً  .3
limأثʗʰ أنّه إذا ؗان  .4 ( )

x
f x

¥
= limفإنّ  ¥+ ( )

x
F x

¥
= +¥.  

ّ̋ʺة   . 6  التمرين  واحʰʶها. الآتॽةأثʗʰ تقارب الʱؔاملات الʺع
1 1

2
0

dt

t t-

ó
ô
õ

  
2 

3
0

dt

1 t

¥

+

ó
ô
õ

  

3 23 5(4 6 ) dttt t e
¥ -
-¥

-ò 
4 

4

2
0

ln(tan )
dt

cos

t

t

p
ó
ô
õ

  

5 ( )
1

0
arctan 1 / dttò  6 

dt
t

t e
¥ -

-¥ò  
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7 /2

0
ln(cos )dtt

p
ò  8  

/2

0
ln(sin )dtt

p
ò  

9 
2

0

1 dtt t
p¥ -æ ö÷ç + + ÷ç ÷çè ø

ó
ô
õ 

10 
0

arctan( ) arctan
dt

t t

t

p¥ -ó
ôõ 

  .lالعʙد الॽʁʴقيّ  لʧȞॽ . 7  التمرين

1.  ʦّ̋ 2أثʗʰ تقارب الʱؔامل الʺع
0

dt

(1 )(1 )
I

t t
l l

¥

=
+ +

ó
ô
õ

. 

أثʗʰ أنّ  .2
20

dt
(1 )(1 )

t
I

t t

l

l l

¥
=

+ +
ò.  

l بʙلالة Ilاحॽʀ ʖʶʺة  .3 Î . 

لʧȞॽ الʱاǼع  . 8  التمرين
3/2

ln
:]0,1[ :

(1 )

t
f t

t t

-


-
 . 

1.   ʦّ̋ أثʗʰ تقارب الʱؔامل الʺع
1

0
( )dtI f t= ò. 

 .I، واسʱʻʱج ॽʀʺة ]0,1[على الʺʳال fللʱاǼع  اأصلĎॽ  اجʙ تاǼعً  .2

sinلʧȞॽ  . 9  التمرين
( ) dt

x

t
f x

t

¥
= ó

ôõ
)2، و ) sin( )dt

x
g x t

¥
= ò. 

1.  ʗʰأث ʧʽعǼاʱأنّ الf وg فانʛّ0]على  مع, ,0[واشʱقاॽّʀان على  ،¥] [¥ .
 ʖʶاح( )f x¢ و( )g x¢. 

2.  ʧʽʺّ̋ 0أثʗʰ أنّ الʱؔاملʧʽ الʺع
( )dxf x

¥
ò و

0
( )dxg x

¥
ò  انȃقارʱم

 واحʽʱʺॽʀ ʖʶهʺا.

ʦّ̋  . 10  التمرين عॽʰʡ ʧّ̔عة الʱؔامل الʺع
2

0

sin
dt
t

t

¥
ó
ô
õ

، واسʱʻʱج ॽʰʡعة الʱؔامل 

0

sin
dt

sin

t

t t

¥

+

ó
ô
õ

. 
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0عʙدیʧ حॽʁقʧʽّ̔ و bو aلʧȞॽ  . 11  التمرين a b< < . 

1.  ʦّ̋ أثʗʰ تقارب الʱؔامل الʺع
0

dt
at bte e

t

¥ - --ó
ô
õ

. 

2.  ʧȞॽلx وy  ʘʽʴǼ ʧʽّ̔قॽʁح ʧدیʙ0ع x y< . أثʗʰ أنّ >

dt dt dt
y bx byat bt t t

x ax ay

e e e e

t t t

- - - --
= -ó ó ó

ô ô ô
õ õ õ

. 

3. ʧȞॽلz  ًدʙاع  Ďॽʁॽʁاح  ًॼجʨأنّ اتʺامً  ام ʗʰأث . 

ln dt ln
bz t

bz az

az

b e b
e e

a t a

-
- -£ £ó

ô
õ

 

اسʱʻʱج أنّ  .4
0

dt ln
at bte e b

t a

¥ - --
=ó

ô
õ

. 

ʦّ̋  .1 . 12  التمرين أثʗʰ تقارب الʱؔامل الʺع
1

0

1
dt

ln

t

t

-ó
ôõ

. 

1أثʗʰ أنّ . 2 
]0,1[, ln 1

t
t t t

t

-
" Î £ £ -. 

3 . ʧȞॽ0,1[ل[x Î ّأن Șّقʴت .
2

0 0

dt
dt

ln ln

x xt

t t
=ó ó

ô ôõ õ
. 

اسʱʻʱج أنّ . 4
1

0

1
dt ln2

ln

t

t

-
=ó

ôõ
. 

 .اتʺامً  امʨجॼً  احĎॽʁॽʁ  اعʙدً  aلʧȞॽ  . 13  التمرين

1. ʗʰأث  ʦّ̋ 2تقارب الʱؔامل الʺع 2
0

ln
dt

t
I

t a

¥

=
+

ó
ô
õ

. 
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2.  Ďǽ0ؗان  اأe 0xو < ,نʹع  < 2 2

ln
dt

x

x
t

I
t a

e
e

=
+

ó
ô
õ

.  

ة الʺʶاواة  ّɹ أثʗʰ ص
2

2

/

, 2 2
/

2 ln ln
arctan arctan dt

a x

x
a

a a a t
I

a x a t
e

ee

æ ö÷ç ÷= - +ç ÷ç ÷çè ø +

ó
ô
õ

 

 .، واسʱʻʱج ʱʺॽʀهIجʙِْ معادلةً ʢॽʶǼةً ʴǽقّقها  .3
   . 14  التمرين

1.  ʦّ̋ 0أثʗʰ تقارب الʱؔامل الʺع
(arctan( 1) arctan )dtt t

¥
+ -ò. 

2.  ʖʶ1اح
lim arctan dt

x

xx
t

+

¥ò. 

3.  ʖʶ1اح

0
arctan dttò. 

اسʱʻʱج ॽʀʺة الʱؔامل  .4
0
(arctan( 1) arctan )dtt t

¥
+ -ò. 

ʦّ̋  ادرس . 15  التمرين 4تقارب الʱؔامل الʺع 2

1
dt

1 sint t

¥

-¥ +

ó
ô
õ

. 

الʱؔامل  حʶاب ॽʀʺةیهʙف هʚا الʧȄʛʺʱ إلى  . 16  التمرين
0

sin
dt
t

I
t

¥
= ó

ôõ
 Ďǽؗان  ا. أ

n Î  نʹع 
/2

0

sin((2 1) )
dt

sinn
n t

I
t

p +
= ó

ôõ
 و 

/2

0

sin((2 1) )
dtn

n t
J

t

p +
= ó

ôõ
. 

1.  ʧȞॽلn Î  Ďأنّ ؗلا ʗʰأث .  ʧمnI وnJ .فʛّمع 

2.  ʧȞॽل*n Î  ّأن ʗʰ1. أث 0n nI I --  .nI، واسʱʻʱج ॽʀʺة =
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3.  ʧȞॽلj  ًعǼفّ  اتاʸال ʧ1م  الʳʺ0]على ال, / 2]p ّأن ʗʰأث .
/2

0
lim ( )sin((2 1) )dt 0
n

t n t
p

j
¥

+ =ò. 

بʧّ̔ أنّ الʱاǼع  .4
1 1

sin
t

t t
-  ّفʸال ʧعٍ مǼإلى تا ʙیʙʺʱل الʰقǽ1  على

,0]الʺʳال  / 2]p. 
limأثʗʰ أنّ  .5 ( ) 0n nn

J I
¥

- =. 

lim أثʗʰ أنّ  .6 nn
J I

¥
=. 

 .Iاسʱʻʱج ॽʀʺة  .7
  . 17  التمرين

بʧّ̔ تقارب الʱؔامل  .1
2

0
dtte

¥ -ò. 

أثʗʰ أنّ  .2
2 2

2

2
]0, [, dt dt

2 2

x t
t

x
x

e e
x e

x t

¥- -¥ -" Î ¥ = -
ó
ô
ôõ

ò. 

3.  ًʯافȞج مʱʻʱااس  ًʢॽʶǼع  اǼاʱلل
2
dtt

x
x e

¥ -ò  ʙʻع+¥. 

 الʺʱʱالॽات الʺعʢاة ʙّʴǼها العام: نهاǽاتادرس  . 18  التمرين

1. 

0

1 sin dt
n

t t

n n

¥ -æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø

ó
ô
ôõ

  2. 

1 2

2
0

1
dt

(1 )n
nt

t

+

+

ó
ô
ôõ

  

3. 
/4

0
(tan ) dtnt

p
ò  

4. 

0

1 dt

n n
kt
t

n

æ ö÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè ø

ó
ô
ôõ

 

,k Î   

5. 
0

dt
n tt e

¥

+

ó
ô
õ

 6. 
2

0

dt
1

n

n

t

t

¥

+ +

ó
ô
õ

 



  التكاملات المعمّمة والتوابع المعرّفة بواسطة تكاملات
___________________________________________________________ 

132  
 

7. 
2

0

sin
dt

nt

nt t

¥

+

ó
ô
õ

 8. 
2

0

ln(1 / )
dt

(1 )

t n

t t

¥
+

+

ó
ô
õ

 

9. 
0
arctan( ) dt

ntnt e
¥ -ò 10. 

2

2
0

sin
dt

n t

t

¥ +ó
ô
õ

 

11. 
0

sin dtt ne t
¥ -ò 12. 

0

dt

1 nt t

¥

+ + +

ó
ô
õ 

 

ة ما ǽأتي: . 19  التمرين ّɹ  أثʗʰ ص

2
0 1

1
dt
1t

n

t

e n

¥ ¥

=
=

-

ó
ô
õ å  

1 2

2 3
00

ln ( 1)
dt 2

1 (2 1)

n

n

t

t n

¥

=

-
=

+ +

ó
ô
õ

å  

1 1

20 1

ln(1 ) ( 1)
dt

n

n

t

t n

¥ -

=

+ -
=ó

ôõ å  
1 1

2 2
0 0

ln ( 1)
dt

1 (2 1)

n

n

t

t n

¥ -

=

-
=

+ +

ó
ô
õ

å  

الʺعʢاة  ؔلٍّ مʧ الʨʱاǼعل وادرس الاسʛʺʱار وقابلॽّة الاشʱقاق ʱعʅȄʛالعʧّ̔ مʨʺʳعة  . 20  التمرين
 :الآتॽة Ǽالॽʸغ

1. 

1

2
0

sin
( ) dt

xt
F x

t t
=

+

ó
ô
õ

. 

2. 
2

0

1 cos
( ) dtt

xt
G x e

t

¥
--

= ó
ô
õ

. 

3. 
/2

0

cos
( ) dt

t
H x

x t

p
=

+
ó
ôõ

. 

1احʖʶ الʱؔامل  . 21  التمرين

0
arctan dttò  عʨʺʳʺة الʺॽʀ لʽعلʱج مع الʱʻʱواس

0

( 1)

(2 1)(2 2)

n

n n n

¥

=

-
+ +å. 
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احʖʶ الʱؔامل  . 22  التمرين
1

0

dt
1

t

t+

ó
ô
õ

واسʱʻʱج مع الʱعلʽل ॽʀʺة الʺʨʺʳع  

1

1

( 1)(2 3)n n n

¥

= + +å. 

ʧȞ الʱاǼع لॽ . 23  التمرين
1

4 2 2
0

dt
( )F x

t x t
=

+

ó
ô
õ

. 

 ، وأنّه زوجيّ.معʛّفٌ ومʛّʺʱʶ على  Fأثʗʰ أنّ  .1

 .*على اشʱقاقيّ  Fأثʗʰ أنّ  .2
0أثʗʰ وجʨد  .3 a<  ʘʽʴǼ

0 0
lim ( ) lim ( )
x x

F x F x a
- + 

¢ ¢= - = .

 .0عʙʻ اشʱقاقيّ غF  ʛʽواسʱʻʱج أنّ 
 وارسʦ خʢّه الॽʰاني. Fبʱغʛّ̔ات الʱاǼع  نʦʤّ جʙولاً  .4

لʧȞॽ الʱاǼع:  . 24  التمرين
0

dt
( )

(1 )x
F x

t t

¥

=
+

ó
ô
õ

 

 .]0,1[معʛّف على  Fأثʗʰ أنّ  .1

1مʻʱاǼ ʛʣالॼʶʻة للʺF  ʦॽʁʱʶللʱاǼع  Fأثʗʰ أنّ الȌʵ ابॽاني  .2

2
x =. 

3.  ًʯافȞم ʙِْع  اجǼاʱللF  ʙʻ0ع+  ʙʻ1وع-. 

أثʗʰ أنّ  .4
1 1

0

]0,1[, ( ) dt
1

x xt t
x F x

t

- -+
" Î =

+
ó
ô
õ

. 

 .Fعʧّ̔ الʙّʴ الأدنى للʱاǼع  .5

لʧȞॽ الʱاǼع:  . 25  التمرين
0

dt
( )

1x
F x

t

¥

=
+

ó
ô
õ

 

,1[على  1مʧ الʸفّ  Fأثʗʰ أنّ  .1 [¥. 
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أثʗʰ أنّ  .2
2 2

1

ln 1
]1, [, ( ) 1 dt

( 1)

x

x

t t
x F x

t t

¥
æ ö÷ç¢ ÷" Î ¥ = -ç ÷ç ÷çè ø+

ó
ô
ôõ

. 

 .+1وعʙʻ  ¥+عF  ʙʻ ادرس نهایʱي .3
 .Fاسʱʻʱج تغʛّ̔ات الʱاǼع  .4

F: نعʛّف الʱاǼع . 26  التمرين    :غةॽʸالǼ  

                        
21

(1 )

2
0

( ) dt
1

x te
F x

t

- +
=

+

ó
ô
ôõ

 

 .قابل للاشʱقاق على  Fأثʗʰ أنّ  .1
2.  ʖʶ(0)احF ʧʽʱهایʻوالlim

x
F

-¥
limو 

x
F

+¥
. 

G:نعʛّف الʱاǼع  .3    العلاقةǼ2( ) ( )G x F x= .  

أثʗʰ أنّ 
2 2

0
, ( ) 2 dt

xx tx G x e e- -¢" Î = - ò 

2اسʱʻʱج أنّ  .4
2

0
, ( ) dt

4

x tx G x e
p -æ ö÷ç ÷" Î = -ç ÷ç ÷çè øò. 

اسʱʻʱج ॽʀʺة الʱؔامل  .5
2

0
dttI e

¥ -= ò. 

ليكن  . 27  التمرين
2 2

0

( ) x n

n

F x e
¥

-

=
= å .ادرس النهاية 

0
lim( ( ))
x
xF x


.  

 

  . 28  التمرين

أثʗʰ أنّ الʱؔامل  .1
2

2
0

sin
dt
t

I
t

¥

=
ó
ô
õ

 مʱقارب. 

2.  ًǽاأ ʗؗانx +Î  فʛّنع 
2

2
0

sin
( ) dtxtt
F x e

t

¥
-=

ó
ô
õ

أثʗʰ أنّ  

 .+على  ʛّ مF ʺʱʶالʱاǼع 
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,0أثʗʰ أنّ  .3 ( ) 1x xF x" > limاسʱʻʱج ، و £ ( )
x

F x
+¥

. 

*ǽقʰل الاشʱقاق مʛّتʧʽ على  Fأثʗʰ أنّ  .4
+. 

5.  ʖʶاحlim ( )
x

F x
+¥

¢. 

Fصॽغة ʢॽʶǼة للʺȘʱʷ الʲاني  ʙْ جِ  .6  .FلʱاǼع لاسʱʻʱج صॽغة ، و ¢¢

الʱؔامل ॽʀʺة ثI  ʦّاسʱʻʱج ॽʀʺة الʱؔامل  .7
0

sin
dt
t

J
t

¥
= ó

ôõ
. 

ليكن التابع  . 29  التمرين
0

( ) dt
1

te
F x

tx

¥ -
=

+
ó
ô
õ

  

,0]على  ¥من الصفّ  Fأثبت أنّ  .1 [+¥. 

)احسب  .2 )(0)nF  عندماn Î . 

,0]ينّ قيم ع .3 [x Î المتسلسلة  عندهاالتي تتقارب  ¥
( )

0

(0)

!

n
n

n

F
x

n

¥

=
å. 

 ماذا تلاحظ ؟

لʧȞॽ الʱاǼع  . 30  التمرين
2

arctan( )
: ]0, [: ( , )

(1 )

xt
f x t

t t
´ +¥

+
  نʹع .

( )
0

( ) , dtF x f x t
¥

= ò. 

)'، واح ʖʶعلى  1مʧ الʸفّ و  فʛدF ،ȑّأثʗʰ أنّ  .1 )F x  ماʙʻع
1x ¹. 

2.  ʖʶ(0)احF عǼاʱة للʢॽʶǼ غةॽص ʙِْوج ،F. 

لʧȞॽ الʱاǼع  . 31  التمرين
0

sin
( ) dtxtt
F x e

t

¥
-= ó

ôõ
. 

,0] الʺʳال على معʛّف Fأثʗʰ أنّ  .1 ,0[ومʛّʺʱʶ على  ¥] [¥. 
2.  ʧّ̔عlim ( )

x
F x

¥
. 
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,ǽ]0قʰل الاشʱقاق مʛّتʧʽ على  Fأثʗʰ أنّ  .3 [¥. 
)أعȌِ صॽغةً ʢॽʶǼةً للʱاǼع  .4 )F x¢. 
ʦّ̋ . مʛّʺʱʶ عʙʻ الʸفF ʛأنّ  نقʰل .5 احॽʀ ʖʶʺة الʱؔامل الʺع

0

sin
dt
t

I
t

¥
= ó

ôõ
.  

لʧȞॽ الʱاǼع   . 32  التمرين
0

( ) dt
te

F x
x t

¥ -
=

+

ó
ô
õ

 

ʦّ̋ أثʗʰ تقارب الʱؔامل .1  الʺع
0

/ dtte t
¥ -ò ج ، وʱʻʱأنّ اسF فʛّمع، 

 .+على  مʛʺʱʶّ و 

,0[على اشʱقاقيّ  Fأثʗʰ أنّ  .2 [+¥. 

3.  ʗʰة أث ّɹ , العلاقةص ( ) ( ) 1 /x F x F x x*
+ ¢" Î = - ج ، وʱʻʱاس

0
lim ( )
x

F x
+

¢. 

4.  ʖʶاحlim ( )
x

x F x
+¥

⋅  ًʯافȞج مʱʻʱع  اواسǼاʱللF  ارʨفي ج+¥. 

)لʧȞॽ  . 33  التمرين , )f +Î    ؔاملʱض أنّ الʛʱنف .( )
0

dtf t
¥

ò.قاربʱم 

أثʗʰ تقارب الʱؔامل  .1
0

( )
( ) dt

f t
F x

x t

¥

=
+

ó
ô
õ

  ًǽأ ʥؗان  اوذل

x +Î . 

 .+مʛّʺʱʶ على  Fأثʗʰ أنّ  .2

3.  ʧȞॽ0لa ǽ,aéقʰل الاشʱقاق على  F. أثʗʰ أنّ < é+¥ê êë ëج؟ʱʻʱʶماذا ت . 

4.  ʖʶاحlim ( )
x

x F x
+¥

⋅  ًʯافȞج مʱʻʱع  اواسǼاʱللF  ارʨفي ج+¥. 
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ʗ أنّ الʱاǼع أثʰ . 34  التمرين
2

0
( ) ch( )dttF x e tx

¥ -= ò فٌ علىʛّمع ، Ȍِوأع ،

2علʦ أنّ ا ʢॽʶǼة له. (  صॽغةً 

0
dt

2
te

p¥ - =ò( 

لʧȞॽ الʱاǼع  . 35  التمرين
1

0

1
( ) dt

ln
xt

F x t
t

-
= ó

ôõ
. 

1.  ʅȄʛعة تعʨʺʳم ʧّ̔عF. 
[قابل للاشʱقاق على الʺʳال  Fأثʗʰ أنّ  .2 1, [- ¥ . 
3.  Șʱʷʺةً للʢॽʶǼ غةॽص ʙِج( )F x¢  على] 1, [- ¥.  

1أثʗʰ أنّ الʺقʙار  .4

ln

t

t

، واسʱʻʱج الʻهاǽة ]0,1[مʙʴود على الʺʳال  -

( )lim
x

F x
+¥

. 

)جʙِ صॽغة ʢॽʶǼةً للʱاǼع  .5 )F x  على] 1, [- أنّ  ، واسʱʻʱج¥
1

0

1
dt ln2

ln

t

t

-
=ó

ôõ
.  

الʱاǼع  لʧȞॽ   . 36  التمرين
2

cos( )
( ) dt

1

xt
F x

t

¥

-¥
=

+

ó
ô
õ

والʱاǼع  

2 2

cos( )
( ) dt

(1 )

xt
G x

t

¥

-¥

=
+

ó
ô
õ

. 

 .على اشʱقاقيّ معʛّف و  Gأثʗʰ أنّ  .1
2,اسʱʻʱج أنّ  .2 ( ) ( )x G x xF x¢" Î = -. 
Gأثʗʰ أنّ  .3  .على اشʱقاقيّ  ¢
4.  ْʙِار جʙة للʺقʢॽʶǼ ًغةॽص ( ) ( ) ( )G x G x F x¢¢- -. 

ا سȘʰ أنّ  .5 ّ̋  .*على اشʱقاقيّ  Fاسʱʻʱج م

,*أثʗʰ أنّ  .6 ( ) ( ) 2 ( )x xF x F x G x¢" Î = -. 
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Fو Fعلاقة ʢॽʶǼةً بʙ  ʧʽْ جِ  .7  .*على  ¢¢
 .على  Fاسʱʻʱج صॽغةً ʢॽʶǼةً للʱاǼع  .8

لʻعʛّف الʱاǼعʧʽ  . 37  التمرين
2

0
( ) dt

x tf x e-= ò و
2 21

(1 )

2
0

( ) dt
1

t xe
g x

t

- +
=

+

ó
ô
ôõ

 ،

)والʺʱʱالॽة  )n nI Î
  ʘʽح

2

0
dtn t

nI t e
¥ -= ò. 

limادرس الʻهاǽة  .1 ( )
x

g x
¥

. 

2.  Ďأنّ ؗلا ʗʰأث  ʧʽعǼاʱال ʧمf وg  ّقاقيʱعلى اش. 

,2أثʗʰ أنّ  .3 ( ) ( ) / 4x f x g x p" Î + = ، ؔاملʱة الʺॽʀ جʱʻʱواس
2

0 0
dttI e

¥ -= ò. 

2أثʗʰ أنّ  .4
1

2n n
n

I I+
+

 .nبʙلالة  nI، واسʱʻʱج ॼɺارة =

ʧȞǽ]0,1[x  اأĎǽ  . 38  التمرين Î نʹع ،
1

( ) dt
tx

F x
t

¥

= ó
ô
õ

. 

، وجʙْ صॽغةً ʢॽʶǼةً للʺȘّʱʷ ]0,1[على الʺʳال اشʱقاقيّ  Fأثʗʰ أنّ الʱاǼع  .1
( )F x¢. 

 . +0عF ʙʻادرس نهاǽة الʱاǼع  .2

اسʱʻʱج أنّ  .3
0

dt
]0,1[, ( )

ln

x

x F x
t

" Î = -ó
ôõ

. 

 . -1عF ʙʻادرس نهاǽة الʱاǼع  .4

2/لʧȞॽ الʱاǼع  . 39  التمرين

0
( ) sin dtxF x t

p
= ò  عǼاʱوال

( ) ( 1) ( ) ( 1)G x x F x F x= + +. 
[معʛّف ومʛّʺʱʶ ومʻʱاقʟ على الʺʳال  Fأثʗʰ أنّ  .1 1, [- ¥. 
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[أثʗʰ أنّ  .2 1, [,( 2) ( 1) ( 1) ( )x x F x x F x" Î - ¥ + + = +. 

3.  ًʯافȞم ʙِْع  اجǼاʱللF  ʙʻ1ع+-. 
 له. ادورً  ǽ1قʰل  Gأثʗʰ أنّ  .4
[ثابʗ على الʺʳال  Gأنّ  اسʱʻʱج .5 1, [- ¥. 

b,لʧȞॽ  . 40  التمرين a دʙقّ̔ یعॽʁح ʧʽ ʘʽʴǼ ʧ0 a b< ). نعʛّف مʱʱالॽة الʨʱاǼع > )n nf Î 

 Ǽالعلاقة

, , ( ) nax nbx
nn x f x ae be- -

+" Î " Î = -   

ʧّ̔ع  Ďؗلا  ʧم
0

0

( ) dxn
n

f x
¥ ¥

=

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
å ò و

0
0

( )dxn
n

f x
¥ ¥

=
å ò ،و

00

( ( ))dxn
n

f x

¥ ¥

=

ó
ôôõ

å ماذا .Ȏ؟تلاح 

)لʧȞॽ  . 41  التمرين )
0

{ ( , ) : dt }E f f t
¥

+= Î < +¥ò  . 

 فʹاء شعاعي. Eبʧّ̔ أنّ  .1

2.  Ďǽؗان  اأf EÎ  و Ďǽؗان  اأx *
+Î  ؔاملʱأنّ ال ʗʰأث

0
( ) dtxtf t e

¥ -ò 

 مʱقارب.

fL:نعʛّف الʱاǼع  .3
*
+    :ا یليʺؗ  

0
( ) ( ) dtxt
fL x f t e

¥ -= ò.  ّأن ʗʰأث( )fL
¥ *

+Î  . 

4.  Ďǽؗان  اأf EÎ  و Ďǽاأ ʗؗان*x +Î   نʹع
0

( ) ( )dt
x

F x f t= ò. 

أثʗʰ أنّ الʱؔامل 
0

( ) dtxtxF t e
¥ -ò  ȑاوʶȄقارب وʱم( )fL x 

ʖʶاح  Ďؗلا ʧم lim ( )fx
L x

+¥
 و 

0
lim ( )fx
L x

+
. 
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 الفضاءات الشعاعيةّ المنظّمةالفصل الرابع: 
  

 ʜمʛل یʸا الفʚفي ه ʧʽقلʴال ʙة  :إلى أحॽّʁॽʁʴاد الʙحقل الأع  ة أوǽّʙاد العقʙحقل الأع ʛʽʷȄو  ʜمʛال
  .على  الʺعʛّفة إلى الॽʁʺة الʺʢلقة ⋅

  تعȂʙفات ومفاʤॻʀ أساسॻّة .1
yً . نʶّ̋ي على  افʹاءً شعاE  ĎॽɺلʧȞॽ  . 1  تعريف ॻʢعلى  انE  Șʽʰʢؗلّ ت

: E +⋅   لاث الآʲاص الʨʵال Șّقʴǽ :ةॽت  

, معʙّف: .1 0 0Ex E x x" Î =  =. 

2. :ʛانʱʯم , ,x E x xl l l" Î " Î ⋅ = ⋅. 

3.  Șّقʴǽ:ʖّلʰʸة الʲاجʙʯ2 م( , ) ,x y E x y x y" Î + £ +.  

، ونʛمʜ إلॽه Ǽالʛمʜ امʹyʢً  افʷاءً شعاčॻɸ  ⋅مʜوّد بE  ʦॽʤʻونʶّ̋ي ؗلّ فʹاءٍ شعاعيّ 

( ),E ⋅.  

ʘ وهي أنّ ʨʡل أȑّ أسʺʻʽا الʵاصّة الʲالʲة مʛʱاجʴة الʺʲلʘ لارتॼاʡها ʵǼاصّة معʛوفة في الʺʲلّ 
ʘّلʲʺأضلاع ال ʧضلع م .ʧʽȄʛالأُخ ʧʽليّ الʹلعʨʡ عʨʺʳم ȑاوʶǽ أو ʛأصغ  

)لʧȞॽ الفʹاء الʷعاعيّ الʺʦʤّʻ  نʯائج: ),E   ، لʙیʻا:⋅

1. 0 0E x,، و= E x x" Î = -. 

2. 2( , ) ,x y E x yx y" Î £ +-. 

  الإثॺات
0lنʙʵʱʶم خاصّة الʳʱانʝ مʧ خʨاصّ الʦॽʤʻ، مع  .1 0فʙʳʻ أنّ  = 0E مع ، و =

1l xفʙʳʻ أنّ  -= x= -. 

2.  ʧȞॽلx وy  ʧم ʧȄʛʸʻعEʘّلʲʺة الʴاجʛʱم ʧأنّ  ، م ʙʳن 

x x y y x y y£ + + - = + +  
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xومʻه  y x y- £ ȞʷǼ .yل مʺاثل نʗʰʲ أنّ + x x y- £ + ،

xوʚȃلʥ تʴʱقȘّ الʺʛʱاجʴة الʺʢلȃʨة  y x y- £ +.                 

  أمʰلة
)الʻʲائॽّة  إنّ  .1 ), ⋅  ʦʤّʻادً فʹاءٌ شعاعيّ مʻʱلقة  ااسʢʺة الʺॽʁاص الʨخ ʧفه عʛلʺا نع

 .على 

إنّ الॽʰʢʱقات الʲلاثة  .2
1 2
, ,

¥
⋅ ⋅ على الʨʴʻ الآتي: مهʺا  mالʺعʛّفة على  ⋅

 ʧȞǽ( )1 2, , , mx x x x=   ʧمm ʧȞُǽ 

1
1

2

2
1

1
max

m

i
i
m

i
i

ii m

x x

x x

x x

=

=

¥ £ £

=

=

=

å

å  

. سʨف نʱؔفي Ǽإثॼات أنّ mعلى الفʹاء الʷعاعي  اتʺّ̡ل الʦʤّʻ الأكʛʲ شʨʽعً 
2

⋅ 

نʦॽʤ وذلʥ لأنّ الإثॼات في حالة 
1
,

¥
⋅  ȌॽʶǼ للغاǽة. ⋅

 ʧȞॽل( ) ( )1 2 1 2, , , , , , , m
m mx x x x y y y y= = Î   وl Î  .  

  لʙیʻا 

  إذا ؗان
2
0x 2فإنّ  =

1

0
m

i
i

x
=

=å هʻوم ،, 0m ii x" Î = 

 ʦَّث ʧ0ومx =. 

 
2 2 2

2 2
1 1

m m

i i
i i

x x x xl l l l
= =

⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅å å 

  ةʴاجʛʱʺإنّ ال
2 2 2

x y x y+ £  تؔافئ الʺʛʱاجʴة +
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2 2 2

2 2 2
1

2 2

2 2 2 2

2Re

2

m

i i
i

x y x x y y

x x y y

=

æ ö÷ç ÷ç+ = + ⋅ +÷ç ÷ç ÷÷çè ø

£ + ⋅ +

å  

أو 
2 2

1

Re
m

i i
i

x y x y
=

æ ö÷ç ÷ç ⋅ £ ⋅÷ç ÷ç ÷÷çè ø
å ةʴةٌ واضʳॽʱة نʛʽة الأخʴاجʛʱʺوال ،

 ʜارتʨة شʴاجʛʱم ʧم
2 2

1

m

i i
i

x y x y
=

⋅ £ ⋅å. 

 Șʽʰʢʱج إذن، أنّ الʱʻʱʶن
2

نʙعʨه الʦॽʤʻ الإقلȑʙʽ لارتॼاʡه Ǽالʺʶافة  mنʦॽʤ على  ⋅

 ʛاصʻع ʧʽة بǽّʙʽالإقلm. 
3.  ʧȞॽلE  Ďॽɺه  افʹاءً شعاʙعǼ*m Î 1، و 2( , , , )me e e=   ًف  اأساسʛّه، نعॽɾ

تॽʰʢقات ؗʺا ǽأتي: لʧȞॽ  ةثلاث Eعلى 
1

m

i i
i

x x e
=

= ⋅å  ʚٍئʙʻع  

1
1

2

2
1

1
max

m

i
i
m

i
i

ii m

x x

x x

x x

=

=

¥ £ £

=

=

=

å

å  

إنّ الॽʰʢʱقات الʲلاثة 
1 2
, ,

¥
⋅ ⋅ ⋅  ً̋ʤف نʛّعلى  اتعE ةʢॼتʛوهي م ،

 .Ǽالأساس 

4.  ʧȞॽل( ),
E

E )، و⋅ ),
F

F ⋅ ʧفʹاءی ʧʽʺʤّʻم ʧʽّ̔على  شعاع ، ّإن  Șʽʰʢʱال

Eالفʹاء الʷعاعي  الʺعʛّف على ⋅ F´ غةॽʸالǼ:

( )( , ) , ( , ) max ,
E F

x y E F x y x y" Î ´ =   

 ً̋ ॽʤف نʛّعǽعلى  اE F´.  
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5.  ʗإذا ؗان ،ʦّلٍ أعȞʷǼ1 1 2 2( , ),( , ), ,( , )m mE N E N E N  ةॽّɺفʹاءات شعا
 ʧȞॽة، ولʺʤّʻ1م 2 mE E E E= ´ ´ ´ Șʽʰʢʱف الʛّنع .:N E +  

 Ďǽجه الآتي: أʨ1ؗان  اعلى ال 2( , , , )mx x x x E= Î  ّفإن

( )1 1 2 2( ) max ( ), ( ), , ( )m mN x N x N x N x=  ّلة أنʨهʶǼ Șّقʴʱا الʻʻȞʺǽُ .

N  على ʦٌॽʤنE. 
6.  ʧȞॽل([ , ])E a b= �  عǼاʨʱةفʹاء الǽّدʙافه  العʱال ʛʽال غʳʺة على الʛّʺʱʶʺال 

[ , ]a b لاثةʲقات الॽʰʢʱإنّ ال .
1 2
, ,

¥
⋅ ⋅  ؗʺا ǽأتي: Eالʺعʛّفة على  ⋅

1

2

2

[ , ]

( ) dt

( ) dt

max ( )

b

a
b

a

t a b

f f t

f f t

f f t
¥ Î

=

=

=

ò

ò  

 Ďǽأ ʥؗان  اوذلf EÎ  ًامʙʵʱاس ʛʲالأك ʦʤʻعلى الفʹاء  اتʺّ̡ل الE.  
 ً́ ǽا أʻات أنّ  اهॼإثǼ فيʱؔʻس

2
نʦॽʤ وذلʥ لأنّ الإثॼات في حالة  ⋅

1
,

¥
⋅ ⋅ 

.ȌॽʶǼ 

 ʧȞॽل,f g EÎ وl Î  :اʻیʙل .  

  إذا ؗان
2
0f 2فإنّ  =

( ) dt 0
b

a
f t =ò ا ؗان ّ̋ ، ول

2
f  ًعǼاتا  Ďʛʺʱʶام 

 ًॼجʨتؔامله على  ام[ , ]a b  ّوم فإنʙج أنّ معʱʻʱʶا نʻ0f =. 
  

2

2

2 2

2

( ) dt

( ) dt

b

a

b

a

f f t

f t f

l l

l l

⋅ = ⋅

= ⋅ = ⋅

ò

ò
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  ةʴاجʛʱʺإنّ ال
2 2 2

f g f g+ £ تؔافئ الʺʛʱاجʴة  +

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2 2 2

2Re ( ) ( )dt

2

b

a
f g f f t g t g

f f g g

æ ö÷ç ÷+ = + ⋅ +ç ÷ç ÷çè ø

£ + ⋅ +

ò  

أو 
2 2

Re ( ) ( )dt
b

a
f t g t f g

æ ö÷ç ÷⋅ £ ⋅ç ÷ç ÷çè øò ةʴةٌ واضʳॽʱة نʛʽة الأخʴاجʛʱʺوال ،

 ʜارتʨة شʴاجʛʱم ʧم
2 2

( ) ( )dt
b

a
f t g t f g⋅ £ ⋅ò. 

 Șʽʰʢʱج إذن، أنّ الʱʻʱʶن
2

⋅  ٌʦॽʤعلى  نE. 

1. نقʨل عʧ ال ʧʽʺॽʤʻعلى  افʹاءً شعاE  ĎॽɺلʧȞॽ  . 2  تعريف 2,N N  على ʧʽفʛّالʺعE 
a, احॽّʁॽʁان مʨجॼان تʺامً  إذا وفقȌ إذا وُجʙ عʙدان مʯؒافʭانإنّهʺا  b  ةʴاجʛʱʺال Șّقʴʱت ʘʽʴǼ

1الʺʹاعفة  2 1( ) ( ) ( )N x N x N xa b⋅ £ £ ⋅ ʛʸʻا ؗان العǽّأ ʥوذل ،x  ʧمE ،
 ʚٍʯʻʽح ʖʱؔ1ون 2N N.  

)أنّ العلاقة الʻʲائॽّة مʶǼ ʧهʨلةٍ  الʴʱقʻʻȞʺǽُȘّا  )  على هي ʕعلاقة تؔافE  ةॽّاسȞانع ȑأ )
  .وتʻاȄّʛʣة ومʱعǽʙّة)

  أمʰلة
الॽʤʻʺان  .1

1
,

¥
⋅ مʱؔافʯان، وذلʖʰʶǼ ʥ الʺʛʱاجʴة  mعلى  االʺعʛّفان ساǼقً  ⋅

الʨاضʴة 
1

1

m

i
i

x x x m x
¥ ¥

=
£ = £ ⋅å. 

الॽʤʻʺان  .2
1
,

¥
⋅ E([0,1])على  االʺعʛّفان ساǼقً  ⋅ =   اتॼلإث .ʧʽʯؔافʱم ʛʽغ

0bذلʥ نفʛʱض وجʨد  >  ʘʽʴǼ
1

,f E f fb
¥

" Î £ . لʧؔʱ الʺʱʱالॽة ⋅

( )nf  ʛاصʻع ʧمE  غةॽʸالǼ اةʢالʺع( ) n
nf x x= اʻیʙل .
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1
,1

1n nn f f
n

b
b

¥
" Î = £ ⋅ =

+
 علʳȃو ،n  عى إلىʶت+¥ 

1نʸل إلى الʻʱاقʠ الʨاضح   ، وعلॽه فالॽʤʻʺان0£
1
,

¥
⋅ ⋅ .ʧʽʯؔافʱم ʛʽغ 

)لʧȞॽ  . 3  تعريف ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻعلى  ام، وa EÎ 0وr الʙؒة . نعʛّف ³

ʜها  الʸفʦʯحة ʛؗي مʱالa  هاʛʢف قʸونr  عةʨʺʳʺعلى أنّها ال
( , ) { , }B a r x E x a r= Î - ʜها الʙؒة الʸغلقة ، و> ʛؗي مʱالa  هاʛʢف قʸونr 

)على أنّها الʺʨʺʳعة  , ) { , }B a r x E x a r= Î - ʜ  الʠʴح الʙؒوȏ و ،£ ʛؗم ȑʚه ال

a هʛʢف قʸون r عة  على أنّهʨʺʳʺال( , ) { , }S a r x E x a r= Î - . نʶّ̋ي =

,ȞʷǼ(0,1)لٍ خاصّ  (0,1), (0,1)S B B حةʦʯفʸة الǻّʗاحʦة الʙؒغلقة، الʸة الǻّʗاحʦة الʙؒال ،
ȏʗاحʦال ȏوʙؒح الʠʴال.ʖʽتʛʱعلى ال ،  

)لʧȞॽ  . 4  تعريف ),E ⋅  Ďॽɺعلى  افʹاءً شعا،  ʧȞॽولx وy  ʧم ʧȄʛʸʻعE ّ̋يʶن .

xالʺقʙار  y- افةʴʸال  ʧʽبx وy  ʜمʛالǼ هاʽإل ʜمʛون( , )d x y ʗذا ؗانȂو .A وB 

 ʧم ʧʽʱʽخال ʛʽغ ʧʽʱعʨʺʳمE  افةʶف مʛّا نعʻّفإنx  ʧعA  غةॽʸالǼ

{ }( , ) inf :d x A x a a A= - Î ʧʽافة بʶʺف الʛّونع ،A وB  غةॽʸالǼ

{ }( , ) inf : ( , )d A B a b a b A B= - Î ´.  

  أمʰلة
E([0,1])نʜوّد   =   الʳʺة على الʛّʺʱʶʺة الॽّʁॽʁʴع الǼاʨʱ[0,1]فʹاء ال  ʦॽʤʻالǼ

¥
⋅ 

  .االʺعʛّف ساǼقً 
1.  ʧȄʛʸʻالع ʧȞॽلf وg  ʧمE  :غةॽʸالǼ ʧʽفʛّ2الʺع( ) , ( )h x x g x x= = .

1نʴʱقʶǼ Șّهʨلة أنّ 
( , )

4
d g h =. 
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2.  ʧؔʱل{ }: 0,1 , ( ) 2A f E x f xé ù= Î " Î >ê úë û ابʶب حʨلʢʺوال ،( , )d g A 

 ʘʽ[0,1]ح, ( ) 1x g x" Î =  .  
 ʧȞॽلf AÎةʴاجʛʱʺإنّ ال ، 

0,1 , ( ) ( ) ( ) 1 2 1 1x f x g x f xé ù" Î - ³ - > - =ê úë û  
1fتʗʰʲُ أنّ  g

¥
- ³ ʦَّث ʧوم ،( , ) 1d g A . مʧ جهةٍ أخȐʛ، إذا تأمّلʻا ³

)الʺʱʱالॽة  )nf  ʛاصʻع ʧمA  غةॽʸالǼ فةʛّ2والʺع 3
( )

1n
n

f x
n

+
=

+
على الʺʳال  

2نʙʳ أنّ  [0,1]

1n
n

f g
n¥

+
- =

+
 nه أĎǽا ؗان العʙد الॽʰʢعي ، وهʚا یʧّ̔ʰ أنّ 

21 تʴقّقʗ الʺʛʱاجʴة ( , )
1

n
d g A

n

+
£ £

+
في  ¥+تʶعى إلى  n، وʳȃعْلِ 

)الʺʛʱاجʴة الʺʹاعفة الأخʛʽة نʙʳ أنّ  , ) 1d g A =.  

2. ʤʢّʹاء شعاعيّ مʷة في فॻالʯʯة مǻنها  
)لʧȞॽ  . 5  تعريف ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻعلى  ام ʧؔʱول ،( )nx  ʛاصʻع ʧةً مॽالʱʱم

Eو ،a  ًʛʸʻاع  ʧمE ّل إنʨنق .( )nx ةȁقارʯم  ʧمa  ةॽالʱʱʺال ʗȃإذا تقار Ȍإذا وفق

)الॽّʁॽʁʴة  )nx a-  الةʴه الʚفي ه ʖʱؔون ،ʛفʸال ʧمlim nn
x a

¥
أو  =

n n
x a

¥
¾¾¾¾.  

)ونقʨل إنّ  )nx  Șّقʴشيتʦؕ ȉʙش  ȋʛʷال Șّقʴإذا ت Ȍإذا وفق 
0, : n mn n m n x xe ee e" > $ Î ³ ³  - <  

ّ̋ة.الʺʛʰهʻة الآتॽة تʧّ̋ʹʱ نʱائج ʢॽʶǼة    ولّؔ̒ها مه
)لʧȞॽ  .1  مبرهنة ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻعلى  ام و ، ʧؔʱل( )nx  و( )ny  ʧʽʱʽالʱʱم

 ʛاصʻع ʧمEو ،a  وb  ʧم ʧȄʛʸʻعEو .l وm  ʧم ʧȄʛʸʻع.  
1.  ʗإذا ؗان( )nx  ʧة مȃقارʱمa  ةॽالʱʱʺال ʗؗان( )nx  ʧة مȃقارʱمa. 

2.  ʗإذا ؗان( )nx .شيʨؗ ȋʛش Șّقʴة فهي تȃقارʱم 
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3.  ʗإذا ؗان( )nx شيʨؗ ȋʛش Șّقʴودة. تʙʴفهي م 
4.  ʗإذا ؗان( )nx و( )ny  ʧم ʧʽʱȃقارʱمa وb  ةॽالʱʱʺال ʗؗان ʖʽتʛʱعلى ال

( )n nx yl m+  ʧةً مȃقارʱمa bl m+.  
  الإثॺات
nنʳॽʱة مॼاشʛة للʺʛʱاجʴة  .1 nx a x a- £ -. 

2.  ʧؔʱل( )nx  ʛʸʻالع ʧةً مȃقارʱة مॽالʱʱمa  ʧمE ʧȞॽ0. لe > ʙجʨ0، یn Î  

 ʘʽʴǼ0 2nn n x a
e

³  -   ، وعلॽه فإنّ >

 
0

2 2

n m n mm n n x x x a a x

e e
e

³ ³  - £ - + -

< + =
  

)ومʻه   )nx .شيʨؗ ȋʛش Șّقʴت 
3.  ʗإذا ؗان( )nx  ʚشي، نأخʨؗ ȋʛش Șّقʴ1تe = ʙجʨʽ0 فn Î   ʘʽʴǼ

0 1n mm n n x x³ ³  -  ، وعلॽه>

0 00 1n n n nn n x x x x³  - £ - <  

ومʻه 
00 1n nn n x x³  £ + .  

فإذا وضعʻا 
0 00 1max(1 , , , , )n nM x x x x= +  ناʙأنّ  وج

, nn x M" Î £  ʦّث ʧة فومॽالʱʱʺال( )nx .ودةʙʴم 

 مʧ الʺʛʱاجʴة .4
( ) ( )n n n nx y a b x a y bl m l m l m+ - + £ - + -  

وȃالاسʱفادة مʧ مʛʰهʻة الإحاʡة نʙʳ أنّ الʺʱʱالॽة 
( ( ) ( ) )n nx y a bl m l m+ - )مʱقارȃة مʧ الʸفʛ ومʻه  + )n nx yl m+ 

 ʧة مȃقارʱمa bl m+.           
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رأیʻا في الʺʛʰهʻة الʶاǼقة، أنّ ؗلّ مʱʱالॽة مʱقارȃة في فʹاء شعاعيّ مʦʤّʻ تʴقȘّ  .1  ملاحʤة
  شʨؗ ȋʛشي، ولʧؔ العʝȞ غʛʽ صॽʴح، وهʚا ما یʻّ̔ʰه الʺʲال الآتي.

1فʹاء الʨʱاǼع الॽّʁॽʁʴة الʺʛّʺʱʶة على الʺʳال  EلʧȞॽ  :مʰال
0,
2

K
é ù
ê ú= ê úë û

فʹاء الʨʱاǼع  F، و

:. أȑ الʨʱاǼع Kالʙʴودǽّة الʺعʛّفة على الʺʳال , ( )f K x P x    ʘʽحP  ʛʽʲؗ
بE  ʦॽʤʻو  ʧʽ Fئفʹا. نʜوّد الEفʹاء شعاعيّ جʜئيّ في  Fحॽّʁॽʁة. إنّ  حʙود أمʲاله

 الʺعʛّف Ǽالعلاقة KالʨʱاǼع الʺʛّʺʱʶة على الʺʳال 
[0,1/2]
sup ( )

x
f f x

¥ Î
. لʧؔʱ الʺʱʱالॽة =

( )nf  ʛاصʻع ʧمF  غةॽʸالǼ اةʢوالʺع
0

( )
n

k
n

k

f x x
=

= å عǼاʨʱات الॽالʱʱʺا لʻʱدراس ʧم ʦنعل .

أȑ إنّها مʱقارȃة Ǽالॼʶʻة للʦॽʤʻ  ؛أنّ الʺʱʱالॽة الʶاǼقة مʱقارȃة Ǽانʤʱام
¥

نʨʴ الʱاǼع  ⋅

1
( )

1
f x

x
=

-
  ً́ ǽي أʹʱقǽ اʚشي في  اوهʨؗ ȋʛش Șّقʴأنّها تE  وفيF  ًامع ʧؔول .( )nf 

  .fفهǼ ʨالʹʛورة  Fوذلʥ لأنّه في حال تقارȃها مʧ تاǼع مF،  ʧلا ʧȞʺǽ أن تʱقارب في 

ʛʽʲؗ1 حʙود أمʲاله حॽّʁॽʁة P  ʘʽʴǼلʻفʛʱض وجʨد 
0, , ( ) ( )
2

x P x f x
é ù
ê ú" Î =ê úë û

  Șّقʴʱی ʚٍئʙʻع

,(1 ) ( ) 1x K x P x" Î - )degومʻه  = ) 1 0P + = .ʠاقʻا تʚإذن وه f  ًʛʸʻع ʝॽال 
 ʧمF، اʚي أنّ  وهʻعǽ( )nf  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱمF  ة فيȃقارʱم ʛʽشي ولّؔ̒ها غʨؗ ȋʛش Șّقʴت
F. 

) لʧȞॽ . 6  تعريف ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻعلى  ام لʨنق ،ʧع ( ),E فʷاءٌ  إنهّ ⋅

  ʨؗشي. شȋʛَ  تʴقȘُّ  ) إذا وفقȌ إذا تقارॽɾ ʗȃه ؗلُّ مʱʱالॽةٍ Banach -فʷاء Ǻاناخ (أو  تامٌّ 
  أمʰلة 
ǽعʻي أنّ الفʹاء وهʚا نعلʦ أنّ ؗلّ مʱʱالॽة حॽّʁॽʁة تʴقȘّ شʨؗ ȋʛشي تʨؔن مʱقارȃة،  .1

 ʦʤّʻʺعاعي الʷال( ), ⋅ .ّتام 
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2.  ʦʤّʻʺعاعي الʷالفʹاء ال( ), ⋅  ً́ ǽةً اتامّ أॽالʱʱم ʚنأخ ʥات ذلॼةً  . لإثǽّʙعق 

( )n n nz x iy= + ʘʽشي حʨؗ ȋʛش Șّقʴت Re( )n nx z=،   
)Imو )n ny z= ʧʽʱʴاجʛʱʺال ʧم .n m n mx x z z- £ -   

nو  m n my y z z- £ )مʧ الʺʱʱالʧʽʱʽ الॽʁʴقʧʽʱّ̔  ، نʱʻʱʶج أنّ ؗلاً - )nx و

( )ny  ʧʽّ̔قॽʁح ʧدیʙع ʧان مʱȃقارʱشي فهʺا مʨؗ ȋʛقّقان شʴتx وy ةʴاجʛʱʺال ʧوم .
( )n n nz x iy x x y y- + £ - + )نʱʻʱʶج أنّ  - )nz  ʧة مȃقارʱم

x iy+ ّا أنʻʱʰأث ʙن قʨؔن ʥلʚب .( ), ⋅ .ّتام 

3.  ʧؔʱل ،ʦّلٍ أعȞʷǼ1 1 2 2( , ),( , ), ,( , )m mE N E N E N  ةʺʤّʻة مॽّɺفʹاءات شعا
 ʧȞॽ1تامّة، ول 2 mE E E E= ´ ´ ´ وّدʜن .E  ʦॽʤʻالǼالعلاقةǼ فʛّالʺع .

( )1 1 2 2( ) max ( ), ( ), , ( )m mN x N x N x N x=  ّإن .( , )E N .ّفʹاءٌ تام 

)لإثॼات ذلʥ نأخʚ مʱʱالॽة  )1 2( , , , )n n n mnx x x x=   ʛاصʻع ʧمE  ȋʛش Șّقʴت

 كʨشي. مʧ الʺʛʱاجʴات
, ( ) ( )m k kn km n mk N x x N x x" Î - £ -  

)نʱʻʱʶج أنّ ؗلّ مʱʱالॽة  )knx  شي فيʨؗ ȋʛش Șّقʴت( , )k kE N  ʧة مȃقارʱفهي م
 ʛٍʸʻعk ka EÎ 1. نʹع 2( , , , )ma a a a=  ةʴاجʛʱʺال ʧم .

1

( ) ( )
m

n k kn k
k

N x a N x a
=

- £ -å  ّج أنʱʻʱʶن( )nx  ʧة مȃقارʱمa EÎ هʻوم

( , )E N .ّتام 

4.  ʦʤّʻʺأنّ الفʹاء ال Șʰا س ّ̋ )نʱʻʱʶج م ),m
¥

⋅ .ّتام 

5.  ʧȞॽل([ , ])E a b=   افهʱال ʛʽال غʳʺة على الʛّʺʱʶʺع الǼاʨʱفʹاء ال[ , ]a b . ʦنعل
مʱقارȃة  مʧ دراسʻʱا لʺʱʱالॽات الʨʱاǼع أنّ ؗلّ مʱʱالॽة تʨاǼع تʴقȘّ شʨؗ ȋʛشي Ǽانʤʱام تʨؔن 
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نّ نهایʱها مʛّʺʱʶة. نʱʻʱʶج مǼ ʧانʤʱام، وȂذا ؗانʗ حʙود تلʥ الʺʱʱالॽة تʨاǼع مʛّʺʱʶة فإ

 ʥأنّ ذل( ),E
¥

 تامّ. ⋅

6.  ʧȞॽلE  فة علىʛّة الʺعǽّودʙʴع الǼاʨʱ1فʹاء ال
0,
2

é ù
ê ú
ê úë û

ǼالE  ʦॽʤʻ، نʜوّد 
¥

أثʻʱʰا  .⋅

)في مʲالٍ سابȘ أنّ الʺʱʱالॽة  )nf  غةॽʸالǼ فةʛّالʺع
0

( )
n

n
n

k

f x x
=

= å  ȋʛش Șّقʴت

)كʨشي ولّؔ̒ها غʛʽ مʱقارȃة في  ),E
¥

)ǽعʻي أنّ الفʹاء  وهʚا، ⋅ ),E
¥

⋅  ʛʽغ

  تامّ.

) لʧȞॽ . 7  تعريف ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻعلى  ام ʧؔʱول ،( )nx  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱم

E.  ّل إنʨلةنقʴلʴʯʸال ( )nxå ةȁقارʯفي  م( ),E إذا وفقȌ إذا تقارʗȃ مʱʱالॽة  ⋅

)مʳامॽعها الʜʳئॽّة  )nS  ʘʽح
0

,
n

n k
k

n S x
=

" Î = å ʖʱؔالة نʴه الʚوفي ه .

0

lim n kn k

S x
¥

¥ =
= å.  

)ونقʨل إنّ الʺʶʱلʶلة  )nxå ʤॻʢʹالǺ ةȁقارʯة  مॽّʁॽʁʴلة الʶلʶʱʺال ʗȃإذا تقار Ȍإذا وفق

( )nxå.  

)لʧȞॽ  .2  مبرهنة ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻعلى  ام ʧؔʱول ،( )nx  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱم

E.  لةʶلʶʱʺال ʗȃإذا تقار( )nxå  ها العامʙّة حॽالʱʱم ʗȃتقار( )nx  ʛʸʻالع ʧ0مE  
  لإثॺاتا

ʧؔʱل 
0

n

n k
k

S x
=

æ ö÷ç ÷ç = ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
å  لةʶلʶʱʺة للॽئʜʳع الॽامʳʺة الॽالʱʱم( )nxå .  

 ʗإذا ؗان( )nxå  ʧʽʱʽالʱʱʺال ʧؗلّ م ʗة ؗانȃقارʱ1م( )n nS 1و ³ 1( )n nS - ³  ʧم ʧʽʱȃقارʱم
l  واحʙةٍ نهاǽةٍ  EÎ،  ةॽالʱʱʺه فإنّ الॽ1وعل( )n n nx S S -= -  ʧة مȃقارʱ0مE.         
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)لʧȞॽ  .3  مبرهنة ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻعلى ام  ʧؔʱول ،( )nx  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱم

E ّض أنʛʱنف .( ),E )الʺʶʱلʶلة تامّ، وأنّ  ⋅ )nxå  نʨؔت ʚٍئʙʻع ʦॽʤʻالǼ ةȃقارʱم

( )nxå .ةȃقارʱم  

 الإثॺات

 ʧȞॽ0لe 0n  ʘʽʴǼ0، یʨجʙ عʙʻئʚٍ عʙد ॽʰʡعيّ <

m

k
k n

m n n x e
=

³ ³  <å 

0وعلॽه ʨȞǽن 

m m

k k
k n k n

m n n x x e
= =

³ ³  £ <å å  ʦّث ʧفإنّ وم( )nxå 

ا ؗان  ّ̋ )تʴقȘّ شʨؗ ȋʛشي، ول ),E ⋅  Ďات. اتامॼل الإثʺʱȞǽ ʥلʚȃة وȃقارʱا أنّها مʻʳʱʻʱاس    

)لʧȞॽ  )قʠة الʰابʯة في فʷاءٍ تامʹال( .4  مبرهنة ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻام  Ďعلى اتام ،

 Șʽʰʢʱال ʧȞॽول:f E E دʙد عʨض وجʛʱ0,1]. نف[k Î  ʜʱʷॼʽل ȋʛش Șّقʴʱی ʘʽʴǼ
  الآتي:

 2( , ) , ( ) ( )x y E f x f y k x y" Î - £ -  

!أf  ȑنقʢة ثابʱة وحʙʽة للʱاǼع  Eعʙʻئʚٍ یʨجʙ في  : ( )x E f x x$ Î =.  
 الإثॺات

، عʙʻئE ʚٍفي الʺʨʺʳعة  fللʱاǼع  yو xالʨحʙانॽّة. نفʛʱض وجʨد نقʧʽʱʢ ثابʧʽʱʱ  لʗʰʲʻ أوّلاً 
 Șّقʴʱی( )f x x= و( )f y y= ʙʳن ʜʱʷॼʽل ȋʛش ʖʶوح ،x y k x y- £ ، ومʻه -

(1 ) 0x y k- - ا ؗان، و £ ّ̋ 1) ل ) 0k- 0xفإنّ  < y- = ʻج أنّ ومʱʻʱʶه ن 
x y=.  

)لإثॼات الʨجʨد، نعʛّف الʺʱʱالॽة  )nx  :أتيǽ ج ؗʺاȄرʙʱالǼ

0 1, , ( )n nx E n x f x+Î " Î = Ďǽعي  ا. أॽʰʢد الʙؗان العn  ؗان

2 1 1 1( ) ( )n n n n n nx x f x f x k x x+ + + +- = - £ ، ومʧ ثʦّ نʱʻʱʶج ǼالʙʱرȄج -

1أنّ  1 0, n
n nn x x k x x+" Î - £ - ا ؗان ّ̋ k]0,1]، ول Î  لةʶلʶʱʺال ʗؗان
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( )1( )n nx x+ -å  ة فيȃقارʱفهي م ،ʦॽʤʻالǼ ةȃقارʱم( ),E تامّ، ولʧȞॽ فʹاءٌ لأنّه  ⋅

1
0

( )n n
n

x xs
¥

+
=

= -å ةॽّئʜʳع الॽامʳʺة الॽالʱʱإنّ م .( )nS  لةʶلʶʱʺلل

( )1( )n nx x+ -å  ʧة مȃقارʱمsʧؔول ،  
1

*
1 1 0

0

, ( )
n

n k k n
k

n S x x x x
-

- +
=

" Î = - = -å  

)وعلॽه فإنّ  )nx  ʛٍʸʻع ʧة مȃقارʱمx EÎ.  
)مʧ جهةٍ أخȐʛ، نʱʻʱʶج مʧ الʺʛʱاجʴة  ) ( )n nf x f x k x x- £ )1أنّ  - )nx مʱقارȃة  +

 ʧم( )f x ʧوم ،x  ʧة مॽّئʜة جॽالʱʱلأنّها م( )nx ʦّث ʧوم ،( )f x x= ّإن ȑأ ،x  ٌةʱةٌ ثابʢنق
                   إثॼات الʺʛʰهʻة.، وʚȃلʱȞǽ ʥʺل fللʱاǼع 
3. ʤʢّʹاء شعاعيّ مʷحة في فʦʯفʸعات الʦʸʱʸغلقة والʸعات الʦʸʱʸال  

) لʧȞॽ . 8  تعريف ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻعلى  امو ،A  ة فيॽّئʜعة جʨʺʳمE لʨنق .

)إذا وفقȌ إذا تʴقȘّ الȋʛʷ: إذا ؗانʗ الʺʱʱالॽة  مغلقة Aإنّ  )nx  ʛاصʻع ʧمA  ةȃقارʱم
 ʛٍʸʻع ʧمl EÎ  ؗانl  ًʛʸʻاع  ʧمA.  
ّ̋ʺʱها  مفʦʯحة Aونقʨل إنّ  ʱم ʗإذا ؗان Ȍإذا وفق\E A .مغلقة  

  أمʰلة 
1.  ʦʤّʻفي فʹاء شعاعيّ م( ),E مفʨʱحʱان ومغلقʱان في آنٍ  fو Eالʺʨʺʳعʱان  ⋅

ّ̋ʺة للأخȐʛ.امعً  ʱهʺا مʻة مʙل واح  . ذلʥ لأنّ ؗلا الʺʨʺʳعʧʽʱ مغلقة وّؗ

)كلّ الʛؔات الʺغلقة  .2 , )B a r  ʦʤّʻفي فʹاء شعاعيّ م( ),E مʨʺʳعات مغلقة.  ⋅

)لؔي نʴʱقȘّ مʧ ذلȞǽ ʥفي أن نأخʚ مʱʱالॽة  )nx  ʛاصʻع ʧم( , )B a r  ʧة مȃقارʱم
 ʛʸʻعl  ʧمE  ّأن ʗʰʲون( , )l B a rÎ ،اʻیʙل .ʘّلʲʺة الʴاجʛʱم ʧفادة مʱالاسȃو 

, n n nn l a l x x a l x r" Î - £ - + - £ - +  



  الفضاءات الشعاعيّة المنظّمة
___________________________________________________________ 

154 
  

lفي الʺʛʱاجʴة الأخʛʽة نʙʳ أنّ  ¥+تʶعى إلى  nوʳȃعل  a r- ومʻه  £

( , )l B a rÎ. 

)ؗلّ الʛؔات الʺفʨʱحة   .3 , )B a r  ʦʤّʻفي فʹاء شعاعيّ م( ),E مʨʺʳعات  ⋅

)مفʨʱحة. لؔي نʴʱقȘّ مʧ ذلȞǽ ʥفي أن نأخʚ مʱʱالॽة  )nx  ʛاصʻع ʧم
\ ( , )E B a r  ʛʸʻع ʧة مȃقارʱمl  ʧمE  ّأن ʗʰʲون\ ( , )l E B a rÎ .

ʲʺة الʴاجʛʱم ʧفادة مʱالاسǼ ّأن ʙʳن ʘّل 
 , n n nn l a x a l x r l x" Î - ³ - - - ³ - -  

lفي الʺʛʱاجʴة الأخʛʽة نʙʳ أنّ  ¥+تʶعى إلى  nوʳȃعل  a r- ومʻه  ³

\ ( , )l E B a rÎ. 

)لʧȞॽ  .5  مبرهنة ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻعلى ام  ʧؔʱول ،A وB ʧʽʱعʨʺʳم 

)مغلقʧʽʱ في  ),E Aعʱان ʨʺʳ عʙʻئʚٍ تʨؔن الʺ ⋅ BÇ وA BÈ .ʧʽʱمغلق  

  الإثॺات
 ʧؔʱل( )nx  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱمA BÇ  ʛʸʻالع ʧة مȃقارʱمl EÎ ّإن .( )nx  ʧة مॽالʱʱم

lإذن  lمʱقارȃة مA  ʧعʻاصʛ الʺʨʺʳعة الʺغلقة  AÎ لʲʺالȃو l BÎ هʻوم ،l A BÎ Ç 
Aوهʚا یʗʰʲُ أنّ  BÇ .مغلقة  

)لʧؔʱ الآن  )nx  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱمA BÈ  ʛʸʻالع ʧة مȃقارʱمl EÎ Ȑʙإنّ إح .
 ʧʽʱعʨʺʳʺالA أوB  ًدʙع ȑʨʱʴات  ʛاصʻع ʧهٍ مʱʻم ʛʽغ( )nx  ّض أنʛʱنفA  ʥهي تل

)الʺʨʺʳعة. نʷʻُئ الʺʱʱالॽة الʜʳئॽّة  )( )nxj  : اليʱل الȞʷالǼ(0)j  عيॽʰʡ دʙع ʛأصغ ʨهk 

 Șقʴǽkx AÎ(1)، وj  عيॽʰʡ دʙع ʛأصغ ʨهk  ًتʺام ʛʰاأك  ʧ(0)مj Șقʴǽ kx AÎ ،
)وهʚȞا إذا ؗان  )nj  ًفʛّا  امعʻفʛّع( 1)nj مʧ  اأكʛʰ تʺامً  kعلى أنّه أصغʛ عʙد ॽʰʡعي  +

( )nj Șقʴǽ kx AÎ ةॽالʱʱʺإنّ ال .( )( )nxj  ها إلىʛاصʻي عʺʱʻتA  ʧة مॽّئʜة جॽالʱʱوهي م

( )nx  ةȃقارʱفهي م ʧمl  ً́ ǽه  ا،أॽوعلl A A BÎ Ì È ّأن ʗʰʲُا یʚوه .A BÈ  عةʨʺʳم
                       مغلقة.
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)لʧȞॽ  .6  مبرهنة ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻعلى ام  ʧؔʱول ،A وB ʧʽʱعʨʺʳم 

ʧʽʱحʨʱفي  مف( ),E Aعʱان ʨʺʳ عʙʻئʚٍ تʨؔن الʺ ⋅ BÇ وA BÈ ʧʽʱحʨʱمف.  

  الإثॺات
 ʧإنّ ؗلاّ م\E A و\E B عةʨʺʳʺأنّ ال ʧّ̔ʰʱقة یǼاʶة الʻهʛʰʺى الʹʱقʺȃعةٌ مغلقة وʨʺʳم 

( \ ) ( \ ) \ ( )E A E B E A BÈ = Ç  هʻمغلقة، ومA BÇ .حةʨʱمف  
 ً́ ǽوأ ،Ȑʛجهة أخ ʧعة امʨʺʳʺأنّ ال ʧّ̔ʰʱقة یǼاʶة الʻهʛʰʺى الʹʱقʺǼ 

( \ ) ( \ ) \ ( )E A E B E A BÇ = È  هʻمغلقة، ومA BÈ .حةʨʱمف         
) لʧȞॽ . 9  تعريف ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻعلى  امو ،A  ة فيॽّئʜعة جʨʺʳمE لʨنق .

xللعʛʸʻ  جʦارٌ  Aإنّ  EÎ  ʙإذا وُج Ȍ0إذا وفق d<  ʘʽʴǼةʛؔن الʨؔت( , )B x d  اةʨʱʴم
  .Aفي 

)لʧȞॽ  .7  مبرهنة ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻقل على امʴال ،  ʧؔʱولA  ةॽّئʜعة جʨʺʳم

 ʧمE ʧʽʱّ̔ʹا. إنّ القʱʯؔافʱم ʧʽʱʽنالآت:   
1. A .حةʨʱعة مفʨʺʳم 
2. A .هاʛاصʻع ʧم ʛٍʸʻارٌ لؔلّ عʨج 
  الإثॺات

xللعʛʸʻ  ا، وأنّها لʗʶॽ جʨارً مفʨʱحة Aنفʛʱض أنّ  AÎ Ďǽأ ʚٍئʙʻعي  ا، عॽʰʢد الʙؗان العn 

1كان 
( , )

1
B x A

n
Ë

+
  ʛʸʻع ʙووُجnx  ʧ1م

( , ) \
1

B x A
n +

). إنّ الʺʱʱالॽة  )nx 

E\تʱʻʺي عʻاصʛها إلى  A  Șّقʴجهة وت ʧ1م
,

1nn x x
n

" Î - <
+

  ةȃقارʱفهي م

 ʧمx،  ّلأن ʠاقʻا تʚوه\E A  ةǽهاʻي الʺʱʻأن ت ʙّعة مغلقة فلا بʨʺʳمx  إلى\E A .
  .مʧ عʻاصʛها جʨارٌ لؔلّ عA  ٍʛʸʻإذن 

). لʧؔʱ جʨارٌ لؔلّ عʛٍʸʻ مʧ عʻاصʛها Aنفʛʱض الآن أنّ  )nx  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱم\E A 
 ʛʸʻالع ʧة مȃقارʱمx EÎ ّض أنʛʱنف .( \ )x E AÏ  ȑأx AÎ  ʙجʨʽ0ف d<  ʘʽʴǼ
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( , )B x Ad Ì  اʻیʙل Șّقʴʱی ʦَّث ʧوم, nn x x d" Î - ³ تقارب ʠاقʻا یʚوه ،( )nx 
 ʧمx ّج إذن أنʱʻʱʶن ،( \ )x E AÎ هʻوم ،\E A  مغلقة ʧوم ّʦَث A  لʺؔǽُ اʚحة. وهʨʱمف

                                 الإثॼات.
)لʧȞॽ  .8  مبرهنة ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻعلى ام ،  ʧؔʱول( )i IA Î  ًجʺاعة  ʧم

)الʺʨʺʳعات الʺفʨʱحة في  ),E i. عʙʻئʚٍ تʨؔن الʺʨʺʳعة ⋅
i I

A A
Î

=  .ًحةʨʱمف 

  الإثॺات
 ʧȞॽلx  ʧمA ʙجʨʽف ،k  ʧمI  ʘʽʴǼkx AÎ ʙجʨه یॽ0، وعلd >  ʘʽʴǼ

( , ) kB x A Ad Ì Ì نʨؔقة تǼاʶة الʻهʛʰʺى الʹʱقʺȃو .A .حةʨʱعة مفʨʺʳم  

)لʧȞॽ  نʱॻʯة: ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻعلى ام ،  ʧؔʱول( )i IA Î  عاتʨʺʳʺال ʧجʺاعة م

)الʺغلقة في  ),E i. عʙʻئʚٍ تʨؔن الʺʨʺʳعة ⋅
i I

A A
Î

=  .ًمغلقة  

  الإثॺات

\Ȟǽفي أنّ نلاحȎ أنّ  ( \ )i i
i I i I

E A E A
Î Î

æ ö÷ç ÷ç =÷ç ÷ç ÷çè ø
  قة على جʺاعةǼاʶة الʻهʛʰʺال Șّhʢون ،

)الʺʨʺʳعات الʺفʨʱحة  )\ i i I
E A

Î
.            

إنّ اجʱʺاع جʺاعة غʛʽ مʱʻهॽة مʧ الʺʨʺʳعات الʺغلقة لǼ ʝॽالʹʛورة مʨʺʳعة  .2  ملاحʤة
مغلقة، ؗʺا أنّ تقاʡع جʺاعة غʛʽ مʱʻهॽة مʧ الʺʨʺʳعات الʺفʨʱحة لǼ ʝॽالʹʛورة مʨʺʳعة 

 ʧʽʱاعʺʳأمّل الʱفي أن نȞȄحة، وʨʱ1مف
,
1 1

n

n

n n
Î

æ öé ù÷çê ú÷ç ÷çê ú÷÷ç + +è øë û 

و  

1 2
,
1 1

n

n

n n
Î

æ öù é+ ÷çú ê÷ç - ÷çú ê÷÷ç + +è øû ë 

 ʥذل ʧم Șّثʨʱلؔي ن ʨاع هʺʱن الاجʨȞǽ الة الأولىʴففي ال .

  وهي غʛʽ مفʨʱحة. [0,1]وهي غʛʽ مغلقة، وفي الʲانॽة ʨȞǽن الʱقاʡع هʨ الʺʨʺʳعة  ]0,1[
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4. ʤʢّʹاء شعاعيّ مʷعة في فʦʸʱاقة وداخل مʶل  
) لʧȞॽ . 10  تعريف ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻعلى ام ،  ʧؔʱولA  ʧة مॽّئʜعة جʨʺʳم

Eو ،x  ًʛʸʻاع  ʧمE ّل إنʨنق .x  ٌȖعة  لاصʨʺʳʺالǼA  ةॽالʱʱت مʙإذا وُج Ȍإذا وفق
( )nx  ʛاصʻع ʧمA  ʧة مȃقارʱمx عةʨʺʳʺالǼ اللاصقة ʛاصʻعة العʨʺʳّ̋ي مʶن .A 
  .Aونʛمʜ إلʽها ǼالʛمA  ʜ لʶاقةَ 

)لʧȞॽ  .9  مبرهنة ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻقل على امʴال ،  ʧؔʱولA  ةॽّئʜعة جʨʺʳم

 ʧمE ّإن .A  عة مغلقة وʨʺʳمA AÌ  ʗإذا ؗان Ȍاواة إذا وفقʶʺال ȘّقʴʱوتA .مغلقة  
  الإثॺات

)مغلقة. لA  ʧؔʱلʗʰʲʻ أنّ  )nx  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱمA Ďǽعيّ  ا. أॽʰʢد الʙؗان العn  ؗانnx 
 ًʛʸʻاع  ʧمA ةॽالʱʱت مʙووُج ،,( )n m mx Î  ʛاصʻع ʧمA  ʧة مȃقارʱمnx ʙجʨی ʦّث ʧوم .

)عʙد ॽʰʡعي  )nj  نʨȞǽ ʘʽʴǼ, ( )
1

1n n nx x
nj - <
+

). إنّ  ), ( )n nx j  ʧة مॽالʱʱم

 ʛاصʻعA Șّقʴوت  

, ( ) , ( )
1

,
1n n n n n n nn x x x x x x x x

nj j" Î - £ - + - £ + -
+

  

 ʧة مȃقارʱفهي مx هʻوم x AÎ ʦَّث ʧوم ،A .مغلقة  
Aإنّ الاحʨʱاء  AÌ  ةʱابʲة الॽالʱʱʺال ʚفي أن نأخȞǽ واضح إذ( )nx x=  ّلؔل  ʛٍʸʻعx  ʧم

A.  
)مʱʱالॽة  فʨʱجA، ʙمx  ʧعʙʻئʚٍ أǽّا ؗان  مغلقة Aلʻفʛʱض الآن أنّ  )nx  ʛاصʻع ʧمA 

 ʧة مȃقارʱمx،  ʗا ؗان ّ̋ A، وعلॽه Aمʧ  اعx  ًʛʸʻمغلقة ؗان  Aول AÌ ʙʳه نʻوم ،
A الʺʶاواة  A=.  

Aأمّا إذا ؗان  A= ، ّفإن A .ةʻهʛʰʺال ʧالأوّل م Șّʷى الʹʱقʺǼ ʥمغلقة وذل        
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)لʧȞॽ  نʱॻʯة: ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻعلى ام ،  ʧؔʱولA ʧة مॽّئʜعة جʨʺʳالفʹاء م 

E ّإن .A  عة مغلقة فيʨʺʳم ʛأصغ( ),E ⋅  ȑʨʱʴتA  ʗى أنّه إذا ؗانʻعʺǼ )B  عةʨʺʳم

)مغلقة في  ),E ⋅  ȑʨʱʴتA ʗؗان ،A  اة فيʨʱʴمB.(  

  الإثॺات
)مʨʺʳعة مغلقة في  Bمغلقة. مʧ جهة أخȐʛ لA  ʧؔʱنعلʦ مʧ الʺʛʰهʻة الʶاǼقة أنّ  ),E ⋅ 

 ȑʨʱʴتA ʧȞॽول ،x  ًʛʸʻاع  ʧمA ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱم ʙجʨت ʚٍئʙʻع ،A  ʛاصʻع ʧم ʦَّث ʧوم)
B ʧة مȃقارʱم (x ّولأن ،B  ّمغلقة فإنx ʛʸʻع  ʧمB هॽوعل ،A BÌ.          

) لʧȞॽ . 11  تعريف ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻعلى ام ، وA وB  ʧʽʱّ̔ئʜج ʧʽʱعʨʺʳم

 ʧمE ّل إنʨنق .A فةॻʰفي  كB  إذا ؗان Ȍإذا وفقA BÉ ʧȞǽ مهʺا ،ʛى آخʻعʺǼ .
 ʛʸʻالعb  ʧمB،  ةॽالʱʱم ʙجʨت( )na  ʛاصʻع ʧمA ةȃقارʱم  ʧمb ȑأ 
lim nn

b a
¥

=.  

  أمʰلة
 لأنّ ؗلّ عʙد حॽʁقيّ هʨ نهاǽة مʱʱالॽة مʧ الأعʙاد العادǽّة. ॽʲؗفة في  إنّ  .1
2.  ʧȞॽل( )[0,1]E =   الʳʺة على الʛّʺʱʶʺة الॽّʁॽʁʴع الǼاʨʱو[0,1]فʹاء ال ،F 

Ǽالʦॽʤʻ  فʹاءیʧفʹاء الʨʱاǼع الʙʴودǽّة على الʺʳال ذاته. نʜوّد ال
¥

. نعلǼ ʦʺقʱʹى ⋅

0,1éمʛʰهʻة فایʛشʛʱاس أنّ ؗلّ تاǼع مʛّʺʱʶ على  ùê úë û  عǼاʨʱال ʧة مॽالʱʱʺة لʺʤʱʻة مǽنها ʨه

 .Eمʨʺʳعة ॽʲؗفة في  Fوهʚا ǽعʻي أنّ  ،الʙʴودǽّة
3.  ʧȞॽل([ , ])E a b=   افهʱال ʛʽال غʳʺة على الʡʨʰʹʺة الॽّʁॽʁʴع الǼاʨʱفʹاء ال

[ , ]a b، وF .ال ذاتهʳʺة على الॽّرجʙع الǼاʨʱوّد  فʹاء الʜنE  ʦॽʤʻالǼ
¥

. إنّ ⋅

F  فة فيॽʲؗE.  

) لʧȞॽ . 12  تعريف ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻعلى ام ،  ʧؔʱولA  ʧة مॽّئʜعة جʨʺʳم

Eو ،x  ًʛʸʻاع  ʧمE ّل إنʨنق .x  ّداخلي ʙٌʶʹعة  عʨʺʳʺفي الA  ʙإذا وُج Ȍإذا وفق
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0 d<  ʘʽʴǼ( , )B x Ad Ì ʗإذا ؗان Ȍإذا وفق ȑأ ،A  ًارʨاج ʛʸʻللع x ّ̋يʶن .

Aونʛمʜ إلʽها ǼالʛمA  ʜ داخل Aمʨʺʳعة العʻاصʛ الʙاخلॽّة في الʺʨʺʳعة 


.  

)لʧȞॽ  .10  مبرهنة ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻعلى ام ،  ʧؔʱولA  ʧة مॽّئʜعة جʨʺʳم

E ّإن .A


Aو  مʨʺʳعة مفʨʱحة  AÌ
  ʗإذا ؗان Ȍاواة إذا وفقʶʺال ȘّقʴʱوتA .حةʨʱمف  

  الإثॺات

Aأنّ  لʗʰʲʻ أوّلاً 


  ʧȞॽحة. لʨʱعة مفʨʺʳمx  ًʛʸʻاع  ʧمA


  ʙجʨی ʚئʙʻ0عd >  ʘʽʴǼ
( , )B x Ad Ì الآن ʧȞॽل .y  ًʛʸʻاع  ʧم( , )B x d ʗا ؗان ّ̋ ). ل , )B x d  ʙʳا نʻّحةً فإنʨʱمف

0h >  ʘʽʴǼ( , ) ( , )B y B x Ah dÌ Ì ّج أنʱʻʱʶون ،y داخليّ في ʛٌʸʻع A هॽوعل ،

( , )B x Ad Ì


 ʦّث ʧوم ،A


  مʨʺʳعة مفʨʱحة. 

Aإنّ الاحʨʱاء  AÌ
  واضح. فإذا ؗانx  ًʛʸʻاع  ʧمA


  ʙʳا نʻّ0فإنd >  ʘʽʴǼ

( , )B x Ad Ì  هʻومx AÎ.  
xمفʨʱحة، ولA  ʧȞॽلʻفʛʱض أنّ  AÎ  ʙجʨی ʚٍئʙʻ0ع d< ʘʽʴǼ Șّقʴʱی ( , )B x Ad Ì ،

xومʻه  xللعʛʸʻ  اجʨارً  Aوتʨؔن  AÎ
 ّأن ʥذل ʧج مʱʻʱʶن .A AÌ

  ʦّث ʧومA A=


.  

Aأمّا إذا ؗان  A=


 ʗؗان ،A .ةʻهʛʰʺال ʧالأوّل م Șّʷى الʹʱقʺǼ ʥحة وذلʨʱمف        
)لʧȞॽ  نʱॻʯة: ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻعلى ام ،  ʧؔʱولA  ʧة مॽّئʜعة جʨʺʳمE ّإن .

A


)أكʛʰ مʨʺʳعة مفʨʱحة في   ),E مʨʺʳعة  Ǽ)Uʺعʻى أنّه إذا ؗانA  ʗمʨʱʴاة في  ⋅

)مفʨʱحة في  ),E Aمʨʱʴاةً في  U، ؗانA ʗ مʨʱʴاة في ⋅


.(  
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  الإثॺات

Aنعلʦ مʧ الʺʛʰهʻة الʶاǼقة أنّ 


  ʧؔʱل Ȑʛجهة أخ ʧحة. مʨʱمفA UÉ  حة فيʨʱعة مفʨʺʳم

( ),E ⋅،  ʧȞॽولx  ًʛʸʻاع  ʧمU ّإن .U  ʛʸʻارٌ للعʨجx ُنʨؔت ʥلʚ  x، ومʻه A ، وؗ

 ʧم ʛٌʸʻعA


 ʦَّث ʧوم ،U AÌ
 ا ماʚدّ ، وهʨاته. نॼإث               

  فʷاء شعاعيّ مʹʤʢّ الʦʸʱʸعات الʙʯʸاصّة في .5
) لʧȞॽ . 13  تعريف ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻعلى ام ،  ʧؔʱولA  ʧة مॽّئʜعة جʨʺʳم

E ّل إنʨنق .A اصّةʙʯم  Ďǽأ :ȋʛʷال Șّقʴإذا ت Ȍة  اإذا وفقॽالʱʱʺال ʧؔت( )nx  ʛاصʻع ʧم

A ةॽّئʜةٌ جॽالʱʱم ʙجʨت ،( )( )nxj  ةȃقارʱمʨʴن  ʛٍʸʻعx  ʧمA.  

   أمʰلة
1.  ʦʤّʻʺعاعيّ الʷفي الفʹاء ال( ), ⋅  :اصّةʛʱن مʨؔودة تʙʴعة مغلقة ومʨʺʳؗلّ م

 ʚنأخ ʥات ذلॼلإث( )nx  ودةʙʴʺعة الʺغلقة والʨʺʳʺال ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱمA ناʛʰʵُت .
أنّه تʨجʙ مʱʱالॽة جʜئॽّة  للʺʱʱالॽات الʺʙʴودة في  Weirstrass-Bolzanoمʛʰهʻة 

( )( )nxj  ʛʸʻع ʧة مȃقارʱمx Î  ʗا ؗان ّ̋  اعx  ًʛʸʻمغلقة ؗانʗ الʻهاǽة  A، ول

 ʧمA  ّج أنʱʻʱʶه نʻورة، ومʛʹالǼA .اصّةʛʱم 

2.  ʦʤّʻʺعاعيّ الʷفي الفʹاء ال( ), ⋅ اصّةʛʱن مʨؔودة تʙʴعة مغلقة ومʨʺʳؗلّ م. 

 ʚنأخ ʥات ذلॼلإث( )n n nz x iy= مʱʱالॽة مʧ عʻاصʛ الʺʨʺʳعة الʺغلقة والʺʙʴودة  +
A  ʘʽح( )nx و( )ny أʜʳيّ الʱʽالʱʱة مॽالʱʱʺّ̔لي للʵʱقي والॽʁʴال ʧی( )nz ʖʽتʛʱالǼ. 

 Ďإنّ ؗلا ʧم ( )nx  ةॽّئʜة جॽالʱʱم ʙجʨʱودة فʙʴة مॽّʁॽʁة حॽالʱʱم( )( )nxj  ةȃقارʱم ʧم

 ʛٍʸʻعa Ȑʛجهةٍ أخ ʧم .( )( )nyj  ةॽّئʜة جॽالʱʱم ʙجʨʱودة فʙʴة مॽّʁॽʁة حॽالʱʱم

( ( ))( )nyj y  ةȃقارʱم ٍʛʸʻع ʧمb.  ةॽالʱʱʺه فإنّ الॽوعل( ( ))( )nxj y  ʧة مȃقارʱمa 
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 ʧة مॽّئʜة جॽالʱʱلأنّها م( )( )nxj هʻوم ،( ( ))( )nzj y  ʧة مȃقارʱمa ib+،  ا ّ̋ ول

 ʗكانA  ًؗان  مغلقةa ib+  ًʛʸʻاع  ʧمA َث ʧوم ، ّʦ A .اصّةʛʱعة مʨʺʳم  

)لʧȞॽ  .11  مبرهنة ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻعلى ام ،  ʧؔʱولA  .اصّةʛʱعة مʨʺʳم

  مغلقة ومʙʴودة. Aعʙʻئʚٍ تʨؔن 
  الإثॺات
 ʧؔʱل( )nx  ʛاصʻع ʧةً مॽالʱʱمA  ʧة مȃقارʱمx EÎ . ّلأنA  ةॽّئʜةٌ جॽالʱʱم ʙجʨاصّة تʛʱم

( )( )nxj  ʛٍʸʻع ʨʴة نȃقارʱمl  ʧمA ʗا ؗان ّ̋ )، ول )nx  ʧة مȃقارʱمx  ةॽالʱʱؗلّ م ʗؗان

 ʧة مȃقارʱها مʻة مॽّئʜجx هʻوم ،l x A= Î ʦّث ʧوم ،A .عة مغلقةʨʺʳم  
)غʛʽ مʙʴودة، یʨجʙ عʙʻئʚٍ مʱʱالॽة  Aنفʛʱض الآن أنّ  )nx  ʛاصʻع ʧمA  Șّقʴت
lim nn

x
¥

= +¥ ʗا ؗان ّ̋ )مʛʱاصّة فʨʱجʙ مʱʱالॽةٌ جʜئॽّة  A. ل )( )nxj  ʨʴة نȃقارʱم

 ʛٍʸʻعl  ʧمA ةॽالʱʱʺه فإنّ الॽوعل ،( )( )nxj  ʧة مȃقارʱمl ʧؔول ،( )( )nxj  ةॽالʱʱم

)جʜئॽّة مʧ الʺʱʱالॽة  )nx  Șّقʴأن ت ʙّفلا ب( )lim nn
xj¥

= ، وهʚا تʻاقʠ واضح. ¥+

             مʙʴودة، وʚȃلʱȞǽ ʥʺل إثॼات الʺʛʰهʻة. Aنʱʻʱʶج إذن أنّ 
  إنّ عʝȞ الʺʛʰهʻة الʶاǼقة خاʡئ وهʚا ما یʻّ̔ʰه الʺʲال الآتي.  .3  ملاحʤة

): لʧȞॽ مʰال  )0,2 ,E pé ù= ê úë û   ة علىʛّʺʱʶʺة الॽّʁॽʁʴع الǼاʨʱ0,2فʹاء الpé ùê úë û وّدʜن .E 

 ʦॽʤʻالǼ
2

2 الʺعʛّف Ǽالعلاقة ⋅ 2

2 0
( ) dtf f t

p
= ò ʧؔʱ(0,1). لA B=  ةʛؔال

)الʨاحǽّʙة الʺغلقة Ǽالॼʶʻة لهʚا الʦॽʤʻ وهي مʨʺʳعة مغلقة ومʙʴودة. لʱʻأمّل الʺʱʱالॽة  )nf  ʧم

 ʛاصʻعE  غةॽʸالǼ فةʛّ1والʺع
( ) sinnf x nx

p
). نلاحȎ أنّ = )nf  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱم

A ّلأن ʥ0، وذل 2
0f *، و=

2
, 1nn f" Î = لةʨهʶǼ Șّقʴʱا الʻʻȞʺǽ Ȑʛجهةٍ أخ ʧم .

 Ďǽأنّه أ ʧؗان  امn وm  ʧم*  ّفإن
2

2 (1 )n m nmf f d- = ⋅ -  ʘʽح
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0,

1,nm

n m

n m
d

ìï =ï= íï ¹ïî
). نفʛʱض أنّه تʨجʙ مʱʱالॽة جʜئॽّة  )( )nfj  ة فيȃقارʱمA Șّقʴفهي ت ،

 ٍʚئʙʻع ʙجʨȄشي وʨؗ ȋʛش *n Î   Șّقʴʱی ʘʽʴǼ( 1) ( ) 2
1n nf fj j+ - < ʠاقʻا تʚوه ،

)لأنّ  1) ( ) 2
2n nf fj j+ -  ǽAعʻي أنّه لا تʨجʙ مʱʱالॽة جʜئॽّة ؗهʚه، ومʧ ثʦَّ  وهʚا =

  لʗʶॽ مʛʱاصّة مع أنّها مغلقة ومʙʴودة.
)لʧȞॽ  .12  مبرهنة ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻعلى ام ،  ʧؔʱولA  اصّة. إذاʛʱعة مʨʺʳم

 ʗكانB  اة فيʨʱʴعة مغلقة مʨʺʳمA ʗؗان ،B .اصّةʛʱم  
  الإثॺات
 ʧؔʱل( )nx  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱمB  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱفهي مA ʗا ؗان ّ̋ مʛʱاصّة، فإنʻّا  A، ول

)نʙʳ مʱʱالॽة جʜئॽّة  )( )nxj  ʛʸʻع ʧة مȃقارʱمx AÎ ّولأن ،B  ّمغلقة فإنx  ʧم ʛٌʸʻع

B هʻوم ،B .اصّةʛʱعة مʨʺʳم                  

)لʧȞॽ  .13  مبرهنة ),
E

E )، و⋅ ),
F

F ⋅  ʧفʹاءی ʧʽʺʤّʻم ʧʽّ̔على  شعاع،  ʧؔʱول

A  اصّة فيʛʱعة مʨʺʳم( ),
E

E )مʨʺʳعة مʛʱاصّة في  B، و⋅ ),
F

F ⋅ ʚٍئʙʻع .

Aتʨؔن الʺʨʺʳعة  B´  اصّة فيʛʱعة مʨʺʳم( ),E F´ ⋅  ʘʽح⋅ ʦॽʤʻال ʨه 

  :الʺعʛّف Ǽالعلاقة

( )( , ) , ( , ) max ,
E F

x y E F x y x y" Î ´ =  

  الإثॺات
 ʧؔʱل( , )n nx y  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱمA B´ ّإن .( )nx  اصّةʛʱʺعة الʨʺʳʺال ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱم
A  ةॽّئʜة جॽالʱʱم ʙجʨʱف( )( )nxj  ʛٍʸʻع ʧة مȃقارʱمa  ʧمA ʧؔول ،( )( )nyj  ʧة مॽالʱʱم

)فʨʱجʙ مʱʱالॽة جʜئॽّة  Bعʻاصʛ الʺʨʺʳعة الʺʛʱاصّة  )( ( ))nyj y  ʛٍʸʻع ʧة مȃقارʱمb  ʧم

B ةॽالʱʱʺن الʨؔه تॽوعل ،( )( ( ))nxj y  ʧة مȃقارʱمA ةॽالʱʱʺن الʨؔت ʦّث ʧوم ،
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( )( ( )) ( ( )),n nx yj y j y  ʧة مॽّئʜʳال( , )n nx y  ʧة مȃقارʱم( , )a b A BÎ A، ومʻه ´ B´ 

)مʛʱاصّة في الفʹاء  ),E F´ ⋅.  

ة الʳॽʱʻة الآتॽة ǼالʙʱرȄج :  ّɹ  ʻʻȞʺǽا ʶǼهʨلة إثॼات ص
)ʧؔ لʱ نʱॻʯة: ) ( ) ( )1 1 2 2, , , , , ,m mE N E N E N،  ًةʺʤّʻةً مॽّɺعلى  فʹاءات شعا، 

 Ďǽؗان  اوأmk Î  ،kA  اصّة فيʛʱعة مʨʺʳم( ),k kE N ّعاعيʷوّد الفʹاء الʜن .

1 2 mE E E E= ´ ´ ´  ʦॽʤʻالǼN أتيǽ ى ؗʺاʢالʺع:  Ďǽؗان اأ ʛʸʻالع 

1 2( , , , )mx x x EÎ ؗان:  
( )1 2 1 1 2 2( , , , ) max ( ), ( ), , ( )m m mN x x x N x N x N x=   

1عʙʻئʚٍ تʨؔن الʺʨʺʳعة  2 mA A A A= ´ ´ ´  اصّة فيʛʱعة مʨʺʳم( ),E N.   

 :Ȗʻʮʠت ʦʤّʻʺعاعيّ الʷفي الفʹاء ال( ),m
¥

⋅ نʨؔودة تʙʴعة مغلقة ومʨʺʳؗلّ م ،

  مʛʱاصّة.
  الإثॺات

 ʧؔʱلA  ودة فيʙʴعة مغلقة ومʨʺʳم( ),m
¥

⋅ ʛٌʸʻع ʚٍئʙʻع ʙجʨ0، یr > ʘʽʴǼ  نʨؔت

A ة الʺغلقةʛؔاةً في الʨʱʴ0) م, )r  فيm اʻʻȞʺǽ .Șّثʨʱلة أنّ  الʨهʶǼ

1

(0, ) (0, )
m

k

r B r
=

=   ʘʽ0)ح, )B r  هاʜ ʛؗي مʱة الʺغلقة الʛؔها  0هي الʛʢف قʸونr 

)في الفʹاء  ), ⋅ ّأن ʙʳة نʛʽة الأخʳॽʱʻام الʙʵʱاسȃاصّة. وʛʱعة مʨʺʳم ʦَّث ʧ0)، وهي م, )r 

 ʗا ؗان ّ̋ ,0)مʨʺʳعة مغلقة مʨʱʴاة في الʺʨʺʳعة الʺʛʱاصّة  Aمʛʱاصّة، ول )r  فهي إذن
                               مʛʱاصّة.

  الاسʙʸʯار في الفʷاءات الʵعاॻّɸة الʸʢّʹʸةالʹهاǻات و  .6
) لʧȞॽ . 14  تعريف ),

E
E )، و⋅ ),

F
F ول،  ʧؔʱعلى  شعاعʧʽّ̔ مʧʽʺʤّʻیʧ ءفʹا ⋅

A  ʧة مॽخال ʛʽعة غʨʺʳمE عǼاʱال ʧȞॽول ،:f A F ʧؔʱل .a  ة لاصقةʢنق



  الفضاءات الشعاعيّة المنظّمة
___________________________________________________________ 

164 
  

lو ǼAالʺʨʺʳعة  FÎ ّل إنʨنق .f  لʰقǽl  ًةǻله  نها ʙʻعa ʖʱؔون ،lim
a
f l=  أو

( )
x a

f x l


¾¾¾¾ الآتي: مهʺا ȋʛʷال Șّقʴإذا ت Ȍإذا وفق ،ʗة  ؗانॽالʱʱʺال( )nx  ʧم

 ʛاصʻعA  ʧة مȃقارʱʺالa ʗة ، ؗانॽالʱʱʺال( )( )nf x  ʧةً مȃقارʱمl.  

)لʧȞॽ  .14  مبرهنة ),
E

E )، و⋅ ),
F

F ⋅ ʧفʹاءی ʧʽʺʤّʻم ʧʽّ̔على  شعاع،  ʧؔʱول

A  ʧة مॽخال ʛʽعة غʨʺʳمE عانǼاʱال ʧȞॽ1، ول 2, :f f A F.  ʧؔʱلa  ةʢنق
1و Aلاصقة Ǽالʺʨʺʳعة  2,l l FÎ1، و 2,l l Î  ّض أنʛʱ1 . نف 1lim

a
f l= و 

2 2lim
a
f l= ʚٍئʙʻی، ع Șّقʴʱ1 1 2 2 1 1 2 2lim( )

a
f f l ll l l l⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅  

  الإثॺات
 ʧؔʱل( )nx  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱمA  ʧة مȃقارʱʺالa ّإن ،( )1( )nf x  ʧة مȃقارʱ1مlو ،

( )2( )nf x  ʧة مȃقارʱ2مl ةॽالʱʱʺقارب الʱه تॽوعل ،( )1 1 2 2( ) ( )n nf x f xl l⋅ + ⋅  ʧم

1 1 2 2l ll l⋅ + 1، ومʻه نʱʻʱʶج أنّ ⋅ 1 2 2f fl l⋅ + ǽ1قʰل  ⋅ 1 2 2l ll l⋅ + ⋅  ʙʻةً له عǽنها
a .اتهॼب إثʨلʢʺال ʨوه  

)ʧؔ لʱ .15  مبرهنة ),
E

E )، و⋅ ),
F

F )، و⋅ ),
G

G  مʤّʻʺةفʹاءات شعاॽّɺة ثلاثة  ⋅

على الʛʱتʖʽ. لʧȞॽ الʱاǼعان  Fو Eمʨʺʳعʧʽʱ غʛʽ خالʧʽʱʽ مB  ʧو Aول،  ʧؔʱعلى 
:f A Bو ،:g B G ًʛʽأخ ʧؔʱا. ل a  عةʨʺʳʺالǼ ة لاصقةʢنقA ّض أنʛʱنف ،
lim
a
f b= نʨؔت ʚٍئʙʻع .b  عةʨʺʳʺالǼ ة لاصقةʢنقB ذا ؗانȂو ،lim

b
g c=،  ؗان

lim( )
a
g f c=.  

  الإثॺات
)تʨجʙ مʱʱالॽة  )nx  ʛاصʻع ʧمA  ʧة مȃقارʱمa ّإن ،( )( )nf x  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱمB 
 ʧة مȃقارʱمb هʻوم ،b  عةʨʺʳʺالǼ لاصقةB ّفإن ʦّث ʧة ، ومॽالʱʱʺال ( )( )( )ng f x  ʧة مȃقارʱم

c إذن .g f  لʰقǽc  ʙʻةً له عǽنهاa .ةʻهʛʰʺات الॼل إثʺʱȞǽ ʥلʚȃو ،            
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) لʧȞॽ . 15  تعريف ),
E

E )، و⋅ ),
F

F ول،  ʧؔʱعلى  یʧ شعاعʧʽّ̔ مʧʽʺʤّʻءفʹا ⋅

A عةʨʺʳة مॽّئʜج  ʧة مॽخال ʛʽغE عǼاʱال ʧȞॽول ،:f A F وa AÎ ّل إنʨنق .
f ʗʹع ʙّʸʯʴم a  ِلhَإذا ق Ȍإذا وفق( )f a  ʙʻةً له عǽنهاa  ȑأlim ( )

a
f f a=.  

  .Aمa  ʧعʙʻ ؗلّ عʛٍʸʻ  امf  Ďʛʺʱʶإذا وفقȌ إذا ؗان  Aعلى  مf  ّʙʸʯʴونقʨل إنّ 
)إذا وفقȌ إذا تʴقȘّ الȋʛʷ الآتي: إذا ؗانʗ  مǺ ʙّʸʯʴانʢʯام fكʺا نقʨل إنّ  )nx و( )ny 

 ʛاصʻع ʧم ʧʽʱʽالʱʱمA  ʘʽʴǼ( )lim 0n nn
x y

¥
- ، ؗانʗ الʺʱʱالॽة =

( )( ) ( )n nf x f y- .ʛفʸال ʧة مȃقارʱم  
 ً́ ǽل أʨإنّ اونق ،f  Șّقʴǽʚʯʵॺʻل ȉʙش  ʖجʨقيّ مॽʁد حʙع ʙإذا، وُج Ȍإذا وفقK :ʘʽʴǼ  

2( , ) , ( ) ( )
F E

x y A f x f y K x y" Î - £ ⋅ -  

)لʧȞॽ  .16  مبرهنة ),
E

E )، و⋅ ),
F

F ⋅  ʧفʹاءی ʧʽʺʤّʻم ʧʽّ̔على  شعاع،  ʧؔʱول

A  ʧة مॽخال ʛʽعة غʨʺʳمE عǼاʱال ʧȞॽول ،:f A F ʧʽʱʽالآت ʧʽʱّ̔ʹإنّ الق .
  صʱʴॽʴان :

 .اǼانʤʱام، ؗان مĎʛʺʱʶ  امf  ًʛʺʱʶإذا ؗان  .1
2.  Șّإذا حقf  Ďʛʺʱʶؗان م ،ʜʱʷॼʽل ȋʛام. اشʤʱانǼ 
  الإثॺات
)، ولA ʧؔʱمʧ  اعa  ًʛʸʻمǼ ʛّʺʱʶانʤʱام. لf  ʧȞॽنفʛʱض أنّ  .1 )nx  ʧة مॽالʱʱم

 ʛاصʻعA  ʧة مȃقارʱمa ةʱابʲة الॽالʱʱʺال ʧؔʱل .( )ny a= ّإن ،( )n nx y- 
ا ؗان  ّ̋ ) انʤʱام فإنّ الʺʱʱالॽةǼ امf  Ďʛʺʱʶمʱقارȃة مʧ الʸفʛ، ول )( ) ( )n nf x f y-  أو

( )( ) ( )nf x f a-  ʦَّث ʧوم ،ʛفʸال ʧة مȃقارʱمf  ʙʻع ʛّʺʱʶمa هʻوم ،f  ʛّʺʱʶم

 .Aعلى 
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K  :ʘʽʴǼقȘّ شȋʛ لʜʱʷॼʽ، عʙʻئʚٍ یʨجʙ عʙد حॽʁقيّ مʨجf ǽʴ ʖنفʛʱض أنّ  .2
2( , ) , ( ) ( )

F E
x y A f x f y K x y" Î - £ ⋅ ). لʧؔʱ الʺʱʱالʱʽان - )nx و

( )ny  ʛاصʻع ʧمA  ʘʽʴǼ( )n nx y-  .ʛفʸال ʧة مȃقارʱم 
,إنّ الʺʛʱاجʴة  ( ) ( )n n n nF E

n f x f y K x y" Î - £ ⋅ - ʧʺʹت ،

)تقارب الʺʱʱالॽة  )( ) ( )n nf x f y-  ُا یʚوه ،ʛفʸال ʧمʲ ّأن ʗʰf .امʤʱانǼ ʛّʺʱʶم 
                       

  الʺʛʰهʻة الʶاǼقة، وهʚا ما یʻّ̔ʰه الʺʲالانیʧ الʺعاكʧʽʶ خاʧʽʯʡ في إنّ الاقʱʹاء .4  ملاحʤة

1. 2: ,f x x   ّإن .f  على ʛّʺʱʶم انʱʽالʱʱʺال ʧؔʱل .( )nx n= و
1

ny n
n

æ ö÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ø
)، لʙیʻا  )n nx y-  ʧؔول ،ʛفʸال ʧة مȃقارʱم

( )( ) ( )n nf x f y-  إذن .ʛفʸال ʧة مȃقارʱم ʛʽغf .امʤʱانǼ ʛّʺʱʶم ʛʽغ 

2. : 0,1 ,f x xé ù ê úë û    ،ودʙʴوم Șال مغلʳعلى م ʛّʺʱʶام لأنّه مʤʱانǼ ʛّʺʱʶم

 K  :ʘʽʴǼمʨجʖ  ولّؔ̒ه لا ʴǽقȘّ شȋʛ لʜʱʷॼʽ، فلʨ افʛʱضʻا وجʨد عʙد حॽʁقيّ 

0,1 , 0 0x x K xù ù" Î - £ ⋅ -ú úû û  

1x,[0,1[لؔان  K x" Î £ ȃأخʚ الʻهاǽة مʧ الʧʽʺॽ عʙʻ الʸفʛ لʛʢفي الʺʛʱاجʴة و ، ⋅
 ʠاقʻʱل إلى الʸ1ن  لا ʴǽقȘ شȋʛ لf .ʜʱʷॼʽ. إذن 0£

 ف ʛʽʲؗ مʧ الʺʨʺʳعات الʺفʨʱحة والʺʨʺʳعات الʺغلقة.تعʛُّ الآتॽة أهʺॽّة ʛʽʰؗة في للʺʛʰهʻة 

) لʧȞॽ .17  مبرهنة ),
E

E )، و⋅ ),
F

F ⋅  ʧفʹاءی ʧʽʺʤّʻم ʧʽّ̔على  شعاع و

B FÌ،  ʧȞॽول:f E F  ًعǼا. اتاĎʛʺʱʶم :ʚٍئʙʻع 

1.  ʗإذا ؗانB  ʗ1مغلقة، ؗان( )f B- .مغلقة 

2.  ʗإذا ؗانB  ʗحة، ؗانʨʱ1مف( )f B- .حةʨʱمف 
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  الإثॺات
1.  ʧؔʱل( )nx  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱ1م( )f B-  ʧة مȃقارʱمx EÎ ا ؗان ّ̋  f. ل

)مĎʛʺʱʶا، فإنّ  ( ))nf x  ʧة مȃقارʱم( )f x ʧؔول ،B  مغلقة إذن( )f x BÎ  هʻوم
1( )x f B-Î ʦّث ʧ1، وم( )f B- .مغلقة 

2.  ʗإذا ؗانB  ʗحة ؗانʨʱمف\F B  ʗان مغلقة، وؗ
1 1( \ ) \ ( )f F B E f B- )1، ومʧ ثE ʦّمغلقة في  =- )f B-  حة فيʨʱمف

E.                      

)لʧȞॽ  .18  مبرهنة ),
E

E )، و⋅ ),
F

F ⋅  ʧفʹاءی ʧʽʺʤّʻم ʧʽّ̔على  شعاع،  ʧؔʱول

A  ʧة مॽخال ʛʽاصّة غʛʱعة مʨʺʳمE ʧȞॽول ،:f A F  ًعǼاتا  Ďʛʺʱʶام ʚٍئʙʻع .
  یʴʱقȘّ ما ǽأتي

1. ( )f A  اصّة فيʛʱعة مʨʺʳمF.  
2. f .امʤʱانǼ ʛّʺʱʶم 
Fعʙʻما  .3 =  ّفإن ،f  ه الأعلى والأدنى علىǽʙّلغ حʰیA انʛʸʻع ʙجʨی ȑأ .

,a b  ʧمA  ʘʽʴǼ, ( ) ( ) ( )x A f a f x f b" Î £  ȞʷǼلٍ مȞافئ:، أو £
( ) inf ( ), ( ) sup ( )

x A x A
f a f x f b f x

Î Î
= = 

  الإثॺات
1.  ʧؔʱل( ( ))n ny f x=  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱم( )f A  ʘʽح( )nx  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱم

A ʗا ؗان ّ̋ )مʛʱاصّة فإنʻّا نʙʳ مʱʱالॽة جʜئॽّة  A، ول )( )nxj  ʛٍʸʻع ʧة مȃقارʱم

a AÎ ا ؗان ّ̋ )فإنّ  امf  Ďʛʺʱʶ، ول )( )( )nf xj  ʧة مȃقارʱم( )f a  ʧم ʛٌʸʻع ʨوه

( )f A ّأن ʗʰʲُا یʚوه ،( )f A .اصّةʛʱم 
)غʛʽ مǼ ʛّʺʱʶانʤʱام، تʨجʙ عʙʻئʚٍ مʱʱالʱʽان  fنفʛʱض أنّ  .2 ),( )n nx y  ʛاصʻع ʧم

A  ʘʽʴǼ نʨȞǽlim ( ) 0n nn
x y

¥
- )ولا تʱقارب الʺʱʱالॽة  ،= )( ) ( )n nf x f y- 
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00مʧ الʸفʛ. یʨجʙ إذن،  e< Șّقʴʱی ʘʽʴǼ ȋʛʷعي  :الॽʰʢد الʙالع ʧȞǽ مهʺاn 

)یʨجʙ عʙد ॽʰʡعي  )n nj<  ʘʽʴǼ( ) ( ) 0( ) ( )n n F
f x f yj j e- . نʹع ³

( ) ( ),n n n nb y a xj j= ) . إنّ = ),( )n na b  ʛاصʻع ʧان مʱʽالʱʱمA  ققانʴت

lim ( ) 0n nn
a b

¥
- =  ȘّقʴʱȄ0و( ) ( )n n F

f a f b e- ³ ʗا ؗان ّ̋  A. ل

y: اتʺامً  امʜʱایʙً  امʛʱاصّة، فإنʻّا نʙʳ تاǼعً    قاربʱت ʘʽʴǼ  ةॽالʱʱʺال( )( )nay 

 ʛٍʸʻع ʧمa AÎ ، ةॽالʱʱʺقارب الʱت ʦّث ʧوم( )( )nby  ʧمa،  اواةʶʺال ʖʰʶǼ ʥوذل 

( ) ( ) ( ) ( )( )n n n nb a b ay y y y= + ا ؗان  - ّ̋ ؗانʗ الʺʱʱالʱʽان  امf  Ďʛʺʱʶول

( ) ( )( ) ( )( ) , ( )n nf a f by y  ʧم ʧʽʱȃقارʱم( )f a ، ʦّث ʧفإنّ وم

( )( ) ( )( ) ( )n nf a f by y-  ةʴاجʛʱʺمع ال ʠاقʻʱا یʚوه ،ʛفʸال ʧة مȃقارʱم

( ) ( ) 0( ) ( )n n F
f a f by y e-  مǼ ʛّʺʱʶانʤʱام. f نʱʻʱʶج إذن أنّ  .³

)في هʚه الʴالة تʨؔن  .3 )f A  ʧاصّة مʛʱعةً مʨʺʳم  ʙجʨت ʦّث ʧودة، ومʙʴفهي م
)مʱʱالʱʽان  )( )nf a و( )( )nf b  ʛاصʻع ʧم( )f A  ʧان مʱȃقارʱم

inf ( ), sup ( )f A f A  ʗا ؗان ّ̋ مʛʱاصّة اسʢʱعʻا إʳǽاد مʱʱالA  ʧʽʱʽعلى الʛʱتʖʽ، ول
 ʧʽʱّ̔ئʜج( ) ( )( ),( )n na bj y  ʧم ʧʽʱȃقارʱم,a b  ّولأن .ʖʽتʛʱعلى الf  جʱʻʱʶن ʛّʺʱʶم

) الʺʱʱالʧʽʱʽ أنّ  ) ( )( ) ( )( ) , ( )n nf a f bj y  ʧان مʱȃقارʱم( ), ( )f a f b  ،ʖʽتʛʱعلى ال

infومʻه  ( ) ( )f A f a= وsup ( ) ( )f A f b= .اتهॼدّ إثʨما ن ȌॼʹالǼ اʚوه   
                                        

  الॻʮʠʯقات الॻّʠّʳة الʙّʸʯʴʸة بʥʻ الفʷاءات الʵعاॻّɸة الʸʢّʹʸة .7
)لʧȞॽ  .19  مبرهنة ),

E
E )و ⋅ ),

F
F ⋅  ʧعلى  فʹاءی ʧʽʺʤّʻم ʧʽّ̔شعاعو ،f 

 ʧيّ مʢّخ ȘʽʰʢتE  إلىF  ȑأ( , )f E FÎ  ّض أنʛʱنف .f  ʙʻع ʛّʺʱʶ0مE ʙجʨی ،
,K  ʘʽʴǼعʙʻئʚٍ، عʙدٌ حॽʁقيّ  ( )

F E
x E f x K x" Î £ ⋅. 
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  الإثॺات
 ʖجʨقيّ مॽʁدٍ حʙد عʨم وجʙض عʛʱنفK  Șّقʴǽ, ( )x E f x K x" Î £ ، عʙʻئʨȞǽ ʚٍن ⋅

الʱاǼع 
( )
F

E

f x
x

x
  الأعلى على ʧود مʙʴم ʛʽغ\ {0 }EE ةॽالʱʱم ʦَّث ʧم ʙجʨوت ،( )na 

 ʛاصʻع ʧم\ {0 }EE  نʨȞǽ ʘʽʴǼ 
( )

lim
n F

n
n E

f a

a¥
= +¥ .  

nوʨȃضع 
n

n E

a
x

a
)، نلاحȎ أنّ = )nx  ة الʺغلقة فيǽّʙاحʨة الʛؔال ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱمE 

) ʘʽʴǼ تʶعى الʺʱʱالॽة )( )n F
f x  ومة ¥+إلىʙمع ʛʽءً ، فهي غʙاب  ʙّح ʧ0مn Î  .

) نعʛّف الآن الʺʱʱالॽة )ny غةॽʸالǼ 0

0
( )

n n
n

n n
F

x
y

f x

+

+

). إنّ = )ny  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱم

E  ʧة مȃقارʱ0مE  ةॽالʱʱʺال ʧؔول( ( ))nf y  ʧة مȃقارʱم ʛʽ0غ (0 )F Ef=  ّلأن
( ) 1n F
f y ، ومʻه نʱʻʱʶج وجʨد عʙدٍ حॽʁقيّ مʨج0E ʖعf  ʙʻ، وهʚا یʻاقʠ اسʛʺʱار =

K  Șّقʴǽ, ( )x E f x K x" Î £ ⋅.                                     
        تʺʻʻȞّا الʺʛʰهʻة الʶاǼقة مʧ إثॼات الʱʻائج الʨاردة في الʺʛʰهʻة الآتॽة دون عʻاء. 

)لʧȞॽ  .20  مبرهنة ),
E

E )و ⋅ ),
F

F ⋅  ʧفʹاءی ʧʽʺʤّʻم ʧʽّ̔على  شعاع، وf 

 ʧيّ مʢّخ ȘʽʰʢتE  إلىF  ȑأ( , )f E FÎ  .ةʯؔافʱة مॽلاث الآتʲا الǽإنّ القʹا  
1. f  ʙʻع ʛّʺʱʶ0مE. 
2. f  على ʛّʺʱʶمE. 
,K  ʘʽʴǼیʨجʙ عʙدٌ حॽʁقيّ  .3 ( )

F E
x E f x K x" Î £ ⋅. 

 ʜمʛالǼ ʜمʛن( , )c E F  ʧة مʛّʺʱʶʺة الॽّʢّʵقات الॽʰʢʱعة الʨʺʳإلى مE  إلىF. 
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)لʧȞॽ  .21  مبرهنة ),
E

E )و ⋅ ),
F

F ⋅  ʧفʹاءی ʧʽʺʤّʻم ʧʽّ̔على  شعاع،  فʛّنع

) على الفʹاء الʷعاعيّ  , )c E F  Șʽʰʢʱال⋅  ʧȞǽ ل الآتي: مهʺاȞʷالǼf  ʧم

( , )c E F  ّفإن
0

( )
sup F

x E
Ex

f x
f

xÎ
¹

= Șʽʰʢʱإنّ ال .⋅  ً̋ ॽʤف نʛّعǽعلى  ا

( , )c E F . 
ʦॽʤʻا الʚّ̋ي هʶة نʙّʸʯʴʸة الॻّʠّʳقات الॻʮʠʯال ʤॻʢن  ʧمE  إلىF.  

  الإثॺات
 ʧȞॽل( , )cf E FÎ   ʘʽʴǼ0f = ٍʚئʙʻإذا ؗان  ، ع\ {0 }Ex EÎ  ؗان 

( ) 0
F E

f x x£   معʙوم. f، وهʚا ǽعʻي أنّ ´

)مʧ جهةٍ أخȐʛ، إذا ؗان  , )cf E FÎ  وl Î   ّفإنf fl l⋅ = ⋅ ًʛʽا. أخ  ʧȞॽلf 
)مʧ الفʹاء  gو , )c E Fةʴاجʛʱʺفيّ الʛʢالأعلى ل ʙّʴال ʚنأخ ،  

( ) ( ) ( ) ( )
F F F

E E

f x g x f x g x

x x

+ +
£  

fفʙʳʻ أنّ   g f g+ £ + Șʽʰʢʱا أنّ الʻʱʰأث ʙن قʨؔن ʥلʚب .⋅  ً̋ ॽʤف نʛّعǽعلى  ا

( , )c E F.                      
.Șابʶال ʦॽʤʻاصّ الʨخ ʦل أهʺʳُا یلي نʺॽɾ  

)ʧؔ لʱ .22  مبرهنة ),
E

E )، و⋅ ),
F

F )، و⋅ ),
G

G فʹاءات شعاॽّɺة ثلاثة  ⋅

)ول،  ʧȞॽعلى  مʤّʻʺة , )cf E FÎ  و( , )cg F GÎ :ʚٍئʙʻع ،  
, الM ȋʛʷإذا حقȘّ العʙد الॽʁʴقيّ  .1 ( )

F E
x E f x M x" Î £  ؗان ،⋅

f M£. 

2.  Ďǽاأ  ʧȞǽx EÎ ّفإن ،( )
F E

f x f x£ ⋅. 

3. g f g f£ ⋅. 
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  الإثॺات
.) ȌॽʶǼ للغاǽة، وذلǼ ʥالاسʱفادة مʧ حॽʁقة أنّ الʙّʴ الأعلى لʺʨʺʳعة 2.) و(1إنّ إثॼات (

  مʙʴودة مʧ الأعلى وغʛʽ خالॽة هʨ أصغʛ العʻاصʛ الʛاجʴة علʽها.
3.  ʧȞॽلx  ʧمE  نʨȞǽ ʚٍئʙʻع  

 ( ) ( )( ) ( )
F EG

g f x g f x g f x£ ⋅ £ ⋅ ⋅  

) ʖʶأنّ 1وح ʙʳن (.g f g f£ ⋅.                             

:ʥȂʙʸأنّه إذا ؗان  ت ʗʰأث( , )cf E FÎ  ّفإن ،  

1 1

( ) ( )sup sup
E E

F F
x x

f f x f x
= £

= =  

)لʧȞॽ  .23  مبرهنة ),
E

E )و ⋅ ),
F

F ⋅  ʧفʹاءی ʧʽʺʤّʻم ʧʽّ̔على  شعاع،  ضʛʱنف

)أنّ  ),
F

F ) عʙʻئʨȞǽ ʚٍن الفʹاء الʷعاعيّ الʺʦʤّʻ ،تامّ  ⋅ )( , ),c E F ⋅  Ďاتام  ً́ ǽاأ.  

  الإثॺات
 ʧؔʱل( )nf  ʛاصʻع ʧةً مॽالʱʱم( , )c E F  ʧȞॽشي. لʨؗ ȋʛش Șّقʴتx EÎ ʧم ʦنعل ،

)الʺʛʱاجʴة  ) ( )n m n mF E
f x f x f f x- £ - )أنّ الʺʱʱالॽة  ⋅ )( )nf x  ȋʛش Șّقʴت

)كʨشي في  ),
F

F )فهي مʱقارȃة لأنّ  ⋅ ),
F

F ⋅  Șʽʰʢʱف الʛّتامّ. نع

: , lim ( )nn
f E F x f x

¥
   ʗا ؗان ّ̋ الȑʚ نʴʱقʶǼ Șّهʨلة أنّه خʢّيّ. مʧ جهةٍ أخȐʛ، ل

)الʺʱʱالॽة  )nf  ّقيॽʁد حʙع ʦّث ʧم ʙجʨȄودة، وʙʴشي فهي مʨؗ ȋʛش ȘّقʴتM  ʘʽʴǼ
, nn f M" Î £ ِعلʳȃو ،n  عى إلىʶة ¥+تʴاجʛʱʺفي ال  

, ( )n nF E E
x E f x f x M x" Î £ ⋅ £ ⋅  

,نʱʻʱʶج أنّ   ( )
F E

x E f x M x" Î £ ⋅ ʦَّث ʧوم ،f  ʧم ʛʸʻع ʨفه ʛّʺʱʶي مʢّخ

)الفʹاء  , )c E F .  
 ʧȞॽ0ل e< ʙجʨ0، یn Î   ʘʽʴǼ ȋُʛʷي الʹʱقǽ0m n n³ ³  َȋʛʷال 

n mf f e-  ، لʙیʻا Eمx  ʧ. لʧȞॽ الآن >
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0 ( ) ( )n m n mF E E
m n n f x f x f f x xe³ ³  - £ - ⋅ £ ⋅  

علِ  َr ȃوm  عى إلىʶأنّ  ¥+ت ʙʳ0ن ( ) ( )n F E
n n f x f x xe³  - £ ، ومʻه ⋅

  نʱʻʱʶج أنّ 

0 nn n f f e³  - £  

)وهʚا یʗʰʲُ أنّ  )nf  ʧة مȃقارʱمf فالفʹاء ʦَّث ʧوم ،( )( , ),c E F ⋅ .ّتام        

)لʧȞॽ  .24  مبرهنة ),
E

E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻام  Ďعلى  اوتام،  ةʛؔال ʛاصʻن عʨؔت ʚٍئʙʻع

)الʺفʨʱحة  ),1EB I ʦʤّʻʺعاعيّ الʷفي الفʹاء ال ( )( , ),c E E ⋅  ةً فيȃʨقل

( , )c E E.  
  الإثॺات

 Ȍʺʻال ʧم ʛʸʻأنّ ؗلّ ع ʗʰʲفي أن نȞǽEI f- ʘʽح ،f  ʧم ʛʸʻع( , )c E E  هʺॽʤن
1f )مʧ  اعf  ًʛʸʻ، قلʨبٌ. لʧȞॽ إذن > , )c E E  Șّقʴǽ1f < ʧؔʱول ،( )nS  ةॽالʱʱʺال

 ʛاصʻع ʧم( , )c E E:أتيǽ فة ؗʺاʛّالʺع  
2 n

n ES I f f f= + + + +  

یʧّ̔ʰʱ لʻا مʧ الʺʛʱاجʴة 
kkf f£  لةʶلʶʱʺأنّ ال( )nfå  ةȃقارʱفهي م ʦॽʤʻالǼ ةȃقارʱم

)في الفʹاء  )( , ),c E F ⋅  .ّلأنّه تام  

limنʹع  ( , )n cn
S S E E

¥
= Î :اʻیʙل .  

1( ) ( ) n
E n E n E EI f S I S I f I f +- - = - - = -   

  ومʻه
1

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n
E E E n

n
E E n E

I f S I I f S S f

S I f I S S I f f

+

+

- - = - - -

- - = - - -

 

 
  

  :مʱʶفʙʽیʧ مʧ الʺʛʱاجʧʽʱʴ ¥+تʶعى إلى  nوʳȃعل 
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 ( ) ( )

( ) ( )
E n E n

n E E n

I f S S I f S S

S S I f I f S S

- - £ - ⋅ -

- - £ - ⋅ -




  

)نʙʳ أنّ  ) ( ) 0E E E EI f S I S I f I- - = - - =  ʦَّث ʧوم ،( )EI f-  بʨقل
 S.                   ومقلȃʨه 

  الॺعʯʹʸ ʗهॻةُ الالفʷاءات الʵعاॻّɸة الʸʢّʹʸة  .8
)لʧȞॽ  .25  مبرهنة ),

E
E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻه  امʙعǼُ*m Î   على،  ʧȞॽول

1 2( , , , )me e e  ًفي  اأساسE وّدʜن .m  ʦॽʤʻالǼ
¥

 الʢّʵيّ الȘʽʰʢʱ الʺعʛوف. إنّ  ⋅

1 2
1

: , ( , , , )
m

m
m k k

k

E x x x x x ef
=

 = å    

  .-1fمʛّʺʱʶ هʨ وتقابله العʶȞي تقابلٌ 
  الإثॺات

 فʹاءیʧ تقابل خʢّيّ وذلǼ ʥʺلاحʤة أنّه خʢّيّ ومॼʱایʧ بʻʻȞʺǽf ʧʽا ʶǼهʨلة الʴʱقȘّ مʧ أنّ 
مʛّʺʱʶ. لf  ʧȞॽ. لʗʰʲʻ أنّ mشعاعʧʽّ̔ لهʺا الॼعʙ الʺʱʻهي نفʶه 

1 2( , , , )mx x x x E= Î اʻیʙل  

1 1

1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( )

m m

i i i iE
i iE E

m m

i i iE E
i i

x x e x e

x e e x

f f f

f f

= =

¥
= =

= ⋅ = ⋅

æ ö÷ç ÷ç£ ⋅ £ ⋅÷ç ÷ç ÷÷çè ø

å å

å å
  

  مf .ʛّʺʱʶومʻه 
 Șʽʰʢʱال ʧȞॽل ،Ȑʛجهةٍ أخ ʧم: , ( )m
E

x xy f   ّإن .y  على ʛّʺʱʶمm 

ʖʽ تॽʰʢقʧʽ مʧȄʛّʺʱʶ هʺا  ʛؗلأنّه تf  و
E

ا ؗانʗ الʺʨʺʳعة ⋅ ّ̋ مغلقةً ومʙʴودةً  S(0,1)، ول

)في  ),m
¥

⋅  ʛّʺʱʶʺع الǼاʱفإنّ ال ʦّث ʧاصّة، ومʛʱفهي مy  ه الأعلى والأدنى علىǽʙّلغ حʰی
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S  ʘʽʴǼ(0,1)مb  ʧو aهʚه الʺʨʺʳعة، فʨʽجʙ إذن، عʛʸʻان 
, 1 ( ) ( ) ( )x E x a x ba y y y b

¥
" Î =  = £ £   ، وعلॽه =

\{0},m

E

x x
x

x x
a y f b

¥ ¥

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷" Î £ = £ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
  

 ʦَّث ʧوم, ( )m
E

x x x xa f b
¥ ¥

" Î ⋅ £ £ ⋅.  

)إنّ  ) 0
E

af a= )مॼʱایʧ، فإذا وضعʻا  fلأنّ  < )y xf=  ناʙوج ،Ȑʛʶॽة الʴاجʛʱʺفي ال

1أنّ  1
, ( )

E
y E y yf

a
-

¥
" Î £    تȘٌʽʰʢ خʢّيّ م1f- .ʛّʺʱʶ، وهʚا یʗʰʲُ أنّ ⋅

                             
) لʧȞॽ .26  مبرهنة ),

E
E )و ⋅ ),

F
F ⋅  ʧفʹاءی ʧʽʺʤّʻم ʧʽّ̔على  شعاع  ضʛʱنف

dimE*مʱʻهي الॼعʙ وأنّ  Eأنّ  m= Î :ʚٍئʙʻع ،  

)الفʹاء  .1 ),
E

E   تامّ. ⋅

)كلّ مʨʺʳعة مغلقة ومʙʴودة في  .2 ),
E

E  مʛʱاصّة. ⋅

3. Șʽʰʢكلّ ت ( , )f E FÎ   ّʛʺʱʶم. 
 مʱؔافʯة. Eكلّ الʦʤʻ على  .4
  الإثॺات
Ǽالm  ʦॽʤʻنʜوّد 

¥
⋅ ʧȞॽ1. ل 2( , , , )me e e  ًفي  اأساسEȘʽʰʢʱأنّ ال ʦنعل ،  

1 2
1

: , ( , , , )
m

m
m k k

k

E x x x x x ef
=

 = å    

  .-1fمʛّʺʱʶ هʨ وتقابله العʶȞيتقابل 
1.  ʧؔʱل( ( ))n ny xf=  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱمE  ةʴاجʛʱʺال ʧشي. مʨؗ ȋʛش Șّقʴت

1 1 1( ) ( )n m n m n m E
x x y y y yf f f- - -

¥ ¥
- = - £ ⋅ - 
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)نʱʻʱʶج أنّ  )nx  ّامʱال ʦʤّʻʺشي في الفʹاء الʨؗ ȋʛش Șّقʴت( ),m
¥

⋅ فهي ،

 ʛʸʻع ʧة مȃقارʱإذن مmx Î  ا ؗان ّ̋ ؗانʗ الʺʱʱالॽة  امf  Ďʛʺʱʶ، ول

( ( ))n ny xf=  ʧة مȃقارʱم( )xf إذن .( ),
E

E  تامّ. ⋅

2.  ʧؔʱلA  ʦʤّʻʺعاعيّ الʷودة في الفʹاء الʙʴعة مغلقة ومʨʺʳم( ),E ⋅ ʗا ؗان ّ̋ . ل

A  ًدʙع ʙʳا نʻّودة فإنʙʴام  Ďॽʁॽʁاح M  ʘʽʴǼ,y A y M" Î  ، ومʻه£

( )1 1 1 1( ), ( ) ( )
E

x A x x x Mf f f f f f- - - -
¥ ¥

" Î = £ ⋅ £ ⋅  

)1وعلॽه فإنّ  )Af-  ʧؔʱل ،Ȑʛجهةٍ أخ ʧودة. مʙʴم( )nx  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱم
1( )Af-  ʛʸʻع ʧة مȃقارʱمmx Î  ةॽالʱʱʺقارب الʱت ʚٍئʙʻع ،( )( )nxf  ʧم

( )x Af Î  ّلأنf و ʛّʺʱʶمA  ّه فإنॽ1مغلقة، وعل( )x Af-Î هʻ1، وم( )Af- 

ا سلف أنّ  ّ̋ مغلقة. نʱʻʱʶج م
1( )Af-  ودة في الفʹاءʙʴمغلقة وم( ),m

¥
⋅ 

)و امf  Ďʛʺʱʶفهي مʛʱاصّة، ولʺا ؗان  )1( )A Af f-= ّج أنʱʻʱʶا نʻّفإن ،A  اصّةʛʱم

)في  ),E ⋅. 

3.  ʧȞॽل( , )f E FÎ  نʹع .g f f= ،  و ʧȞॽل

1 2( , , , ) m
mx x x x= Î  اʻیʙل ،  

1 1

1 1

( ) ( )

( ) ( )

m m

k k k kE
k k EE

m m

k k kE E
k k

g x f x e x f e

x f e f e x

= =

¥
= =

æ ö÷ç ÷ç= =÷ç ÷ç ÷÷çè ø
æ ö÷ç ÷ç£ £ ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

å å

å å
   

ا ؗان  gوهʚا یʗʰʲُ أنّ  ّ̋ مʛّʺʱʶ، ول
1f-  Ďʛʺʱʶا أنّ  امʻʳʱʻʱ1اسf g f-=  

 مʛّʺʱʶ، وهʨ الʺʢلʨب إثॼاته. 
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4.  ʧȞॽ1ل 2,N N  على ʧʽʺॽʤنE ʧȞॽ1. ل 2: ( , ) ( , )EI E N E N  Șʽʰʢʱال
. إنّ هʚا 2NوالʺʱʶقǼ ʛّال1N  ʦॽʤʻحʘʽ زوّدنا الʺʢʻلǼ ȘالE  ʦॽʤʻالʺʢابȘ على 

b  ʘʽʴǼ االȘʽʰʢʱ مʛّʺʱʶ لأنّه خʢّي ومʢʻلقه مʱʻهي الॼعʙ فʨʽجʙ ثابʗ مʨجʖ تʺامً 

2 1, ( ) ( )x E N x N xb" Î £  a ا. وȞʷȃلٍ مʺاثل یʨجʙ ثابʗ مʨجʖ تʺامً ⋅
 ʘʽʴǼ1 2, ( ) ( )x E N x N xa" Î £ ، ومʻه ⋅

1 2 1
1
, ( ) ( ) ( )x E N x N x N xb
a

" Î £  2Nو ǽ1Nعʻي أنّ  وهʚا ǽعʻي £

                       مʱؔافʯان.

) نʜوّد .27  مبرهنة )n   ةʛّʺʱʶʺة الॽّʢّʵقات الॽʰʢʱال ʦॽʤʻب⋅ ʧؔʱل .( )nW =   

 ʧة مॽّʢّʵقابلات الʱال (ةʛزم) عةʨʺʳمn  إلىn ّإن .W  حة فيʨʱعة مفʨʺʳم

( )( ),n ⋅  Șʽʰʢʱ1، وال: ,Inv A A-W  W   على ʛّʺʱʶمW. 

  الإثॺات

 ʧȞॽلA ÎW  1و 1
A

a
- ʜها . = ʛؗي مʱحة الʨʱة الʺفʛؔأنّ ال ʗʰʲʻسA  هاʛʢف قʸونa 

  .Wمʨʱʴاة في 
 ʧȞॽلB Î W ʘʽʴǼ ،A B a-   . لʙیʻا >

1 1 1( ) 1I A B A A B A A B
a
a

- - -- = - £ - < =   

 Șʽʰʢʱج أنّ الʱʻʱʶ1نA B-   ّفإن ʦّث ʧتقابل، ومB  تقابل أوB Î W.  

Șʰا س ّ̋ )أنّ  نʙʳ م , )B A a ÌW  إذن .W  حة فيʨʱعة مفʨʺʳم( )( ),n ⋅ .  

  مʧ جهةٍ أخȐʛ، لʙیʻا 
1 1, ( ) ( ) ( )nx x A A x A A x A xa a a- -" Î = £ =   

 ʧȞॽلB Î W  ʘʽʴǼA Bb a= -   . لʙیʻا >
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, ( )

( ) ( ) ( )

( )

nx x A x

A x B x B x

x B x

a

b

" Î £

£ - +

£ +


  

  ومʻه 
,( ) ( )nx x B xa b" Î - £  

)1فإذا وضعʻا  )x B y-= ناʙوج  
1 1,( ) ( ) ( )ny B y B B y ya b - -" Î - £ =   

1نʱʻʱʶج مʧ الʺʛʱاجʴة الأخʛʽة أنّ  1
B

a b
- £

-
  ومʻه  .

1 1

1 1

1 1

( ) ( )

( )

( )

Inv A Inv B A B

A B A B

A B A B

b
a a b

- -

- -

- -

- = -

= -

£ ⋅ - ⋅

£
-

 
  

)ʶǽعى إلى الʸفʛ، و b، فإنّ Aإلى  Bوعʙʻما ʶǽعى  )Inv B  عى إلىʶǽ( )Inv A ،
ا سȘʰ نʱʻʱʶج أنّ Aمʛّʺʱʶ عInv  ʙʻومʻه  ّ̋ ، وهʨ الʺʢلʨب Wمʛّʺʱʶ على  Inv. م
                            إثॼاته.
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  تȂʙʸʹات ومʴائل
)2عʧّ̔ الȋʛʷ اللازم والؔافي على  . 1  التمرين , )a b Î   Șʽʰʢʱف الʛّعǽ ّىɦف حʛّالʺع

Ǽ 2العلاقة 2( , )N x y x ya b= +  ً̋ ॽʤ2على  ان ة . ماذاǽّʙاحʨةُ الʛؔتʺّ̡ل ال
 في هʚه الʴالة؟

 نعʛّف الʺʨʺʳعʧʽʱ مʨʺʳعʧʽʱ حॽʁقʧʽʱʽ غʛʽ خالB  .ʧʽʱʽو A لʧؔʱ . 2  التمرين
{ }: ,A B a b a A b B+ = + Î Î  

{ }: ,A B a b a A b B- = - Î Î  
)أثʗʰ أنّ  .1 ) ( )sup max sup , supA B A BÈ = ʧماذا ع .

( )sup A BÇ؟  
)أثʗʰ أنّ  .2 )sup sup supA B A B+ = + ʧماذا ع .( )sup A B-؟  

E([0,1]) لʧȞॽ . 3  التمرين =  ʧȞॽول ،h EÎ عǼاʱف الʛّنع .:hN E   غةॽʸالǼ 

{ }( ) sup ( ) ( ) : [0,1]hN f f x h x x= Î.  

1.  ْʙج  ًʡʛالازمً  اش  ًॽɾا ً̋  hNحɦّى ʨȞǽن  اوؗ ॽʤعلى  انE.  
مʱى ʨȞǽن الॽʤʻʺان  .2

¥
  مʱؔافʧʽʯ؟ hNو ⋅

) لʧȞॽ . 4  التمرين )[0,1], E=   الʳʺة على الʛّʺʱʶʺة الॽّʁॽʁʴع الǼاʨʱوّد [0,1]فʹاء الʜن .

E ʦॽʤʻالǼ 
¥

⋅ ʧؔʱول .{ }: (0) 0A f E f= Î عʧّ̔ داخل ولʸاقة  .³

  . Aالʺʨʺʳعة 
في الفʹاء الʷعاعي الʺʦʤّʻ  الآتॽةعʧّ̔ داخل ولʸاقة ؗلّ مʧ الʺʨʺʳعات  . 5  التمرين

( )2,
¥

⋅: 

( ){ }2, : 1, 1x y x yÎ ¹ ¹  ( ){ }2, : 0, 0x y x yÎ ³ =  

( ) 2
2

1
, : 0,x y x y

x

ì üï ïï ïÎ ¹ =í ýï ïï ïî þ
  ( ) 2 1

, : 0, sinx y x y
x

ì üï ïï ïÎ ¹ =í ýï ïï ïî þ
  
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´   ( ){ }2 2 2, : 1x y x y yÎ + + <
  

{ }0´  ( ){ }2 2, :x y x yÎ =  

) لʧȞॽ . 6  التمرين )1 [0,1],  على ʛّʺʱʶقّها مʱʷقاق ومʱة القابلة للاشॽّʁॽʁʴع الǼاʨʱفʹاء ال
). و[0,1] ){ }1 [0,1], : (0) 0E f f= Î =  ʧʽقॽʰʢʱف الʛّ1. نعN و

2N  علىE  :ʧʽʱʽالʱال ʧʽʱغॽʸالǼ( )1N f f f
¥ ¥

¢= و +

( )2N f f f
¥

¢= +.  
  .Eنʦॽʤ على  1Nأثʗʰ أنّ  .1
fإذا ؗان  .2 EÎ ّأن ʗʰأث ،  

 ( ) ( )
0

[0,1], ( ) ( ) dt
xx tx f x e e f t f t- ¢" Î = +ò 

 .Eنʦॽʤ على  2Nأثʗʰ أنّ  .3
 مʱؔافʯان. 2Nو 1Nأثʗʰ أنّ  .4

] لʧȞॽ . 7  التمرين ]E X=   ة وॽʁॽʁال حʲأمǼ ودʙʴات الʛʽʲؗ فʹاء ʧؔʱل*a +Î  ، فʛّنع

 Șʽʰʢʱال
a

  Ǽالॽʸغة ⋅

( ) ( )
1

0
, dt

a
P E P P a P t¢" Î = + ò  

أثʗʰ أنّ  .1
a

⋅  ً̋ ॽʤف نʛعǽعلى  اE. 

2.  ʧȞॽلa وb  ʧم*
+  ʘʽʴǼ1,b a b> ¹،  ʧؔʱول( )

1n n
P

³
مʱʱالॽة  

)كʛʽʲات الʙʴود الʺعʛفة ǼالȞʷل  ) n
nP X X=. 

a.  ّض أنʛʱنف b a>.  ةǽهاʻال ʖʶاحlim
n b

n
n a

P

P+¥
 . 

b.  انʺॽʤʻهل ال
a

و ⋅
b

 ولʺاذا؟ ،مʱؔافʯان  ⋅

3.  ʧȞॽلa وb  الʳʺال ʧ[0,1]م ʧʽʺॽʤʻال ʕتؔاف ʗʰأث ،
a

و ⋅
b

⋅ .  
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)مʦʤّʻ  مʨʺʳعة غʛʽ خالॽة مʧ فʹاء Aلʧؔʱ  . 8  التمرين ),E y,و ⋅ x EÎ.  

)أثʗʰ أنّ  .1 , ) ( , )d x A d y A x y- £ -.  
)أثʗʰ أنّ  .2 , ) ( , )d x A d x A=  ّوأن( , ) 0x A d x AÎ  =.  

 ʧȞॽل( ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻام ʧؔʱ1، ولF 2وF  ʧʽʱمغلق ʧʽʱعʨʺʳم

) ʧʽʱلʸفʻ1م 2F F fÇ = ʧʽʱحʨʱمف ʧʽʱعʨʺʳد مʨوج ʗʰ1). أثO 2وO  ʘʽʴǼ

1 1F OÌ 2و 2F OÌ 1و 2O O fÇ =.   

)لʧȞॽ  . 9  التمرين ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻام  Ďاوتام ʧؔʱول ،F  ةॽخال ʛʽعة مغلقة غʨʺʳم

 ʧمE ʧȞॽول .:f F F  ًقॽʰʢات  ȋʛʷال Șّقʴǽ

( ) ( )2( , )x y F f x f y k x y" Î - £ k]0,1]، مع - Î فʛّنع .

)الʺʱʱالॽة  )nx :اليʱل الȞʷالǼ  

0

1, ( )n n

x F

n x f x+

ìï Îïíï" Î =ïî 
  

1أثʗʰ أنّ  .1 1 0, n
n nn x x k x x+" Î - £ -.  

2. ʗʰة  أثॽالʱʱʺتقارب ال( )nx  ٍʛʸʻع ʧم x  ʧمF.  
)الʴǽ ȑʚقF  Șّهʨ العʛʸʻ الʨحʙʽ مx  ʧأثʗʰ أنّ  .3 )f x x=.  

,11أثʗʰ أنّ  .4
1n n n
k

n x x x x
k -" ³ - £ -

-
.  

)لʧȞॽ  . 10  التمرين ),E ⋅  Ďॽɺافʹاءً شعا  ً̋ʤّʻام ʧؔʱول ،K  ʧاصّة مʛʱعة مʨʺʳمE ʧȞॽول .

:f K K  ًقॽʰʢات ȋʛʷال Șّقʴǽ  

 ( )2( , ) , ( ) ( )x y K x y f x f y x y" Î ¹  - < -  

1.  ʙʽوح ʛʸʻد عʨوج ʗʰأثx KÎ  Șّقʴǽ( )f x x=.  
)الʺʱʱالॽة  أثʗʰ أنّ  .2 )nx:لȞʷالǼ فةʛّالʺع  

0

1, ( )n n

x K

n x f x+

ìï Îïíï" Î =ïî 
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  .xمʧ  مʱقارȃةٌ 

E([0,1]) لʧȞॽ . 11  التمرين =  . ّأن ʗʰأث( )1,E ⋅  Ďتام ʝॽال.  

. لE ʧȞॽمʧ  اجʜئĎॽ  افʹاءً شعاF  Ďॽɺ، ولʧȞॽ امʤّʻً̋  افʹاءً شعاE  Ďॽɺ لʧȞॽ . 12  التمرين
( )f EÎ   ًقॽʰʢات  Ďॽʢّاخ  Ďʛʺʱʶام  ʧمE ʧّ̔ه. بʶل ،إلى نفʽعلʱمع ال،  ʧح مॽʴʸال

 :الآتॽةالʵاʡئ مʧ بʧʽ القʹاǽا 
1. F .عة مغلقةʨʺʳم 
)إذا ؗان  .2 ),E ⋅  Ďؗان اتام ،( ),F ⋅  Ďاتام.  

)مʱʻهي الॼعʙ، ؗان  Fإذا ؗان  .3 ),F ⋅  Ďاتام. 

4.  ʗإذا ؗانIm f  حة، ؗانʨʱمفf  ًʛاغام. 
5. A  اصّةʛʱم ( )f A .مغلقة 
6. A  ودةʙʴم ( )f A .ودةʙʴم  
7. A  حةʨʱمف ( )f A .حةʨʱمف 
8. A  حةʨʱمف 1( )f A- .حةʨʱمف 

,[0,1])لʧȞॽ . 13  التمرين )E =   فة علىʛة الʺعʛّʺʱʶʺة الॽّʁॽʁʴع الǼاʨʱ[0,1]فʹاء ال.  ʧȞॽل
Șʽʰʢʱال  

[0,1]
: , sup . ( )

t
E f t f t

Î
⋅      

  .E علىنʦٌॽʤ  ⋅تʴقȘَّ أنّ  .1
 ʧؔʱل( )nf  ʨʴʻفة على الʛة الʺعॽالʱʱʺالآتيال  

 
2

1
, [0,1], ( )

1
nn t f t

nt
" Î " Î =

+
  

2.  ʖʶاحnf ¥
 .nfو 

هل الॽʤʻʺان  .3
¥

 مʱؔافʯان؟ ⋅و ⋅
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}نعʛّف الفʹاء الʜʳئي  .4 : (0) 0}F f E f= Î في  مʨʺʳعة مغلقة F. هل=

( ),E  ولʺاذا؟ ⋅

n*لʧȞॽ  . 14  التمرين Î   ʧؔʱول( )nA Î  Șʽʰʢʱف الʛّنع .

1 1: ( ) ( ) :A n nU X A X´ ´ ⋅   .  ّأن ʧّ̔بAU  ،ʛّʺʱʶم
 عʙʻما:واحʖʶ نॽʤʺه 

)1نʜوّد  .1 )n´   ʛّقʱʶʺوفي ال Șلʢʻʺفي ال ʦॽʤʻالǼ
1

⋅. 

)1نʜوّد  .2 )n´   ّʛقʱʶʺوفي ال Șلʢʻʺفي ال  ʦॽʤʻالǼ
2

⋅. 

)1نʜوّد  .3 )n´   ّʛقʱʶʺوفي ال Șلʢʻʺفي ال  ʦॽʤʻالǼ
¥

⋅.  

غʛʽ مʱʻهٍ مʧ الʺʛات على الʺʳال  افʹاء الʨʱاǼع الʱي تقʰل الاشʱقاق عʙدً  EلʧȞॽ  . 15  التمرين

} تʻعʙم عʙʻ الʸفʛو  [0,1] ([0,1], ) : (0) 0}E f f¥= Î =  وّدʜن .E 
ʦॽʤʻالǼ 

¥
⋅.  

1.  Șʽʰʢʱأنّ ال ʗʰأث: : ( )T E E f T f  ʘʽح ،
0

( )( ) ( )dt
x

T f x f t= ò ،

)مʛّʺʱʶ على  ),E
¥

 واحʖʶ نॽʤʺه. ⋅

:الȘʽʰʢʱ  ادرس اسʛʺʱار .2 : ( )T E E f T f   ʘʽح

( )( ) ( ) (0)T f x f x f¢ ¢= )على  - ),E
¥

⋅.  

]2لʧȞॽ  . 16  التمرين ]E X=  ʦॽʤʻالǼ وّدʜʺالعلاقة ⋅الǼ فʛّالʺع :

2 2 2 2aX bX c a b c+ + = + +.  

)ولʧȞॽ الȘʽʰʢʱ الʢʵي  )Ej Î   ʘʽح( )( ) ( 1) ( )P X P X P Xj ¢= + -.  
1.  ʦॽʤن ʖʶاحj  ʧّ̔0وع (0,1)P BÎ  نʨȞǽ ʘʽʴǼ0( )Pj j= .  
1بʧʽ أنّ  .2

2
( )( ) ( ) (0)P X P X Pj ¢¢= +.  
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ǼالE  ʦॽʤʻنʜود الفʹاء  .3
1

: الʺعʛّف Ǽالعلاقة ⋅
2

1
aX bX c a b c+ + = + + .  

 ʦॽʤن ʖʶاحj ʦॽʤʻلل Șافʨʺال
1

⋅. 

E([0,1])لʧȞॽ  . 17  التمرين ¥= ،  و ʧȞॽل( )EF Î   :غةॽʸالǼ فʛّالʺع( )f f ¢F =.  

Ǽالʦॽʤʻ في الʺʢʻلȘ والʺʱʶقE  ʛّنʜوّد  .1
¥

)مʛʺʱʶ على  Fهل  .⋅ ),E
¥

  ؟ ⋅

Ǽالʦॽʤʻ في الʺʢʻلE  Șنʜوّد  .2
¥

Ǽالʦॽʤʻ  الʺʱʶقʛّ في و  ⋅
1

هل  .⋅

( ) ( )1: , ,E E
¥

F ⋅    مʛʺʱʶ؟ ⋅

 الʺʱقارȃة مʧ الʸفʛ.فʹاء الʺʱʱالॽات الॽʁॽʁʴة  EلʧȞॽ  . 18  التمرين
1.  Șʽʰʢʱأنّ ال ʗʰأث( ) supn n

n
x x

¥ Î
=


  ً̋ ॽʤف نʛّعǽعلى  اE.  

2.  Șʽʰʢʱف الʛّنع( )EF Î  ةॽالʱʱل مȞǼ Ȍȃʛی ȑʚال( )nx  َةॽالʱʱʺال ( )ny  يʱال

حʙها العام 
0

1

1

n

n iy x
n

=
+ åأن ʗʰأث . F .هʺॽʤن ʖʶواح ʛʺʱʶم  

,[0,1])لʧȞॽ . 19  التمرين )E =   فة علىʛة الʺعʛّʺʱʶʺة الॽّʁॽʁʴع الǼاʨʱ[0,1]فʹاء ال.  

)لʧȞॽ الȘʽʰʢʱ الʢʵي ) ( )2
: , ,u E E

¥
⋅    الʺعʛف على الʨʴʻ الʱالي: ⋅

1

0
, [0,1], ( )( ) ( ) ( )dtf E x u f x x t f t" Î " Î = - ⋅ò  

  مʛʺʱʶ واحʖʶ نॽʤʺه. uأثʗʰ أنّ 
ǼالE  ʦॽʤʻ. نʜوّد [0,1]فʹاء الʨʱاǼع الॽّʁॽʁʴة الʺʛّʺʱʶة على الʺʳال  EلʧȞॽ  . 20  التمرين

1
⋅.  

1.  ʧȞॽلf EÎ عǼاʱف الʛّنع ،( )T f  الʳʺغة [0,1]على الॽʸالǼ 
1

0
( )( ) ( ) dtxtT f x f t e-= ⋅ò ّأن ʗʰأث .( )T f .ʛّʺʱʶم 
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2.  : Șʽʰʢʱأنّ ال ʗʰأث: : ( )T E E f T f   الفʹاء) .ʛّʺʱʶمE  وّدʜم

 ʦॽʤʻالǼ
1

⋅ .(ʛّقʱʶʺوال Șلʢʻʺفي ال  

ǼالE  ʦॽʤʻ نʜوّد 
2

⋅. 

3.  ʧȞॽلf وg  ʧمE ارʙة أنّ الʺقʤلاحʺǼ .( )21

0
( ) ( ) dtf t x g t+ ⋅ò  ʖجʨم

 Ďǽؗان اأ x Î  :ّأن ʗʰ1، أث

20 2
( ) ( )dtf t g t f g£ò. 

4.  Șʽʰʢʱف الʛّ1نع

0
: : ( )dttE f e f tj  ⋅ò  ّأن ʗʰأث .j  ʛّʺʱʶم

 ʦॽʤʻة للॼʶʻالǼ
2

  واحʖʶ نॽʤʺه. ⋅

,[0,1])لʧȞॽ  . 21  التمرين )E =    الʳʺة على الʛّʺʱʶʺة الॽّʁॽʁʴع الǼاʨʱوّد [0,1]فʹاء الʜن .
E  ʦॽʤʻالǼ

¥
⋅.  

1.  Ďǽؗان  اأf EÎ  عǼاʱف الʛّنع( )L f  فʛّال علىالʺعʳʺغة  [0,1] الॽʸالǼ
1

0
( )( ) ( )dt

t x
L f x e f t

- ⋅
= ò عǼاʱأنّ ال ʗʰأث .( )L f .ʛّʺʱʶم 

2.  Șʽʰʢʱأنّ ال ʗʰأث: , ( )L E E f L f  .ʛّʺʱʶي ومʢّخ 

3.  ʖʶاحL  Șʽʰʢʱال ʦॽʤنL ةʴاجʛʱʺك الʙʽتف ʙ1. (إرشاد: قxe x- ³ -.(  
,[0,1])لʧȞॽ  . 22  التمرين )E =    الʳʺة على الʛّʺʱʶʺة الॽّʁॽʁʴع الǼاʨʱوّد [0,1]فʹاء الʜن .

E  ʦॽʤʻالǼ
¥

العادة نʜوّد ⋅  اخĎॽʢّ  شȞلاً  Ǽuالॽʁʺة الʺʢلقة ʦॽʤʻؗ. ل  ʧȞॽ، وؗ

 ًॼجʨعلى  امE : ȑأ ،:u E    Ďǽأ : ȋʛʷال ȘّقʴȄي وʢّع  اخǼاʱؗان الf 
)، فإنّ [0,1]الʺʨجʖ على  ) 0u f ³.  

1.  ʧȞॽلf وg  ʧمE  ʘʽʴǼ[0,1], ( ) ( )x f x g x" Î . أثʗʰ أنّ £
( ) ( )u f u g£. 

)اسʱʻʱج أنّ  .2 )( )u f u f£. 
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)بʙلالة  uواحʖʶ نॽʤʺه  ʛّ،مu ʺʱʶأثʗʰ أنّ  .3 )u n ʘʽح ،n ʗابʲع الǼاʱال ʨه:  
: [0,1] : 1n x  . 

]غʛʽ معʙوم، ولʧȞॽ  اĎॽɻॽʰʡ  اعʙدً  n لʧȞॽ . 23  التمرين ]E X=   الʲأمǼ ودʙʴات الʛʽʲؗ فʹاء
]حॽّʁॽʁة و ]nF X=   أو ʛها أصغʱي درجʱة الॽّʁॽʁال حʲأمǼ ودʙʴات الʛʽʲؗ فʹاء
 ȑاوʶتn Ďوّد ؗلاʜن .  ʧمE وF  ʦॽʤʻالǼالعلاقةالǼ فʛّعʺ :

maxk
k kkk

a X a

¥

=å.  

1.  Șʽʰʢʱأنّ ال ʗʰأث: :S E E P P ¢  .ʛّʺʱʶم ʛʽغ 
2.  Șʽʰʢʱأنّ ال ʧّ̔ب: :T F F P P ¢  .هʺॽʤن ʖʶواح ،ʛّʺʱʶم 
3.  Șʽʰʢʱالآن ال ʧȞॽل: : (0)U E P P   ّأن ʗʰأث .U  ʖʶواح ،ʛّʺʱʶم

 نॽʤʺه.
}لʧؔʱ الʺʨʺʳعة  .4 : (0) 0}A P E P= Î  A. هل Aو Aمʧ  . أوجʙ ؗلاً ³

 مʛʱاصّة؟
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  التوابع لعدّة متحوّلاتالفصل الخامس: 
 ʧȞॽلn  ًدʙاع  Ďॽɻॽʰʡوم.  اʙمع ʛʽغʛʽʷن  ʜمʛالǼ1 2( , , , )ne e e  ني للفʹاءʨإلى الأساس القان

)الʷعاعي  , , )n + ⋅ وّدهʜن ȑʚما  ال ʦॽʤʻب⋅  ʦʤʻأنّ ؗلّ ال ʥوم، ذلʜالل ʙʻده إلاّ عʙّʴن ʧل

سʛʽʷʻ إلى هʚا الفʹاء الʷعاعي  اʺʱʻهॽة الॼعʙ، وغالॼً الفي حالة الفʹاءات الʷعاॽّɺة  مʱؔافʯة
 ʛʸʱʵʺال ʜمʛالǼ ʦʤّʻʺالnعاعيّ . وسʷوّد الفʹاء الʜʻ( , , )+ ⋅  ًادوم  ʦॽʤʻالǼ⋅.  

x,لʧȞॽ  .1  تعريف y  ʧم ʧȄʛʸʻعn عةʨʺʳʺّ̋ي الʶن ، 
[ , ] { (1 ) : [0,1]}x y tx t y t= + - Î  

  .yو xالʨاصلة بʧʽ  القʠعة الʸॻɿʯʴʸة

 إذا وفقȌ إذا تʴقȘّ الȋʛʷ  مǺʗّʲة إنّها nمA  ʧنقʨل عʧ مʨʺʳعة جʜئॽّة  .2  تعريف
2( , ) ,[ , ]x y A x y A" Î Ì   

sإذا وفقȌ إذا وُجʙ عʛٌʸʻ  نॻّʸʱةونقʨل إنّها  AÎ ȋʛʷال Șّقʴʱی ʘʽʴǼ: 
,[ , ]x A s x A" Î Ì.  

مʨʺʳعةٍ مǼʙّʴةٍ نॽّʺʳةٌ ولʧؔ العʝȞ غʛʽ صॽʴح  مʧ الʨاضح أنّ ؗلَّ   . 1  ملاحʤة

)}2فالʺʨʺʳعة  , ) : 0}A x y xy= Î =  ʚفي أن نأخȞǽ ة إذॽّʺʳ(0,0)نs = ،
X(2,0) ولّؔ̒ها لʗʶॽ مǼʙّʴة فالعʛʸʻان Y(0,2)و = ولA  ʧؔیॽʺʱʻان إلى  =

 ʛʸʻ(1,1)العZ ]یʱʻʺي إلى القʢعة الʺॽʁʱʶʺة  = , ]X Y  ي إلىʺʱʻولّؔ̒ه لا یA  ȑأ
[ , ]X Y AË.  

  (حॽّʁॽʁة) ؗلّ تاǼعٍ  لعʗّة مʦّʲʯلات اتاǺعً نʶّ̋ي  . 3  تعريف

( )1 2: , ( ), ( ), , ( )m
mf A x f x f x f x      

1. حm ʘʽومʱʶقʛّه  nمʧ  غʛʽ خالॽة Aمʢʻلقه مʨʺʳعة جʜئॽّة  ,m n£  دانʙع
1و ،ॽّɻॽʰʡان 2, , , mf f f  عǼاʨفة علىتʛّة معॽّʁॽʁح A  اتॼ ّؗʛها مʽ ّ̋ ʶنf.  
1mوȂذا ؗان  تاǼع حॽʁقيّ لعʙّة مʨʴʱلات حॽّʁॽʁة، وفي الʴالة الʺعاكʶة قلʻا إنّ  fقلʻا إنّ  =

f .ةॽّʁॽʁلات حʨʴʱة مʙّعٌ شعاعيّ لعǼتا 
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  أمʰلة
1. 3 2 2: ,( , , ) ( , )f x y z xyz x y z + -   . 

2. ( )2 3 2: ,( , ) , sin( ), 2f x y x y xy x y - -  . 

3. 1 2
1

: ,( , , , )
n

n
n k

k

f x x x x
=

    . 

  مʦّʲʯلات: الʦʯاǺع الॻّɿॻɿʲة لعʗّة أوّلاً 
  الʹهاǻات والاسʙʸʯار .1

ʛ بʱعʅȄʛ نهاǽة تاǼع عʙʻ نقʢة لاصقة ʨʺʳʺǼعة تعȄʛفه: ّؗʚن  
f:، ولʧȞॽ الʱاǼع nمʨʺʳعة جʜئॽّة غʛʽ خالॽة مA  ʧلʧؔʱ  .4  تعريف A  ʧؔʱول ،

a AÎ  ِة لاصقة بـʢنقA وl Î  ّل إنʨنق .f  لʰقǽl  ًةǻنها  ʙʻله عa  إذا Ȍإذا وفق
:ȋʛʷال Șّقʴت  

 Ďǽة  اأॽالʱʱʺال ʗؗان( )nx  ʛاصʻع ʧمA  ʧة مȃقارʱʺالa  ةॽالʱʱʺال ʗؗان( )( )nf x  ʧة مȃقارʱم
l.  

 ʖʱؔالة نʴه الʚوفي هlim ( )
x a
f x l


)أو  = )

x a
f x l


¾¾¾¾  أوlim

a
f l=.  

,، ولʧȞॽ الʱاǼعn ʧʽمʨʺʳعة جʜئॽّة غʛʽ خالॽة مA  ʧلʧؔʱ  .1 مبرهنة :f g A ، 
aو AÎ  ِة لاصقة بـʢنقA و, , ,l ma b Î  ّض أنʛʱنف .

lim , lim
a a
g m f l= = :ʚٍئʙʻع 

1. lim( )
a

f g l ma b a b⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ . 

2. lim( )
a
f g l m⋅ = ⋅. 

0m، وAلا یʻعʙم على  gإذا ؗان  .3 limؗان  ،¹
a

f l

g m
=. 
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  الإثॺات:
 ʧؔʱل( )nx  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱمA  ʧة مȃقارʱمa  ةॽالʱʱʺن الʨؔت ʚٍئʙʻع( )( )nf x  ةȃقارʱم
 ʧمl  ةॽالʱʱʺوال( )( )ng x  ʧة مȃقارʱمm  اتǽة على نهاॽابʶʴات الॽّاص العʺلʨام خʙʵʱاسȃو

  الʺʱʱالॽات الॽّʁॽʁʴة نʙʳ أنّ 
1. lim ( )( )nn

f g x l ma b a b
¥

⋅ + ⋅ = ⋅ +   . ومʻه⋅

 lim( )
a

f g l ma b a b⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅. 

2. lim ( )( )nn
f g x l m

¥
⋅ = )lim. ومʻه ⋅ )

a
f g l m⋅ = ⋅. 

3. lim ( )nn

f l
x

g m¥
lim. ومʻه =

a

f l

g m
=.                   

  إنّ الʺʛʰهʻة الآتॽة نʳॽʱة مॼاشʛة للʺʛʰهʻة الʶاǼقة.
,، ولʧȞॽ الʱاǼعn ʧʽمʨʺʳعة غʛʽ خالॽة مA  ʧلʧؔʱ  .2 مبرهنة :f g A ،  
aو AÎ ،و,a b Î  ّض أنʛʱنف .f وg  ʙʻان عʛّʺʱʶمa :ʚٍئʙʻع 
1.  ʧʽعǼاʱال ʧكلّ مf ga b⋅ + fو ⋅ g⋅  ʙʻع ʛّʺʱʶمa . 

fؗان  ،Aلا یʻعʙم على  gإذا ؗان  .2

g
  Ďʛʺʱʶام  ʙʻعa. 

  نʱॻʯة
 ʧȞॽ1ل 2 1 2( , , , ), ( , , , )n nP X X X Q X X X   ود بـʙح ȑّʛʽʲؗn مʴʱ ًلاʨ  الʲأمȃو

  حॽّʁॽʁة. إنّ الʱاǼع الʺعʢى Ǽالॽʸغة

1 2
1 2

1 2

( , , , )
( , , , )

( , , , )
n

n
n

P x x x
f x x x

Q x x x
=





  

}مʛّʺʱʶ على مʨʺʳعة تعȄʛفه  : ( ) 0}nD x Q x= Î ¹.   
  الإثॺات
 ʧȞॽ1,2}ل, , }i nÎ   عǼاʱ1إنّ ال 2: ,( , , , )n

i n ip x x x x     على ʛّʺʱʶم
n  ي علىʢّفʹاءلأنّه خ  Ďفإنّ ؗلا ʦّث ʧوم .ʙعॼهي الʱʻم  ʧʽعǼاʱال ʧم( )x P x و
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( )x Q x  على ʛّʺʱʶمn  ّه فإنॽة، وعلʛّʺʱʶع مǼاʨب تʛاء ضʙع وجʨʺʳلأنّهʺا مf  ʛّʺʱʶم
     D.                                                                 على 
  دراسة نهاǻة تاǺع بʦاسʠة الʴʸارات .1.1

[0,1[:ؗلّ تاǼع  Ǽaالʻقʢة  امارĎ  مʴارًانʶّ̋ي  Aj   Șّقʴǽ
0
lim ( )
t

t aj
+

=.  

ان  aنهاǽة له عǽl  ʙʻقʰل  fتʛʰʵُنا مʛʰهʻة نهاǽة مʖّؗʛ تاǼعʧʽ أنّه إذا ؗان  ا ا مارĎ مʶارً  jوؗ
فإنّ  Ǽaالʻقʢة 

0
lim
t

f lj
+

=.  

   أمʰلة

لʙراسة نهاǽة الʱاǼع  .1
2 2

( , )
xy

f x y
x y

=
+

2الʺعʛّف على   \ {(0, 0)}  ʙʻع

1نعʛّف الʺʶارʧȄ ، (0,0)الʻقʢة  2,j j  ةʢقʻالǼ ʧȄّ(0,0)الʺار  ʧʽʱغॽʸالǼ

1 2( ) ( , 0), ( ) ( , )t t t t tj j= 10نلاحȎ أنّ  .=
lim 0
t
f j


= ي أنّهʻعǽ اʚوه ،

0lفإنّ  (0,0)عl  ʙʻنهاǽة  fإذا قʰل الʱاǼع  = ʧؔ20، ول

1
lim

2t
f j


= ʧوم ،

1ثʦّ فإنّ 

2
l =ʝॽإذن ل .ʠاقʻا تʚع ل ، وهǼاʱلf  ةǽنها ʙʻ(0,0)ع . 

لʙراسة نهاǽة الʱاǼع  .2
2

2 2
( , )

xy
f x y

x y
=

+
2الʺعʛّف على   \ {(0, 0)}  ةʢقʻال ʙʻع

) Ǽالॽʸغة Ǽ(0,0)الʻقʢة  امارĎ  ا، نعʛّف مʶارً (0,0) ) ( ,0)t tj نلاحȎ أنّ . =

0
lim 0
t
f j


= لʰي أنّه إذا قʻعǽ اʚوه ،f  ةǽنهاl  ʙʻن  (0,0)عʨȞǽ أن ʙّفلا ب

0l . لإثॼات أنّ =
(0,0)
lim 0f ʴǽقg  Șّ اȞǽفي أن نʙʳ تاǼعً  =

( )
(0,0)
lim 0 ( , ) (0,0), ( , ) ( , )g x y f x y g x y=  " ¹ . Ǽاسʙʵʱام الʺʛʱاجʴة £

2الʺعʛوفة  21
( )
2

xy x y£ +ʙʳن ، 
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1
( , ) (0,0), ( , )

2
x y f x y y" ¹ £  

 ʚأخȃ1و
( , )

2
g x y y=  ّج أنʱʻʱʶن

(0,0)
lim 0f =.  

  الʯʵʸقات الʚʱئॻة. 2
f:، وnمʨʺʳعةً مفʨʱحة غʛʽ خالॽة في  Aلʧؔʱ  .5  تعريف A   ًعǼة  اتاʙّلع

aمʨّʴʱلات، و AÎ. 

1.  ʧȞॽلh  ʧمn  عǼاʱال ʧȞॽول( ) ( )h t f a t hf = + الʺعʛّف ʨʳǼارٍ للʸفʛ في  ⋅
 ّل إنʨنق .f اهʱّاتǺ قاقʯل الاشʮقǻ h  ʙʻعa،  عǼاʱلَ الʰإذا، ق Ȍإذا وفق

( )ht tf  َدʙّ̋ي العʶالة نʴه الʚوفي ه ،ʛفʸال ʙʻقاق عʱالاش( ) (0)a hd f h f ¢= 
 Șّʱʷمf  اهʳاتǼh  ʙʻعa. 

2.   ʧȞॽلni Î  لʨنق .ʧع f ل إنّهʦّʲʯʸة للॺʴʹالǺ قاقʯل الاشʮقǻ ix  ʙʻعa  إذا
، ونʶّ̋ي العʙدَ الʺȘّʱʷ للʱاǼع ieالاشʱقاق Ǽاتʳّاه عʛʸʻ الأساس القانʨني وفقȌ إذا قʰلَ 

، ونʛمʜ إلॽه aعf  ʙʻللʱاǼع  ixالʶابȘ عʙʻ الʸفʛ الʺȘّʱʷ الʜʳئي Ǽالॼʶʻة للʺʨّʴʱل 

ʜمʛالǼ ( ) ( )a i
i

f
a d f e

x

¶
=

¶
)أو   )

ix
f a¢ عǼاʱلَ الʰَذا قȂو .f  ةॼʶʻالǼ قاقʱالاش

xعʙʻ ؗلّ عix  ʛٍʸʻللʺʨّʴʱل  AÎعǼاʱف الʛّا نعʻّفإن ،  

 : , ( )
i i

f f
A x x

x x

¶ ¶


¶ ¶
    

ॽّ̋ه  ʶئيونʚʱال Ȗّʯʵʸع  الǼاʱللf  لʨّʴʱʺة للॼʶʻالǼix. 
، فإنʻّا نعʛّف aلاته عǼʙʻالॼʶʻة لؔل مʨّʴʱل مʧ مʨʴʱّ  اجʜئĎॽ  امʱʷقً  fإذا قhَِل الʱاǼع  .3

  على أنّه  aعf  ʙʻالʱاǼع  تʗرّج

1 2

grad ( )= ( ), ( ), , ( )a
n

f f f
f f a a a a

x x x

æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç ÷ç = ÷ç ÷÷ç¶ ¶ ¶è ø
  
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   أمʰلة
)2لʧȞॽ الʱاǼع  .1 , ) 2 1f x y x y= للاشʱقاق Ǽاتʳاه  ، ولॽɾ ʛʤʻʻʺا إذا ؗان قابلاً +

 ʛʸʻ1الع 1
,
2 2

h
æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè ø

,1)عʙʻ الʻقʢة   1)a = إنّ الʱاǼع  .-

2

( ) ( ) 2 1 1 1
2 2

h
t t

t f a thf
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= + = + - + +ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

  ʙʻقاقيّ عʱاش ʛفʸال

1ومʱʷقّه

2
وॽʀʺة هʚا الʺȘʱʷ هي  aعǼh  ʙʻاتʳاه  امʱʷقf  Ď، ومʻه ǽقʰل -

1
( )

2
ad f h = -. 

 لʱʻأمّل الʱاǼع  .2

2 2
2 2 2

2 2

, 0
: ,( , )

0 , 0

x
x y

f x y x y

x y

ìïï + ¹ïï +íïï + =ïïî

    

a(0,0)عy  ʙʻو Ǽxالॼʶʻة للʺʨّʴʱلʧʽ للاشʱقاق  fولʙʻرس قابلॽّة    . إنّ الʱاǼع=

 1 1

1 / , 0
( ) ( )

0, 0

t t
t f t f a t e

t

ìï ¹ï= + ⋅ = íï =ïî
  

ʛفʸال ʙʻقاق عʱقابل للاش ʛʽإذن  ،غf  لʨّʴʱʺة للॼʶʻالǼ قاقʱل الاشʰقǽ لاx  ʙʻ(0,0)ع.  

2مʧ جهةٍ أخȐʛ، إنّ الʱاǼع  2( ) ( ) 0t f t f a t e= + ⋅ = قابلٌ ل ،ʛفʸال ʙʻقاق عʱلاش

,0)، و(0,0)عǽy  ʙʻقʰل الاشʱقاق Ǽالॼʶʻة للʺʨّʴʱل  fومʧ ثʦّ فإنّ الʱاǼع  0) 0
f

y

¶
=

¶
. 

  إنّ الʱاǼع  .3

2 2
2 2 2

2 2

, 0
: ,( , )

0 , 0

xy
x y

f x y x y

x y

ìïï + ¹ïï +íïï + =ïïî

    
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 ʙʻع ʛّʺʱʶم ʛʽ(0,0)غ  ʧʽّ̔ئʜج ʧʽّقʱʷل مʰقǽ (0,0)ولّؔ̒ه 0
f

x

¶
=

¶
و 

(0, 0) 0
f

y

¶
=

¶
أنّ الʱاǼع ʧȞʺǽ أن ǽقʰل مʱʷقّاتً جʜئॽّةً عʙʻ نقʢة دون  هʚا یʧّ̔ʰو ، 

 Ďʛʺʱʶن مʨȞǽ ها اأنʙʻع. 
4.  ʧȞॽ1ل 2 1 2( , , , ), ( , , , )n nP X X X Q X X X   ود بـʙح ȑّʛʽʲؗn  ًلاʨهʳم 

)وȃأمʲال حॽّʁॽʁة. إنّ الʱاǼع الȑّʛʶؔ الʺعʢى Ǽالॽʸغة:  )
( )

( )

P x
f x

Q x
=  ʘʽح

1 2( , , , )nx x x x=  لاته علىʨّʴʱم ʧل مʨّʴʱة لؔل مॼʶʻالǼ ةॽّئʜقّات جʱʷل مʰقǽ ،

}مʨʺʳعة تعȄʛفه  : ( ) 0}nD x Q x= Î ¹ذا ؗانȂو ، a DÎ  وni Î  
 فإنّ 

2

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

i i

i

P Q
a Q a P a a

x xf
a

x Q a

¶ ¶
⋅ - ⋅

¶ ¶¶
=

¶
  

   ملاحʢات
1إذا ؗان  .1 2( , , , )na a a a=  ّع ، فإنǼاʱال f  لʨّʴʱʺة للॼʶʻالǼ قاقʱل الاشʰقǽix 

 ʙʻعa  عǼاʱلَ الʰإذا ق Ȍ1إذا وفق 1 1( ) ( , , , , , , )i i i nx f x f a a x a a- +=   

وفي هʚه الʴالة ʨȞǽن  .iaعʙʻ  ) الاشʱقاقَ في  ia(الʺعʛّف ʨʳǼارٍ لـ 

( ) ( )i i
i

f
a f a

x

¶ ¢=
¶

. 

2.  ʧوم ،ʙل واحʨّʴʱʺع لǼقاق تاʱول إلى اشʕلات تʨّʴʱʺال ʙة لأحॼʶʻالǼ قاقʱة الاشॽّإنّ عʺل
نعʛفها في حالة الʨʱاǼع لʺʨّʴʱل واحʙ ثʦّ فإنّ قʨاعʙ قابلॽّة الاشʱقاق وحʶاب الʺʱʷقّات الʱي 
وعلى حʶاب الʺʱʷقّات الʜʳئॽّة  ،تȘʰʢʻ على قابلॽّة الاشʱقاق Ǽالॼʶʻة لأحʙ الʺʨّʴʱلات

.ʙهʳال ʧم ʛٍʽʲؗ اتها إلىॼاج إثʱʴǽ ي لاʱة الॽة الآتʻهʛʰʺه الʻافقة. ومʨʺال 



 التوابع لعدّة متحولات
__________________________________________________________ 

194 
 

,، وnمʨʺʳعةً مفʨʱحة غʛʽ خالॽة في  Aلʧؔʱ  .3 مبرهنة :f g A  ʧʽعǼة  تاʙّلع
aمʨّʴʱلات، و AÎ، وni Î  و,l m Î  Ďض أنّ ؗلاʛʱنف .  ʧمf وg  ًقʱʷل مʰقǽا 

 Ďॽئʜل  اجʨʴʱʺة للॼʶʻالǼix  ʙʻعa  ٍʚئʙʻع 
ǽfقʰل الʱاǼع  .1 gl m+  ًقʱʷام  Ďॽئʜل  اجʨʴʱʺة للॼʶʻالǼix  ʙʻعa  ن وʨȞȄ  

 ( )
( ) ( ) ( )

i i i

f g f g
a a a

x x x

l m
l m

¶ + ¶ ¶
= +

¶ ¶ ¶
  

ǽfقʰل الʱاǼع  .2 g⋅  ًقʱʷام  Ďॽئʜل  اجʨʴʱʺة للॼʶʻالǼix  ʙʻعa  وȘّقʴʱȄ 
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i i i

f g f g
a g a a f a a

x x x

¶ ⋅ ¶ ¶
= +

¶ ¶ ¶
  

fفإنّ الʱاǼع  Aلا یʻعʙم على  gوȂذا ؗان  .3 g  ًقʱʷل مʰقǽا  Ďॽئʜل  اجʨʴʱʺة للॼʶʻالǼix 

 ʙʻعa  و:ȘّقʴʱȄ  

 ( )
2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )i i i

f g f g
a g a a f a a

x x xg a

æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç ÷ç= - ÷ç ÷÷ç¶ ¶ ¶è ø
  

f:، وnمʨʺʳعةً مفʨʱحة غʛʽ خالॽة في  Aلʧؔʱ  .6  تعريف A   ًعǼلات.  اتاʨّʴʱة مʙّلع

، اĎॽɻॽʰʡ  اعʙدً  p. وȂذا ؗان Aعلى  اإذا وفقȌ إذا ؗان م0  Ďʛʺʱʶ الʶفمf  ʧنقʨل إنّ 

Ǽالॼʶʻة لؔلّ مʨّʴʱل مʧ  اجʜئĎॽ  اإذا وفقȌ إذا قhَِل مʱʷقً  1p+ الʶفمf  ʧفإنʻّا نقʨل إنّ 

انʗ ؗلّ تلʥ الʺʱʷقّات الʜʳئॽّة مA  ʧمʨʴʱلاته على  مf  ʧ. ونقʨل إنّ pالʶفّ وؗ

  .pؗان العʙد الॽʰʢعي  ا، وذلʥ أp Ďǽإذا وفقȌ إذا ؗان مʧ الʸفّ  ¥الʸفّ 

aو nمk  ʧو jو iإذا ؗان  AÎ ʜمʛالǼ ʜمʛا نʻّفإن ،
2
( )

j i

f
a

x x

¶
¶ ¶

إلى الʺȘّʱʷ الʜʳئي  

للʱاǼع  Ǽjxالॼʶʻة للʺʨّʴʱل 
i

f

x

¶
¶

، وȃالʛمa ʜعʙʻ الʻقʢة  
3

( )
k j i

f
a

x x x

¶
¶ ¶ ¶

  Șّʱʷʺإلى ال

للʱاǼع  kxالʜʳئي Ǽالॼʶʻة للʺʨّʴʱل 
2

j i

f

x x

¶
¶ ¶

، وȃالʺʲل نعʛّف الʛمa ʜعʙʻ الʻقʢة  



 التوابع لعدّة متحولات
__________________________________________________________ 

195 
 

1 2

( )

p

p

i i i

f
a

x x x

¶
¶ ¶ ¶

نʱʶعʺل الʛمʜ  ا. وأخp ًʛʽمʧ الʺʛتॼة  اجʜئĎॽ  امʱʷقĎ ، وهǽ ʨʺّ̡ل 

 ʛʸʱʵʺال
2

2
( )

i

f
a

x

¶

¶
مʧ  بʙلاً  

2
( )

i i

f
a

x x

¶
¶ ¶

و 
3

3
( )

i

f
a

x

¶

¶
مʧ  بʙلاً  

3
( )

i i i

f
a

x x x

¶
¶ ¶ ¶
   .وهʚȞا ،

 مʰالان
1.  ʧȞॽل,P Q  ود بـʙح ȑّʛʽʲؗn  ًلاʨهʳع مǼاʱة. إنّ الॽّʁॽʁال حʲأمȃو  ّȑʛʶؔى  الʢالʺع

)Ǽالॽʸغة:  )
( )

( )

P x
f x

Q x
على مʨʺʳعة تعȄʛفه  ¥، مʧ الʸف =

{ : ( ) 0}nD x Q x= Î ¹ ، عǼاʱة للॽّئʜʳقّات الʱʷʺة الǼاʱؗ ʧȞʺǽ أنّه ʥذلf 

)ȞʷǼل تʨاǼع Ȅّʛʶؗة مقاماتها  )pQ x. 
 لʱʻأمّل الʱاǼع .2

4
2 2

2 2 2

2 2

, 0
: ,( , )

0 , 0

x
x y

f x y x y

x y

ìïïï + ¹ïï í +ïïï + =ïïî

    

ǽfقʰل مʱʷقʧʽّ جʜئf  ʧʽّ̔نعلʦ أنّ 

x

¶
¶

fو 
y

¶
¶

 ولʙیʻا 2على  

5 3 2
2 2

2 2 2

2 2

4
2 2

2 2 2

2 2

2 4
, 0

( , ) ( )

0 , 0

2
, 0

( , ) ( )

0 , 0

x x y
x yf

x y x y
x

x y

x y
x yf

x y x y
y

x y

ìï +ïï + ¹¶ ïï= í +ï¶ ïï + =ïïî
ìï -ïï + ¹¶ ïï= í +ï¶ ïï + =ïïî

  

2مʧ الʨاضع أنّ الʱاǼعʧʽ الʶاǼقʧʽ مʛّʺʱʶان على  \ {(0, 0)}ʧʽʱʴاجʛʱʺا أنّ الʺؗ . 
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5
2 2

2 2
2 2 2

6
( , ) 6

( )

x y
f
x y x y

x x y

æ ö÷ç + ÷ç ÷ç¶ è ø
£ = +

¶ +
  

5
2 2

2 2
2 2 2

2
( , ) 2

( )

x y
f
x y x y

y x y

æ ö÷ç + ÷ç ÷ç¶ è ø
£ = +

¶ +
  

 ʙʻارهʺا عʛʺʱان اسʻʺʹ(0,0)تʧوم ،  ّʛʺʱʶم ʧʽعǼاʱفإنّ ؗلا ال ʦَّه فإنّ ثॽوعل ،f  ʧم

  .2على  1الʸفّ 

، نॽɾ ʧّ̔ʰʺا إذا ؗان ؗلّ مʧ الʱاǼع2 ʧʽلʙراسة انʱʺاء الʱاǼع إلى الʸفّ 
f

x

¶
¶

fو 
y

¶
¶

  ʧم

f. فعلى سʽʰل الʺʲال الʱاǼع 2على  1الʸفّ 

y

¶
¶

  Ďقʱʷل مʰقǽا  ًॽئʜل  اجʨʴʱʺة للॼʶʻالǼ

y  2على اʻیʙول ،  
4 2 2

2 2 3
2 22

2
2 2

( )
, 0

( , )

0 ,

2 3

( )

0

x yf
x y

y
x

x x y

x y

y

ìïïï + ¹¶ ïï= íï¶ ïï + =î

-
-

+

ïï

  

 ʧȄارʶʺام الʙʵʱاسȃ2و 1( ) ( , ), ( ) (0, )t t t t tj j= نʙʳ أنّ  (0,0)الʺارǼ ʧȄّالʻقʢة  =

الʱاǼع 
2

2

f

y

¶

¶
  ʙʻع ʛّʺʱʶم ʛʽفإنّ (0,0)غ ʦّث ʧوم ،f  ّفʸال ʧم ʝॽ2ل  ّلأن

2

2

f

y

¶

¶
 

.ʛّʺʱʶم ʛʽغ  

ولn  ʧȞॽمʨʺʳعةً مفʨʱحة غʛʽ خالॽة مA  ʧلSchwarz ( ʧؔʱ-(شʨارتʜ .4 مبرهنة
:f A  وa AÎ ʧȞॽل .i وj  ʧم ʧȄʛʸʻعn  ʧʽʽȄّʜʳال ʧʽّقʱʷʺض أنّ الʛʱنف
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2

i j

f

x x

¶
¶ ¶

و 
2

j i

f

x x

¶
¶ ¶

، عʙʻئʨȞǽ ʚٍن aومʛّʺʱʶان عA  ʙʻمعʛّفان على  

2 2
( ) ( )

i j j i

f f
a a

x x x x

¶ ¶
=

¶ ¶ ¶ ¶
. 

   الإثॺات
 ʧȞॽ1ل( )i i ne £ 0. ولn ʧȞॽالأساس القانʨني في  £ d<  ʘʽʴǼ( , )B a Ad Ì  ʧȞॽول
2( , )s t Î   ʘʽʴǼi jse te d+   . ولʻعʛّف الʱاǼع >

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )i j i js t f a s e t e f a s e f a t e f aD = + ⋅ + ⋅ - + ⋅ - + ⋅ +  

)على الʺʨʺʳعة  )(0, 0),B d  اة فيʨʱʴʺ2ال عǼاʱغة. إنّ الॽʸالǼ ىʢالʺع 
( ) ( ) ( )i j ig s f a s e t e f a s e= + ⋅ + ⋅ - + ⋅  

 و  ،sو 0بʧʽ  اشʱقاقيّ 

( ) ( ) ( )i j i
i i

f f
g x a x e t e a x e

x x

¶ ¶¢ = + ⋅ + ⋅ - + ⋅
¶ ¶

  

a]0,1[یॽʱح لʻا اسʙʵʱام مʛʰهʻة الʜʱایʙات الʺʙʴودة لʱʻʱʶʻج وجʨد عʙدٍ  وهʚا Î ʘʽʴǼ  
( , ) ( ) (0) ( )

( ) ( )i j i
i i

s t g s g s g s

f f
s a s e t e a s e
x x

a

a a

¢D = - = ⋅ ⋅
æ ö¶ ¶ ÷ç ÷ç= + ⋅ ⋅ + ⋅ - + ⋅ ⋅ ÷ç ÷÷ç¶ ¶è ø

  

ا ؗان الʱاǼع   ّ̋ )ول ) ( )i j
i

f
h y a s e y e

x
a

¶
= + ⋅ ⋅ + ⋅

¶
  Ďॽʀقاʱااش  ʧʽو 0بt و

2
( ) ( )i j

j i

f
h y a s e y e

x x
a

¶¢ = + ⋅ ⋅ + ⋅
¶ ¶

، اسʻʳʱʻʱا حʖʶ مʛʰهʻة الʜʱایʙات الʺʙʴودة 

b]0,1[، وجʨد عʙدٍ امʙّʳدً  Î ʘʽʴǼ  
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2

( , ) ( ) (0)

( ( ) (0))

( )

( )i j
j i

s t g s g

s h t h

s t h t

f
s t a s e t e

x x

b

a b

D = -

= ⋅ -
¢= ⋅ ⋅ ⋅

¶
= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

¶ ¶

  

  أو
2( , )
( )i j

j i

s t f
a s e t e

s t x x
a b

D ¶
= + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

⋅ ¶ ¶
  

ا ؗان الʱاǼع  ّ̋ ول
2

j i

f

x x

¶
¶ ¶

  Ďʛʺʱʶام  ʙʻعa ّا أنʻʳʱʻʱاس ،  

2

( , ) (0,0)

( , )
( ) lim

s tj i

f s t
a

x x s t

¶ D
=

¶ ¶ ⋅
  

 ًʛʽاوأخ  ʧʽادلة بॼʺع الॽʢʱʶنi وj  ʧʽȃوs وt  ّأن ʙʳʻل  
2

( , ) (0,0)

( , )
( ) lim

s ti j

f s t
a

x x s t

¶ D
=

¶ ¶ ⋅
  

ونʱʻʱʶج الʺʶاواة  
2 2
( ) ( )

j i i j

f f
a a

x x x x

¶ ¶
=

¶ ¶ ¶ ¶
                          الʺʢلȃʨة. 

إنّ شȋʛ اسʛʺʱار الʺʱʷقʧʽّ الʧʽʽȄّʜʳ  . 2  ملاحʤة
2

i j

f

x x

¶
¶ ¶

و 
2

j i

f

x x

¶
¶ ¶

  ʙʻعa  في

  الʺʛʰهʻة الʶاǼقة ضʛورȑ وهʚا ما یʻّ̔ʰه الʺʲال الآتي:
  ʰالم
  لʧȞॽ الʱاǼع  

3
2 2

2 2 2

2 2

, 0
: ,( , )

0 , 0

x y
x y

f x y x y

x y

ìïïï + ¹ïï í +ïïï + =ïïî

    
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ǽfقʰل مʱʷقʧʽّ جʜئf  ʧʽʽمʧ الʨاضح أنّ 

x

¶
¶

fو 
y

¶
¶

  وأنّ  

2 2 2
2 2

2 2 2

2 2

( 3 )
, 0

( , ) ( )

0 , 0

yx x y
x yf

x y x y
x

x y

ìï +ïï + ¹¶ ïï= í +ï¶ ïï + =ïïî

  

3 2 2
2 2

2 2 2

2 2

( )
, 0

( , ) ( )

0 , 0

x x y
x yf

x y x y
y

x y

ìï -ïï + ¹¶ ïï= í +ï¶ ïï + =ïïî

  

,0)مʧ جهةٍ أخȐʛ نلاحȎ أنّ  ) 0
f
y

x

¶
=

¶
f، ومʧ ثʦّ فإنّ 

x

¶
¶

  Ďقʱʷل مʰقǽا  Ďॽئʜة ل اجॼʶʻالǼ لʨّʴʱʺل 

y  ةʢقʻال ʙʻوأنّ  (0,0)ع
2
(0,0) 0

f

y x

¶
=

¶ ¶
ʚلʥ فإنّ ،  ) وؗ , 0)

f
x x

y

¶
=

¶
ǽعʻي أنّ  وهʚا 

f

y

¶
¶

  Ďقʱʷل مʰقǽا  Ďॽئʜة ل اجॼʶʻالǼلʨّʴʱʺل x  ةʢقʻال ʙʻوأنّ  (0,0)ع

2 2
(0,0) 1 0 (0,0)

f f

x y y x

¶ ¶
= ¹ =

¶ ¶ ¶ ¶
.  

  المفاضلةقابليةّ  .3

f:، وnمʨʺʳعةً مفʨʱحة غʛʽ خالॽة في  Aلʧؔʱ  .7  تعريف A   ًعǼلات،  اتاʨّʴʱة مʙّلع
aو AÎ ّل إنʨنق ،f فاضلةʸقابل لل  ʙʻعa  Ďقʱʷلَ مʰإذا ق Ȍاإذا وفق  Ďॽئʜة لؔل  اجॼʶʻالǼ

 ʙʻلاته عʨʴʱم ʧل مʨʴʱمa  ُعǼاʱِلَ الhوق 

1
1 2

( ) ( ) ( )

( , , , )

n

i
ii

n

f
f a h f a a h

x
h h h h

h
=

¶
+ - - ⋅

¶
=

å
   

إلى الʸفʦॽʁǼ ʛ مʱʵلفة عʻه، وفي هʚه الʴالة نʶّ̋ي  hالʸفʛَ نهاǽةً له عʙʻما ʶǽعى 
  الȞʷل الʢّʵي

1

d ( ) : , ( )
n

n
i

ii

f
f a h a h

x=

¶
 ⋅

¶å    
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 fللʱاǼع  مʶفʦفة جاكȁʦي. ؗʺا نʶّ̋ي مʸفʨفʱه Ǽالأساس القانʨني aعf  ʙʻ تفاضل 
 ʙʻعa ʜمʛالǼ هاʽإل ʜمʛون  

 1
1 2

J ( ) mat(d ( ), , )= ( ) ( ) ( )n
n

f f f
f a f a a a a

x x x

æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç ÷ç= ÷ç ÷÷ç¶ ¶ ¶è ø
     

dوفي هʚه الʴالة ʨȞǽن  ( )( ) J ( )f a h f a h= ⋅  ʛʸʻا العʻمّ̡ل ʘʽحh  فةʨفʸʺالǼ

1العʺʨد  2( )t
nh h h h= .  

ʜمʛالǼ ناʜذا رمȂو 

1 2

( ) ( ), ( ), , ( )

t

n

f f f
f a a a a

x x x

æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç ÷ç= ÷ç ÷÷ç¶ ¶ ¶è ø
  

 ʧم ʛʸʻإلى العn  عǼاʱة للॽّئʜʳقات الʱʷʺاته الॼ ّؗʛم ȑʚالf  ʙʻعa  ʖʱؔا أن نʻʻȞأم

d ( )( ) ( ),f a h f a h=   ʘʽح,⋅ ⋅ ʨعلى  ه ȑʙʽلّʺي الإقلʶاء الʙʳالn .  

قابل للʺفاضلة على  fفإنʻّا نقʨل إنّ  Aللʺفاضلة عʙʻ ؗلّ عʛʸʻ مʧ  قابلاً  fوȂذا ؗان 

A Șʽʰʢʱف الʛّونع ،d : ( , ), d ( )nf A L x f x     هॽّ̋ ʶع  تفاضلونǼاʱالf.  

f:، وnمʨʺʳعةً مفʨʱحة غʛʽ خالॽة في  Aلʧؔʱ  .5 مبرهنة A   ًعǼة  اتاʙّلع
aمʨّʴʱلات، و AÎ:ةʯؔافʱة مॽلاث الآتʲا الǽن القʹاʨؔت ʚٍئʙʻع ، 
 f  ʙʻقابل للʺفاضلة عa. 
  يʢّخ Șٌʽʰʢت ʙجʨی( , )nu Î    عǼاʱل الʰقǽ ʘʽʴǼ  

( ) ( ) ( )f a h f a u h
h

h

+ - -  

 إلى الʸفʦॽʁǼ ʛ مʱʵلفة عʻه. hالʸفʛَ نهاǽةً له عʙʻما ʶǽعى 
  ارʨج ʙجʨیW  في ʛفʸللn  ٌعǼوتا:We    ʘʽʴǼ

0
lim ( ) 0
h

he


= 

ȘّقʴʱȄو   
, , ( ) ( ) ( ) ( )h W a h A f a h f a u h h he" Î + Î + = + +   
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   الإثॺات

  Șʽʰʢʱف الʛّفي أن نعȞǽ :u  لȞʷالǼ
1

: , ( )
n

n
i

ii

f
u h a h

x=

¶
 ⋅

¶å  .  

  فʛّنع :W  لȞʷالǼ{ , }W A a x a x A= - = - Î ʛفʸارٌ للʨج ʨوه ،

  . ؗʺا نعʛّف الʱاǼعnفي 
( ) ( ) ( )

, 0
: ,

0, 0

f a h f a u h
h

hW h

h

e

ìï + - -ï =ïï íïï ¹ïïî

   

حʘʽ نلاحȎ أنّ  
0

lim ( ) 0
h

he


  ، وأنّ =

, ( ) ( ) ( ) ( )h W f a h f a u h h he" Î + = + +  
  ʧȞॽل :ni Î  عǼاʱال ʧȞॽل .( ) ( )it g t f a t e= + ⋅  ٍارʨʳǼ فʛّالʺع

  . Ǽʺلاحʤة أنّ للʸفʛ في 

0 0

( ) (0)
lim lim ( ) ( ) ( )i i i it t

tg t g
u e e t e u e

t t
e

 

æ ö÷ç- ÷ç= + ⋅ ⋅ ÷ =ç ÷ç ÷÷çè ø
  

)وأنّ  aعǼix  ʙʻالॼʶʻة للʺʨʴʱل  اجʜئĎॽ  اǽقʰل مʱʷقf  Ďنʱʻʱʶج أنّ  ) ( )i
i

f
a u e

x

¶
=

¶
 .

   ونʴʱقʶǼ Șّهʨلة أنّ الʱاǼع

1

( ) ( ) ( )

( )

n

i
ii

f
f a h f a a h

x
h h

h
e=

¶
+ - - ⋅

¶
=

å
  

 قابلٌ  fإلى الʸفʦॽʁǼ ʛ مʱʵلفة عʻه، ومʧ ثʦَّ فإنّ  ǽhقʰل الʸفʛَ نهاǽةً له عʙʻما ʶǽعى 
 ʙʻللʺفاضلة عa اتॼإث ʥلʚل بʺʱȞȄة.، وʻهʛʰʺال                                       
في الʺʛʰهʻة الʶاǼقة ǼالȞʷل  ʧȞʺǽ الʱعʛʽʰ عʧ الȋʛʷ في القʹॽّة  .1  ملاحʤة

( )( ) ( ) ( )f a h f a u h ho+ = + +  ʜمʛال ʛʽʷǽ ʘʽح( )ho  ٍع مهʺلǼإلى تا

hأمام الʱاǼع  h.  
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   أمʰلة
1.  ʧȞॽل:f I    ًعǼفً  اتاʛّالي  امعʵال ʛʽح غʨʱال الʺفʳʺعلى الI ّض أنʛʱنف .f 

  Ǽ ʖʱؔǽُالȞʷل a، وتفاضله عa ʙʻقابلٌ للʺفاضلة عf  ʙʻ. إنّ aعʙʻ  اشʱقاقيّ 
d ( ) : , ( )f a h f a h¢ ⋅    

2.  ʧȞॽل: nf    ًعǼاتا  Ďॽʢّاخ ʧȞॽول ،na Î  العلاقة ʗا ؗان ّ̋ . ل

( ) ( ) ( )f a h f a f h+ = اسʻʳʱʻʱا Ǽاسʙʵʱام  nمh  ʧمʴققة مهʺا ؗان  +

,. مع 3الʺʛʰهʻة  ( ) 0nW he= =  ّأنf  ʙʻقابلٌ للʺفاضلة عa  أنّ و
d ( )f a f=. 

Ǽالʦॽʤʻ الإقلn  ȑʙʽنʜوّد  .3
2

⋅  ȑʙʽلʺي الإقلʶاء الʙʳال ʧم Șّʱʷʺال,  ʧؔʱل .

M  ʧة مʛʣاʻʱعة مȃّʛفة مʨفʸم( )n  عǼاʱف الʛّعʻول ،q  علىn  لȞʷالǼ

1 1

( ) ,
n n

ij i j
i j

q x Mx x m x x
= =

= = åå.  ʛاصʻل عʽʲʺنا تʛʱاخ ʘʽحn 

,لǼ ʧȞॽأعʺʙة.  na h Î اʻیʙل .  

 
( ) ( ),

( ) , , ,

( ) 2 , ,

q a h M a h a h

q a Ma h Mh a Mh h

q a Ma h Mh h

+ = + +

= + + +

= + +

   

  .Mحʘʽ اسʱفʙنا مʧ تʻاʛʣ الʺʸفʨفة 
 Șʽʰʢʱاضح أنّ الʨال ʧ2م ,h Ma h  عǼاʱا الʻفʛّذا عȂي، وʢّخe  لȞʷالǼ  

2

,
, 0

( )

0, 0

Mh h
h

h h

h

e

ìïïï ¹ïï= íïïï =ïïî

   

وجʙنا أنّ 
0
lim 0e وأنّ  =

2
, ( )Mh h h he= قابل  qواسʻʳʱʻʱا أنّ الʱاǼع  ،⋅

 ʙʻللʺفاضلة عa  Șʽʰʢʱال ʨ2وتفاضله ه ,h Ma h.  
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2هي الʺʸفʨفة الʨاحǽّʙة نʙʳ أنّ الʱاǼع  MلاحȎ أنّه عʙʻما تʨؔن 

2
x x  قابل

 ʛʸʻؗلّ ع ʙʻللʺفاضلة عa  ʧمn ʙʻوتفاضله ع ،a  Șʽʰʢʱال ʨي هʢّʵال
2 ,h a h.  

f:، وnمʨʺʳعةً مفʨʱحة غʛʽ خالॽة في  Aلʧؔʱ  .6 مبرهنة A   ًعǼة  اتاʙّلع
aمʨّʴʱلات، و AÎ ّض أنʛʱنف ،f  ʙʻقابل للʺفاضلة عa  نʨȞǽ ʚٍئʙʻعf  Ďʛʺʱʶام  ʙʻع

a.  
   الإثॺات

ا ؗان  ّ̋ )، وُجʙَ تȘʽʰʢ خʢّي aللʺفاضلة عʙʻ  قابلاً  fل , )nu Î     ٌعǼوتاe  فʛّمع
ʴǽقn  Șّللʸفʛ في  ʨʳǼWارٍ 

0
lim 0e =  Șّقʴʱی ʘʽʴǼ

, ( ) ( ) ( ) ( )h W f a h f a u h h he" Î + = + + ⋅ ʧؔول .u  لقهʢʻيّ مʢّخ Șʽʰʢت
 ّʛʺʱʶم ʨفه ʙعॼهي الʱʻم ،ʛفʸال ʙʻه فإنّ  عॽوعلlim ( ) ( )

x a
f x f a


 f، ومʧ ثʦّ فإنّ =

 ʙʻع ʛّʺʱʶمa.                                                                      
,، وnمʨʺʳعةً مفʨʱحة غʛʽ خالॽة في  Aلʧؔʱ  .7 مبرهنة :f g A   ةʙّلع ʧʽعǼتا

aمʨّʴʱلات، و AÎ Ďض أنّ ؗلاʛʱنف ،  ʧمf وg  ʙʻقابل للʺفاضلة عa ʧȞॽول ،
,l m Î  :ʚٍئʙʻع 

fالʱاǼع  .1 gl m+  ʙʻقابل للʺفاضلة عa و 
d( )( ) d ( ) d ( )f g a f a g al m l m+ = + 

fالʱاǼع  .2 g⋅  ʙʻقابل للʺفاضلة عa و 
d( )( ) ( ) d ( ) ( ) d ( )f g a g a f a f a g a⋅ = ⋅ + ⋅ 

f، ؗان الʱاǼع Aلا یʻعʙم على  gإذا ؗان  .3

g
ان aللʺفاضلة عʙʻ  قابلاً     وؗ

 
2

( ) d ( ) ( ) d ( )
d ( )

( )

f g a f a f a g a
a

g g a

æ ö ⋅ - ⋅÷ç ÷ =ç ÷ç ÷çè ø
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   الإثॺات
 ʧا ؗان ؗلّ م ّ̋ ,، وُجʙَ تॽʰʢقان خॽʢّان aللʺفاضلة عʙʻ  قابلاً  gو fل ( , )nu v Î    

e,وتاǼعان  d  ʧȄارʨʳǼ فانʛّمع,U V  في ʛفʸللn  قّقانʴǽ
0
lim 0e و =

0
lim 0d = 

Șّقʴʱی ʘʽʴǼ  

 , ( ) ( ) ( ) ( )

, ( ) ( ) ( ) ( )

h U f a h f a u h h h

h V g a h g a v h h h

e

d

" Î + = + + ⋅

" Î + = + + ⋅
  

Wمʧ جهة أخȐʛ، إنّ  U V= Ç  في ʛفʸارٌ للʨجn  وȄȘّقʴʱ   
1.  Ďǽؗان  اأh WÎ  ّفإن :  

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )

f g a h f g a u v h

h h

l m l m l m

le md

+ + = + + +

+ ⋅ +
   

وȃʺلاحʤة أنّ 
0
lim( ) 0le md+ =  Șʽʰʢʱوأنّ الu vl m+  ّج أنʱʻʱʶيّ نʢّخ

fالʱاǼع  gl m+  ʙʻقابل للʺفاضلة عa  ّوأن 
d( )( ) d ( ) d ( )f g a f a g al m l m+ = + 

2.  ʧȞॽلh WÎ اʻیʙل:   
( )( ) ( ( ) ( ) ( ))

( ( ) ( ) ( ))

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f g a h f a u h h h

g a v h h h

f g a g a u h f a v h h h

e

d

y

⋅ + = + + ⋅

´ + + ⋅

= ⋅ + + + ⋅

  

 ʘʽح( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )h f a h g a h h h hy d e e d= + ، وȃʺلاحʤة أنّ +

0
lim 0y )وأنّ  = ) ( )h g a u f a v+  ّج أنʱʻʱʶي نʢّخf g⋅  قابل للʺفاضلة

 ʙʻعa وd( )( ) ( ) d ( ) ( ) d ( )f g a g a f a f a g a⋅ = ⋅ + ⋅. 
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hثابʗ وʶȄاوȑ الʨاحʙ. لf  ʧȞॽفي حالة  أوّلاً  .3 WÎ :اʻیʙل  

( )

( )
( )

( )
2

1 1
( )

( ) ( )

1 1

( ) 1 ( ) / ( )

1 ( )
1

( ) ( )
1 ( )

( ) ( )

a h
g g a v h h

g a v h g a h

v h
h

g a g a
v h

h
g a g a

o

o

o

o

+ =
+ +
æ ö÷ç ÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç ÷+ + ÷çè ø
æ ö÷ç ÷= - +ç ÷ç ÷çè ø

= - +

   

1وهʚا یʗʰʲُ أنّ الʱاǼع 

g
  ʙʻقابلٌ للʺفاضلة عa  و

2 2

1 d ( )
d ( )

( ) ( )

v g a
a

g g a g a

æ ö - -÷ç ÷ = =ç ÷ç ÷çè ø
و f، وȘʽʰʢʱȃ الʙʻʰ الʲاني مʧ الʺʛʰهʻة على 

1

g
fنʙʳ أنّ  

g
  ʙʻقابل للʺفاضلة عa  ّوأن 

2

( ) d ( ) ( ) d ( )
d ( )

( )

f g a f a f a g a
a

g g a

æ ö ⋅ - ⋅÷ç ÷ =ç ÷ç ÷çè ø
        

f:، وnمʨʺʳعةً مفʨʱحة غʛʽ خالॽة في  Aلʧؔʱ  .8 مبرهنة A و ،a AÎ .
 ǽAقʰل مʱʷقّات جʜئॽّة Ǽالॼʶʻة لؔلّ مʨّʴʱلٍ مʧ مʨّʴʱلاته عʙʻ ؗلّ نقʢة مf  ʧنفʛʱض أنّ 

 ّʛʺʱʶقّات مʱʷʺال ʥة  ةٌ وأنّ تلʢقʻال ʙʻعa  نʨȞǽ ʚٍئʙʻعf  ًقابلا  ʙʻللʺفاضلة عa. 
   الإثॺات

2nسʱؔʻفي Ǽإثॼات حالة  Ǽال2  ʦॽʤʻحʘʽ إنّ الʴالة العامّة تُعالج ǼالȄʛʢقة نفʶها. نʜوّد =

¥
⋅ =   مʱؔافʯة.  2مʧ العʺʨمॽّة إذ إنّ ؗلّ الʦʤʻ على  اوهʚا لا Ȟّʷǽل انʱقاصً  ،⋅

)لʧؔʱ إذن الʻقʢة  , )a b AÎ .ةʻهʛʰʺال ȋوʛʷقّقةً لʴم  
سॽɾ ʗʰʲʻʺا ǽأتي أنّ 

( , ) (0,0)

( , ) 0lim
h k

h k


D =  ʘʽح  
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( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )

( , )

f f
f a h b k f a b h a b k a b

x y
h k

h k

¶ ¶
+ + - - -

¶ ¶D =  

 ʙجʨ0یh >  ʘʽʴǼ( )( , ),B a b Ah Ì.  
 ʧȞॽ0ل e< ʙجʨ0[، ی, [d hÎ ʘʽʴǼ  1إذا ؗان 1( , )h k d< ؗان  

1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2

f f f f
a h b k a b a h b k a b

x x y y

e¶ ¶ ¶ ¶
+ + - <  + + -

¶ ¶ ¶ ¶
 ʧȞॽل

2( , )h k Î   ʘʽʴǼ( , )h k d< . نʹع  

1

2

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

f
f a h b k f a b k h a b

x
f

f a b k f a b k a b
y

¶
D = + + - + -

¶
¶

D = + - -
¶

  

  لʙیʻا 

1
0 0

0

2
0 0

0

( , )dx ( , )dx

( , ) ( , ) dx

( , )dy ( , )dy

( , ) ( , ) dy

h h

h

k k

k

f f
a x b k a b

x x

f f
a x b k a b

x x

f f
a b y a b

y y

f f
a b y a b

y y

¶ ¶
D = + + -

¶ ¶
æ ö¶ ¶ ÷ç ÷= + + -ç ÷ç ÷ç¶ ¶è ø

¶ ¶
D = + -

¶ ¶

æ ö¶ ¶ ÷ç ÷= + -ç ÷ç ÷ç¶ ¶è ø

ó ó
ô ôõ õ

ó
ô
õ

ó ó
ô ôõ õ

ó
ô
õ

  

  وʳȃʺع العلاقʧʽʱ الأخʛʽتʧʽ نʙʳ أنّ 
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1 2

0

0

( , ) ( , )

( , ) ( , ) dx

( , ) ( , ) dy

( , )
2 2

h

k

h k h k

f f
a x b a b

x x

f f
a b y a b

y y

h k h k
e e

e

D ⋅ = D +D

¶ ¶
£ + -

¶ ¶

¶ ¶
+ + -

¶ ¶

£ + £ ⋅

ó
ô
õ

ó
ô
õ

  

)أو , )h k eD ، وهʚا یʗʰʲ أنّ £
( , ) (0,0)

( , ) 0lim
h k

h k


D قابلٌ  f، ومʧ ثʦّ فإنّ =

 ʙʻللʺفاضلة ع( , )a b.                                                               
  إنّ عʝȞ الʺʛʰهʻة الʶاǼقة غʛʽ صॽʴح، وهʚا ما یʻّ̔ʰه الʺʲال الآتي: .2  ملاحʤة

f:لʱʻأمّل الʱاǼع  مʰال:   غةॽʸالǼ ىʢالʺع  

2 1
sin , 0

( )
0, 0

x x
f x x

x

ìïï ¹ïï= íïï =ïïî

  

  و اشʱقاقيّ على  fإنّ 
1 1

2 sin cos , 0
( )

0, 0

x x
f x x x

x

ìïï - ¹ïï¢ = íïï =ïïî

  

fوهʨ مʧ ثʦّ قابل للʺفاضلة عʙʻ الʸفʛ، ولʧؔ مʧ الʶهل رؤȄة أنّ  ¢  ʛفʸال ʙʻع ʛّʺʱʶم ʛʽغ
.ʛفʸال ʙʻةً عǽل نهاʰقǽ أنّه لا ʥذل  

f:، وnمʨʺʳعةً مفʨʱحة غʛʽ خالॽة في  Aلʧؔʱ  نʱॻʯة: A   فʸال ʧ1م 
  .Aللʺفاضلة على  قابلاً  f، عʙʻئʨȞǽ ʚٍن Aعلى 

  
  والنقاط الحرجة امحلي̒ القيم الحدّيةّ .  4

f:، وnمʨʺʳعة غʛʽ خالॽة مA  ʧلʧؔʱ  .8  تعريف A  وa AÎ. 



 التوابع لعدّة متحولات
__________________________________________________________ 

208 
 

0إذا وفقȌ إذا وُجa  ʙعʙʻ  اʸॻɾة صغȎʙ مʲلčॻ یʰلغ  fنقʨل إنّ  .1 d<  ʘʽʴǼ
, ( ) ( )x A x a f x f ad" Î - <  ³ .  

ȋʛʷال Șّقʴذا تȂو \ { }, ( ) ( )x A a x a f x f ad" Î - <   f، قلʻا إنّ <

 .aعʙʻ  اॽʀʺة صغȐʛ تامّة مʴلĎॽ یʰلغ 
0إذا وفقȌ إذا وُجa  ʙعʙʻ  اʸॻɾة عʸʢى (أو Ȏʙʮؕ) مʲلčॻ یʰلغ  fنقʨل إنّ  .2 d< 

 ʘʽʴǼ, ( ) ( )x A x a f x f ad" Î - <  £ .  

ȋʛʷال Șّقʴذا تȂو \ { }, ( ) ( )x A a x a f x f ad" Î - <   f، قلʻا إنّ >

  .aعʙʻ  اॽʀʺة عʤʺى تامّة مʴلĎॽ یʰلغ 
إذا بلغ ॽʀʺة صغa  Ȑʛعʙʻ )ا(أو ॽʀʺة قȐʨʸ مʴلĎॽ  اʸॻɾة حǻّʗّة مʲلčॻ یʰلغ  fنقʨل إنّ  .3

  .aعʙʻ  اعʤʺى مʴلĎॽ  أو

f:، وnمʨʺʳعة غʛʽ خالॽة مA  ʧلʧؔʱ  .9 مبرهنة A  وa AÎ
  ʧة مʢنق

)عʙʻئʚٍ إذا ؗان الʺa  Șّʱʷعʙʻ  ایʰلغ ॽʀʺةً حǽّʙّة مʴلf  Ďॽ. نفʛʱض أنّ Aداخل  )
k

f
a

x

¶
¶

 

  . اؗان معʙومً  امعʛّفً 
  الإثॺات

 ʙقي واحॽʁل حʨّʴʱʺع لǼاʱقة، إنّ الॽʁʴفي ال( ( ) )k kt f a t a e+ - ⋅  ةʺॽʀ لغʰی

 Ďॽلʴة مǽّʙّاح  ʙʻعka  ّفإن ʦّث ʧوم، ومʙقّه معʱʷʺها فʙʻقاقيّ عʱاش ʨوه( ) 0
k

f
a

x

¶
=

¶
.  

Ǽالॼʶʻة لؔل مʨّʴʱل مʧ  امعʙومً  اجʜئĎॽ  امʱʷقً  ʧȞʺǽf أن ǽقʰل الʱاǼع   .3  ملاحʤة
عʙʻ تلʥ الʻقʢة. والʱاǼع  امʧ دون أن یʰلغ ॽʀʺةً حǽّʙّة مʴلa  Ďॽمʨّʴʱلاته عʙʻ نقʢةٍ 

3: ,f x x    ةʢقʻال ʙʻ0عa = .ʥالٌ على ذلʲم  
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f:، وnمʨʺʳعة مفʨʱحة غʛʽ خالॽة مA  ʧلʧؔʱ  .9  تعريف A   لʰقǽ ٌعǼتا
 ʧة مʢؗلّ نق ʙʻلاته عʨّʴʱم ʧل مʨّʴʱة لؔل مॼʶʻالǼ ةॽّئʜقّات جʱʷمA ʧل عʨنق .a AÎ 

 إذا وفقȌ إذا تʴقȘّ الȋʛʷ نقʠة حʙجةإنّها 

, ( ) 0n
k

f
k a

x

¶
" Î =

¶
  

 ʗذا ؗانȂوa AÎ  عǼاʱة للॼʶʻالǼ جةʛة حʢنقf ʻلغ عʰولا یʙ Ďॽلʴة مǽّʙّةً حʺॽʀ ا اهاʻّفإن ،
  .Ǽfالॼʶʻة للʱاǼع  (أو سʛجॽّة) نقʠة سʙج aنقʨل في هʚه الʴالة إنّ 

  تʗʲیॻʮʟ ʗعة الʹقاȉ الʙʲجة. 1.4

aعʙʻما تʨؔن  AÎ
  عǼاʱة للॼʶʻالǼ ًجةʛةً حʢنق:f A  جʛة سʢن نقʨؔفهي إمّا أن ت ،

. لʙʴʱیʙ ذلʥ نلʳأ إلى دراسة إشارة الʱاǼع امʴلĎॽ  حǽّʙّةعʙʻها ॽʀʺةً  fأو یʰلغ 
( ) ( ) ( )x f a x f aD = + -  ،ʛفʸار الʨʳǼ ʥة وذلॼجʨعلى إشارة م Șابʶع الǼاʱال Ȏفإذا حاف

، وȂذا حافȎ على إشارة سالॼة على جʨارٍ aعʙʻ  اॽʀʺة صغȐʛ مʴلf  Ďॽ على جʨارٍ للʸفʛ بلغ
 aؗانʗ  للʸفʛجʨارٍ  ؗلّ ، أمّا إذا غʛّ̔ إشارته على aعʙʻ  اॽʀʺة عʤʺى مʴلf  Ďॽللʸفʛ بلغ 
  .نقʢة سʛج

إذا ؗان  ئل الʺفʙʽة في هʚا الإʡار هي الʺʶارات الʺارّة Ǽالʸفʛ فʺʲلاً اإحȐʙ الʨس

1 2, :]0,1[ nj j    ȑأ ʛفʸالǼ ʧȄّمار ʧȄارʶ1م 2
0 0
lim ( ) lim ( ) 0
t t

t tj j
+ + 

= =  ʙووُج

]0,1[c Î  ʘʽʴǼ1 2]0, [, ( ( )) 0, ( ( )) 0t c t tj j" Î D > D  D، فإنّ هʚا ǽعʻي أنّ الʱاǼع >
 ً̋ ॽʀ لغʰة تʺامً  ایॼجʨام  ً̋ ॽʀةً تʺامً  اوॼه فإنّ  اسالॽوعل ،ʛفʸارٍ للʨج ȑّعلى أa .جʛة سʢنق  
2.4 . ّʗʲع و الأدنى  ناالǺاʯقيّ الأعلى لॻɿح  
  أمʰلة

  لʧȞॽ الʱاǼع  .1
2 2: ,( , )f D x y x y xy + -    

 ʘʽ2ح 2 2{( , ) : 1}D x y x y= Î + £ . 
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فهʨ یʰلغ حǽʙّه الأدنى والأعلى على  Dمʛّʺʱʶ على الʺʨʺʳعة الʺʛʱاصّة  fإنّ الʱاǼع 
)هʚه الʺʨʺʳعة أȑ یʨجʙ عʛʸʻان  , ),( , )a b c d DÎ ʘʽʴǼ:  

( , ) , ( , ) ( , ) ( , )x y D f a b f x y f c d" Î £ £  
)عʙʻ ؗلّ مʧ  ایʰلغ ॽʀʺةً حǽّʙّة مʴلf  Ďॽإنّ  , )a b و( , )c dʗʺʱاهʺا ، فإذا انʙإلى  إح

فهي عD  ʛٌʸʻؗانǼ ʗالʹʛورة نقʢة حʛجة وȂلاّ فهي لا تʱʻʺي إلى داخل  Dداخل 
ʧعة مʨʺʳʺال  

2 2 2\ {( , ) : 1}

{(cos , sin ) : [0,2 ]}

C D D x y x y

t t t p
= = Î + =

= Î


  

Dوالʱي تʱʻʺي إلى  fنʱʻʱʶج مʧ ذلʥ أنه علʻʽا إʳǽاد الʻقاȋ الʛʴجة للʱاǼع 
 ʥلʚ ، وؗ

). لʧؔʱ الآن Cیॼʻغي دراسة الʱاǼع على الʺʨʺʳعة  , )x y  Șّقʴʱت ʚٍئʙʻجةً عʛةٍ حʢنق
  الʺعادلʱان

 
( , ) 2 0

( , ) 2 0

f
x y x y

x
f
x y y x

y

¶
= - =

¶
¶

= - =
¶

   

)وʴȃلّ جʺلة الʺعادلʧʽʱ نʙʳ أنّ  , ) (0,0)x y هي الʻقʢة الʛʴجة الʨحʙʽة للʱاǼع،  =
(0,0)وʰȄلغ الʱاǼع عʙʻها الॽʁʺة  0f = .  

)Ȟǽفي أن نʙرس الʱاǼع  Cلʙراسة الʱاǼع على  ) (cos , sin )g t f t t=  الʳʺعلى ال
[0,2 ]p،  ّأن ʙʳلة نʨهʶȃوg  ʙʻه الأدنى عʙّلغ حʰی/ 4p 5و / 4p  اʻیʙول

( / 4) 3 / 2g p 3یʰلغ حʙّه الأعلى عg ʙʻوأنّ  = / 4p 7و / 4p  اʻیʙول
(3 / 4) 1/ 2g p =.  

infهf  ʨنʱʻʱʶج إذن، أنّ الʙّʴ الأدنى للʱاǼع  0
D
f ، (0,0)وʰȄلغه عʙʻ الʻقʢة  =

supهf  ʨالʙّʴ الأعلى للʱاǼع  وأنّ  3 / 2
D
f =  ʧʽʱʢقʻال ʙʻلغه عʰȄو

1 1
,
2 2

æ ö- ÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
. 
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  لʧȞॽ الʱاǼع  .2
2

2 2
: ,( , )

1

x
f x y

x y


+ +
    

  .2یʰلغ حǽʙّه الأدنى والأعلى على  fوالʺʢلʨب إثॼات أنّ 

  .2على  1مʧ الʸف  fنلاحȎ أنّ الʱاǼع 
  عʧ الʻقاȋ الʛʴجة للʱاǼع، وهي حلʨل جʺلة الʺعادلʧʽʱ  نʘʴॼ أوّلاً 

2 2

2 2 2

2 2 2

( , ) 0
( 1)

2
( , ) 0

( 1)

f y x
x y

x y x
f xy
x y

y y x

¶ -
= =

¶ + +
¶ -

= =
¶ + +

  

ʱʢع نقǼاʱأنّ لل ʙʳʻفʽʱجʛح ʧʽ هʺا Ȍفق ʧ( 1,0)A= B(1,0)و - ، وأنّ =
1 1

( ) , ( )
2 2

f B f A= = -.   

. مʧ الʺʛʱاجʴة 2یʰلغ حǽʙّه الأدنى والأعلى على  fلʗʰʲʻ الآن أنّ 
2 2

2 2 2
( , )

1 1

x y r
f x y

x y r

+
£ =

+ + +
  ʘʽ2ح 2r x y= ، ومʧ حॽʁقة +

أنّ 
2

lim 0
1r

r

r¥
=

+
1R، نʱʻʱʶج وجʨد  > ȋʛʷال Șّقʴǽ  

 2 2 1
( , )

2
x y R f x y+ >  <  

2على الʺʨʺʳعة  مf  ٌʛʺʱʶ ولأنّ  2 2{( , ) : }RD x y x y R= Î + £ 
مD  ʧو C، فإنّه یʰلغ حǽʙّه الأعلى والأدنى على هʚه الʺʨʺʳعة فʨʽجʙ الʺʛʱاصّة

RD :ʘʽʴǼ  
( , ) , ( ) ( , ) ( )Rx y D f C f x y f D" Î £ £   

ا ؗان  ّ̋ ,ول RA B DÎ ّ1، فإن 1
( ) , ( )

2 2
f C f D£- ولʧؔ إذا ؗان  ،³



 التوابع لعدّة متحولات
__________________________________________________________ 

212 
 

2 2x y R+ 1، فإنّ < 1
( ) ( , ) ( )

2 2
f C f x y f D£- < < £ Șّقʴʱه یॽوعل

ȋʛʷال 
2( , ) , ( ) ( , ) ( )x y f C f x y f D" Î £ £  

على  Dو Cعʙʻ الʻق2  ʧʽʱʢیʰلغ حǽʙّه الأعلى والأدنى على  fأȑ إنّ 
 ʧؗلّ م ʗا ؗان ّ̋ اسʻʳʱʻʱا أنّ  fنقʢة حʛجة Ǽالॼʶʻة للʱاǼع  Dو Cالʛʱتʖʽ. ول

,A C B D=   ، ومʧ حʘʽ الʳॽʱʻة لʙیʻا=

2 2

1 1
min ( 1,0) , max (1, 0)

2 2
f f f f= - = - = =

 
  

3.4 . :Ȗʻʮʠاعتʱالارت ʤॻɿʯʴم  
 ʧȞॽ2ل n£  ًدʙاع  Ďॽɻॽʰʡ1، وا 1 2 2{( , ),( , ), ,( , )}n nP x y x y x y=   ʧعة مʨʺʳمn 

 ȑʨʱʶʺة في الʢ2نق ʛاصʻض أنّ العʛʱ1. نف 2, , , nx x x  ʙȄʛة، ونȄاوʶʱؗلّها م ʗʶॽل
 ʦॽʁʱʶاد معادلة مʳǽإy ax b= ʨȞǽن أقʛب ما ȄʛʢǼ" ʧȞʺǽقة ما" إلى الʻقاȋ الʶاǼقة  +

 ʦॽʁʱʶʺا الʚّ̋ي هʶعةً. نʺʱʳاعمʱالارت ʤॻɿʯʴم  ʨʺاال ȋقاʻعة الʨʺʳʺل ȘفP.  
 ʧع ʘʴॼمة هي الʙʵʱʶʺسائل الʨال Ȑʙ2إح( , )a b Î  ارʙن الʺقʨȞǽ ʘʽʴǼ  

2

1

1
( , ) ( )

n

i i
i

f a b ax b y
n =

= + -å  

)2أصغʛ ما ʧȞʺǽ، أȑ إʳǽاد  , )a b Î   نʨȞǽ ʘʽʴǼ ( , ) ( , )f f a ba b £  Ďǽأ ʥؗان اوذل 
2( , )a b Î .   

: لأجل سلاسة ʱؗاǼة الॼɻارات سʻعʺʙ إلى اسʙʵʱام الʛمʨز
1

1 n

i
i

x x
n =

= å  و

2 2

1

1 n

i
i

x x
n =

= å و
1

1 n

i i
i

xy x y
n =

= å:غةॽʸالǼ عǼاʱال ʖʱؔǽُ ʥلʚȃو .  
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2 2 2 2

2

( , ) 2 2 2

, 2 2

f a b x a xab b xya yb y

a a
M xya yb y
b b

= ⋅ + + - - +
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç= ⋅ - - +÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

  

 ʘʽحM  فةʨفʸʺهي ال  
2

1

x x
M

x

æ ö÷ç ÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
  

 ʙجʨʽة فʛʣاʻʱة مॽّʁॽʁفة حʨفʸʺه الʚوه ʙعامʱامي أساس مʤ1 ن 2( , )v v  2للفʹاء  هاʱّأشع ʧم
ا ؗان ؗلّ مʧ مʙّʴد وأثʛ الʺʸفʨفة  ّ̋ اسʻʳʱʻʱا أنّ لها ʧʽʱʺॽʀ ذاتʧʽʱّ̔  اتʺامً  امʨجM  ًॼالʚاتॽّة، ول

0 l m< )، وȂذا ؗان £ , )A B  ًمʺّ̡لا  ʛʸʻيّ العʱʰ ʛؗʺل( , )a b  1في الأساس 2( , )v v  ȑأ

1 2( , )a b Av Bv=   ॽʸǼغة مʛʸʱʵة fاسʢʱعʻا ʱؗاǼة  +
2 2

0 0 0( , ) ( ) ( )f a b A A B B Cl m= - + - +  
 ʘʽ0ح 0 0, ,A B C  ّه فإنॽة. وعلॽّʁॽʁادٌ حʙأع:  

2 2
0 0 0( , ) ( ) ( )f a b A A B B Cl é ù³ - + - +ê úë û

  

)ومʧ ثʦّ فإنّ  , )f a b  عى إلىʶǽ+¥  عىʶǽ ماʙʻ2ع 2
0 0( ) ( )A A B B- +  ¥+إلى  -

2أو ȞʷǼلٍ أوضح عʙʻما ʶǽعى  2a b+  ا یُ ¥+إلىʚوه .ʲ ّأن ʗʰf  ʙʻه الأدنى عʙّلغ حʰی
)2نقʢةٍ  , )a b Î  عǼاʱة للॼʶʻالǼ ًجةʛةً حʢن نقʨؔأن ت ʙّة لا بʢقʻه الʚوه ،f.  

  .fلʘʴॼʻ إذن عʧ الʻقاȋ الʛʴجة للʱاǼع 
 ʧؔʱ2ل( , )a b Î   ٍʚئʙʻجة عʛة حʢنق  

2( , ) 2 2 2 0

( , ) 2 2 2 0

f
a b x a xb xy

a
f
a b xa b y
b

¶
= + - =

¶
¶

= + - =
¶

  

)نقʢةً حʛجةً وحʙʽةً  fوʴȃلّ جʺلة الʺعادلʧʽʱ الʶاǼقʧʽʱ نʙʳ أنّ للʱاǼع  , )a b  ʘʽح  

2 2
,

xy x y
y x

x x
a b a

- ⋅
= = -

-
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ʧȞʺǽ فهʦ الʺʶألة الʶاǼقة على أنّها إʳǽاد أقʛب عʛٍʸʻ مʧ الفʹاء الʺʨلʙّ  .4  ملاحʤة
,Ǽ(1الʳʺلة  )x  :الآتي ʨʴʻة عل الʛؔالف ʦॽʺا تعʻʻȞʺǽ قةȄʛʢه الʚهȃو ،ȋقاʻعة الʨʺʳإلى م

 ʧؔʱ1ل 2( , , , )me e e  ʧȞॽول ،ʙقيّ واحॽʁل حʨّʴʱʺة لॽّʁॽʁʴع الǼاʨʱال ʧة مʛّجʺلة ح

1 2vect( , , , )mV e e e=  ʧم ʛʸʻب عʛاد أقʳǽإ ʙȄʛن .V إلى مʳ ȋقاʻعة الʨʺ

1 1 2 2{( , ),( , ), ,( , )}n nx y x y x y  ةॽّʁॽʁادٍ حʙاد أعʳǽ1أو إ 2, , , ma a a  ʘʽʴǼ
  ʨȞǽن الʺقʙار

( )1 2

2
1 1 2 2

1

( , , , )
1

( ) ( ) ( )m

n

i i m m i i
i

f a a a a e x a e x a e x y
n =

= + + + -å   

  أصغʛ ما ʧȞʺǽ، وتُعالج هʚه الʺʶألة ȄʛʢǼقة مʷابهة لʱلʥ الʺʱعلّقة ʦॽʁʱʶʺǼ الارتʳاع.

 ًॻع اثانǺاʦʯة: الॻّɸعاʵلات الʦّʲʯة مʗّلع  
  قابليةّ المفاضلة. 1

a، وnمʨʺʳعة مفʨʱحة غʛʽ خالॽة مA  ʧلʧؔʱ  . 10  تعريف AÎو ، 

1 2: , ( ( ), ( ), , ( ))m
mf A x f x f x f x     

، إذا وفقȌ إذا، ؗان ؗلّ تاǼع aعʙʻ  قابلٌ للʸفاضلة fلعʙّة مʨّʴʱلات. نقʨل إنّ  اتاǼعً  
:jf A  )1 j m£   ، ونʶّ̋ي الȘʽʰʢʱ الʢّʵيّ aللʺفاضلة عʙʻ  قابلاً  ،) £

1 2d ( ) : , (d ( )( ),d ( )( ), ,d ( )( ))n m
mf a h f a h f a h f a h     

  .aعf  ʙʻتفاضل 
 ʧʽّ̔نʨالقان ʧʽفي الأساس Șʽʰʢʱا الʚفة هʨفʸّ̋ي مʶيونȁʦفة جاكʦفʶع  مǼاʱللf  ʙʻعa 

ȑأ  

( )
1
1

J ( ) mat d ( ), , i
n m

i mj
j n

f
f a f a

x £ £
£ £

æ ö¶ ÷ç ÷ç= = ÷ç ÷ç ÷¶ ÷çè ø
   

mوفي الʴالة الʵاصّة عʙʻما ʨȞǽن  n=ʜمʛالǼ ʜمʛا نʻّفإن ،  
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 ( )1 2

1 2

( , , , )
( ) det J ( )

( , , , )
n

n

f f f
a f a

x x x

¶
=

¶




   

  .aعf  ʙʻللʱاǼع  مʗّʲد جاكȁʦيإلى 
xللʺفاضلة عʙʻ ؗلّ عʛٍʸʻ  قابلاً  f الʱاǼع ؗانوȂذا  AÎ ّا إنʻقل ،f  قابلٌ للʺفاضلة
  ، وعʛّفʻا الʱاǼع Aعلى 

d : ( , ), d ( )n mf A x f x       
  .f تفاضلوأسʺʻʽاه 

 ًʛʽإذا ؗان اوأخ ،p Î  ّل إنʨا نقʻّفإن ،f  ّفʸال ʧمp  ةॼ ّؗʛؗلّ م ʗإذا ؗان Ȍإذا وفق

ॼاته مʧ الʸفّ  ّؗʛم ʧمp. 

 .nمʨʺʳعة مفʨʱحة غʛʽ خالॽة مA  ʧلʧؔʱ  الʷهʛʽة)(الʺʕثʛّات الʱفاضلॽّة  . 11  تعريف
1.  ʧȞॽل:f A   ًعǼلاته.  اتاʨّʴʱم ʧل مʨʴʱة لؔل مॼʶʻالǼ ةॽّئʜقّات جʱʷل مʰقǽ

)grad الʱاǼع نعʛّف )f  علىA غةॽʸالǼ:  

1 2

( ) ( ), ( ), , ( )

t

n

f f f
f x x x x

x x x

æ ö¶ ¶ ¶ ÷ç ÷ç= ÷ç ÷÷ç¶ ¶ ¶è ø
  

2.  ʧȞॽل: nf A   ًعǼلاته.  اتاʨّʴʱم ʧل مʨʴʱة لؔل مॼʶʻالǼ ةॽّئʜقّات جʱʷل مʰقǽ
)divنعʛّف الʱاǼع  )f :لȞʷالǼ  

1

div( ) : , div( )( ) (J ( )) ( )
n

i

ii

f
f A x f x tr f x x

x=

¶
 = =

¶å  

3nنفʛʱض  .3 = ʧȞॽول ،: nf A   ًعǼة لؔل  اتاॼʶʻالǼ ةॽّئʜقّات جʱʷل مʰقǽ

)rotمʨʴʱل مʧ مʨّʴʱلاته. نعʛّف الʱاǼع  )f  علىA  ه فيʺॽʀ ʚأخȄ3و غةॽʸالǼ:  

3 2 1 3 2 1

2 3 3 1 1 2

rot( )( ) ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )

( )( )

f f f f f f
f x x x x x x x

x x x x x x

f x

æ ö¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ÷ç ÷ç= - - - ÷ç ÷÷ç¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶è ø
= 

 

 ʧʽʱʻهʛʰʺات الॼإنّ إث.ȏوك للقارʛʱوم ȌॽʶǼ ʧʽʱʽالآت  
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a، وnمʨʺʳعة مفʨʱحة غʛʽ خالॽة مA  ʧلʧؔʱ  .10 مبرهنة AÎو ،,l m Î ، و

, : mf g A   ʧʽعǼتاʧʽقابل  ʙʻللʺفاضلة عa عǼاʱن الʨȞǽ ʚٍئʙʻع ،f gl m+  ًقابلا 
 ʙʻللʺفاضلة عa  نʨȞȄوd( )( ) d ( ) d ( )f g a f a g al m l m+ = +. 

:، وnمʨʺʳعةً مفʨʱحة غʛʽ خالॽة في  Aلʧؔʱ  .11 مبرهنة mf A   ًعǼة  اتاʙّلع
aمʨّʴʱلات، و AÎ:ةʯؔافʱة مॽلاث الآتʲا الǽن القʹاʨؔت ʚٍئʙʻع ، 
 f  ʙʻقابل للʺفاضلة عa. 
  يʢّخ Șٌʽʰʢت ʙجʨی( , )n mu Î     عǼاʱل الʰقǽ ʘʽʴǼ

( ) ( ) ( )f a h f a u h
h

h

+ - -   

 إلى الʸفʦॽʁǼ ʛ مʱʵلفة عʻه. hالʸفʛَ نهاǽةً له عʙʻما ʶǽعى 
  ارʨج ʙجʨیW  في ʛفʸللn  ٌعǼوتا: mWe    ʘʽʴǼ

0
lim ( ) 0
h

he


= 

)و تاǼعٌ  , )n mu Î    ȘّقʴʱȄو :ȋʛʷال  
, ( ) ( ) ( ) ( )h W f a h f a u h h he" Î + = + +   

مʨʺʳعة مفʨʱحة غB  ʛʽ، وnمʨʺʳعةً مفʨʱحة غʛʽ خالॽة في  Aلʧؔʱ  .12 مبرهنة

 ʧة مॽخالm ʧȞॽول ،:f A B  ًعǼاللʺف قابلاً  اتا ʙʻضلة عa AÎ ʧȞॽول ،

: pg B    ًعǼقابلاً  اتا  ʙʻللʺفاضلة ع( )b f a= عǼاʱن الʨȞǽ ʚٍئʙʻع .g f 
 ، وʨȞȄن aللʺفاضلة عʙʻ  قابلاً 

d( )( ) d ( ) d (a)g f a g b f=   
  الإثॺات
dنʹـــــــــع  ( ), d ( )v g b u f a= لʶʱـــــــــهʽل الʱؔاǼـــــــــة. یʨجـــــــــʶʴǼ ،ʙـــــــــʖ الʺʛʰهʻـــــــــة الʶـــــــــاǼقة،  =
:وتاǼعٌ  nللʸفʛ في  Uجʨار  mUe    ʘʽʴǼ

0
lim ( ) 0
h

he


= ȘّقʴʱȄو  

, ( ) ( ) ( ) ( )h U a h A f a h f a u h h he" Î + Î  + = + +  

:وتاǼعٌ  mللʸفʛ في  Vوجʨارٌ  pVy    ʘʽʴǼ
0

lim ( ) 0
k

ky


= ȘّقʴʱȄو  
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, ( ) ( ) ( ) ( )k V b k B g b k g b v k k ky" Î + Î  + = + +  
  نعʛّف الʱاǼع

: , ( ) ( )mK U h u h h he +   

مʧ الʨاضح أنّ  
0

lim ( ) 0
h
K h


= ʙجʨʽف ،W  في ʛفʸارٌ للʨجn ʘʽʴǼ  

, ( ) ( ) ( ) 1h W K h V b K h B he" Î Î  + Î  £  
  نلاحȎ أنّ 

( )
, ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 1

h W K h u h h h

u h h h u h

e

e

" = +

£ + £ +


  

 ʖʱؔع إذن أن نॽʢʱʶ1ن( ) ( )K h h hy=  ʘʽ1حy  ود علىʙʴعٌ مǼتاW.  
 ʧȞǽ أنّه مهʺا Ȑʛن Ȑʛجهةٍ أخ ʧمh  ʧمW Șّقʴʱی  

( )
( )( )1

( )

( ) ( ( ))

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( )
h

g f a h g b K h

g b v K h K h K h

g b v u h h v h K h K h

g b v u h h v h h K h

g f a v u h h h
j

y

e y

e y y

j

+ = +

= + +

= + + +

= + + + ⋅

= + +





 

  

وȃʺلاحʤة أنّ  
0

lim ( ) 0
h

hj


gإلى الʺʛʰهʻة الʶاǼقة أنّ  ا، نʱʻʱʶج اسʻʱادً = f  قابل

 ʙʻللʺفاضلة عa  ّوأنd( ) d ( ) d (a)g f v u g b f= =  .ةʻهʛʰʺات الॼل إثʺؔǽُ اʚوه ،  
ʖʽ تاǼعʧʽ نʱॻʯة: ʛؗʱي لȃʨفة جاكʨفʸج مʱʻʱʶالة نʴه الʚفي ه:  

( )J( )( ) J ( ) J ( )g f a g f a f a= ´  
  ؗʺا ǽأتي:والʱي تǼ ʖʱُؔالʱفʽʸل 

( )
1

( )
, , ( ) ( ) ( )

m
i i k

p n
j k jk

g f g f
i j x f x x

x y x=

¶ ¶ ¶
" Î " Î = ⋅

¶ ¶ ¶å


   
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  قاعʗة الʴلʴلة في الاشʯقاق. 2
 ʧؔʱلA  ة فيॽخال ʛʽحة غʨʱعةً مفʨʺʳمnو ،I  ًالاʳحً  مʨʱامف  ʧخالٍ م ʛʽغو ،

:f A   ًعǼللʺفاضلة على  قابلاً  اتاA Ďॽʀقاʱا(اشʧȞॽول .(  
( )1: , ( ), ( ), , ( )n nI A t t t tj j j j    

f. حʖʶ الʺʛʰهʻة الʶاǼقة نʙʳ أنّ الʱاǼع Iللʺفاضلة على  قابلاً  اتاǼعً  j  قابل للʺفاضلة
ّ̋ة الآتॽة:Iعلى    ، وتʴʱقȘّ العلاقة الʺه

1

,( ) ( ) ( ) ( ( ))
n

i
ii

f
t I f t t t

x
j j j

=

¶¢ ¢" Î = ⋅
¶å  

3 .Ȗʻʮʠة تؒامل: تʠاسʦف بʙّع معǺقاق تاʯاش  
 ʧȞॽلI وJ  ʧم ʧʽʽخال ʛʽغ ʧʽحʨʱمف ʧʽالʳمو ،a JÎ و:b J I  ًعǼاتا  Ďॽʀقاʱااش ،

:ولʧȞॽ الʱاǼع  ,( , ) ( , )f J I x t f x t´    ّض أنʛʱنف .f  Ďقʱʷل مʰقǽ وأنّه ʛّʺʱʶع مǼاتا 
 Ďॽئʜاج  Ďʛʺʱʶل  امʨّʴʱʺة للॼʶʻالǼxعǼاʱل الʰقǽ ʚٍئʙʻع .  

( )
: , ( , )dt

b x

a
F J x f x t ò   

  وتʴʱقȘّ الʺʶاواة  Jالاشʱقاق على 
( )

, ( ) ( ) ( , ( )) ( , )dt
b x

a

f
x J F x b x f x b x x t

x

¶¢ ¢" Î = ⋅ +
¶

ó
ôõ

  

:لإثॼات ذلʥ، نعʛّف الʱاǼع  ,( , ) ( , )dt
y

a
G J I x y f x t´  ò .  

 ʧȞॽل[ , ] Ja b Ì  ًالاʳوامغلقً  م ،y IÎ ّض أنʛʱنف .a y£  هʚدة إلى هʨالع ʧȞʺǽ ʘʽح)
  )، لʙیʻاGالʴالة Ǽإضافة عʙد ثابʗ إلى 

  عǼاʱال( , )t f x t  ؔاملʱوال ʛّʺʱʶم( , )dt
y

a
f x tò .قاربʱم 

  عǼاʱال( , )x f x t  قاقيّ علىʱاش[ , ]a b. 

  عǼاʱالf

x

¶
¶

]مʛّʺʱʶ على الʺʨʺʳعة الʺʛʱاصّة   , ] [ , ]a ya b ´  ʙجʨʽها، فʽود علʙʴم ʨفه

M Î  :ʘʽʴǼ 
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( , ) [ , ] [ , ], ( , ) ( )
f

x t a y x t M g t
x

a b
¶

" Î ´ £ =
¶

  

)مʛّʺʱʶ و gوالʱاǼع  )dt
y

a
g tò .قاربʱم  

Ǽالॼʶʻة  اجʜئĎॽ  اǽقʰل مʱʷقG  Ďنʱʻʱʶج إذن حʖʶ مʛʰهʻة اشʱقاق الʱؔاملات الʱاǼعة لʨسȌॽ، أن 

)، وأنّ xللʺʨّʴʱل  , ) ( , )dt
y

a

G f
x y x t

x x

¶ ¶
=

¶ ¶
ó
ôõ

)، وʖʰʶȃ اسʛʺʱار الʱاǼع  , )t f x t 

)، وأنّ Ǽyالॼʶʻة للʺʨّʴʱل  اجʜئĎॽ  اǽقʰل مʱʷقG  Ďنʱʻʱʶج أنّ  , ) ( , )
G
x y f x y

y

¶
=

¶
، وأنّ هʚا 

.ʛّʺʱʶم Șّʱʷʺال  
Jفهʨ قابل للʺفاضلة على  1مʧ الʸف  Gنʱʻʱʶج أنّ  I´.  

)لʙیʻا  ) ( , ( ))F x G x b x= عǼاʱإنّ ال .( , ( ))x x b x  ه فيʺॽʀ ʚأخǽ ȑʚالJ I´  ّقاقيʱاش
Jقابل للʺفاضلة على  G، ورأیʻا أنّ Jعلى  I´ ʙʳʻلة لʶلʶة الʙقاع Șʽʰʢإذن ت ʧȞʺॽɾ ،  

( )

, ( ) ( ) ( , ( )) ( , )dt
b x

a

f
x J F x b x f x b x x t

x

¶¢ ¢" Î = +
¶

ó
ôõ

  

                                                                      وهʨ الʺʢلʨب إثॼاته.
  نʱॻʯة

)إذا ؗان  )

( )
: , ( , )dt

b x

a x
F J x f x t ò   ʘʽح, :a b J I  ،انॽّʀقاʱعان اشǼتا

xوأǽّا ؗان  Jاشʱقاقيّ على  Fفإنّ  JÎ :اواةʶʺال ʗقّقʴت  
( )

( )
( ) ( ) ( , ( )) ( ) ( , ( )) ( , )dt

b x

a x

f
F x b x f x b x a x f x a x x t

x

¶¢ ¢ ¢= ⋅ - ⋅ +
¶

ó
ôõ

  

  إنّ للʺʛʰهʻة الآتॽة أهʺॽّة ʛʽʰؗة وخاصّة في تʙʴیॽʰʡ ʙعة نقʢة حʛجة.
f:، وnمʨʺʳعة مفʨʱحة غʛʽ خالॽة مA  ʧلʧؔʱ  .13 مبرهنة A   فʸال ʧعٌ مǼتا
2 وa AÎ ʙجʨی ʚٍئʙʻ0، ع d<  ʘʽʴǼ( , )B a Ad Ì،  ٌعǼوتا

: (0, ) nBe d Ì    ʙʻةً له عǽنها ʛفʸل الʰقǽ0 nÎ  اواةʶʺال Șّقʴʱت ʘʽʴǼ . 
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( )
1

2 2

1 ,

( ) ( ) ( )

1
( )

2

i
ii n

i j
i ji j n

f
f a h f a a h

x

f
a h h h h

x x
e

£ £

£ £

¶
+ = +

¶

¶
+ + ⋅

¶ ¶

å

å
  

ا  ّ̋ ,0)وذلʥ ل )h B dÎ. 
  الإثॺات

 ʗا ؗان ّ̋ 0مʨʺʳعةً مفʨʱحة، فإنّه یʨجA  ʙل d<  ʘʽʴǼ( , )B a Ad Ì ʧȞॽل .
(0, )h B dÎ  ʚٍئʙʻع( , )a h B a Ad+ Î Ì نʹع .  

1

( ) ( ) ( ) ( ) i
ii n

f
h f a h f a a h

x£ £

¶
D = + - -

¶å  

( )
2

1 1 ,

( ) ( ) ( )

1
( )

2i i j
i i ji n i j n

R h f a h f a

f f
a h a h h

x x x£ £ £ £

= + -

¶ ¶
- -

¶ ¶ ¶å å  

ʥلʚ   Ǽالॽʸغة: [0,1]على الʺʳال  jنعʛّف الʱاǼع  وؗ

 
1

( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) i
ii n

f
t f a th f a t a th h

x
j

£ £

¶
= + - + - ⋅ +

¶å  

  ونʶʴǼ ʙʳابٍ ȌॽʶǼ أنّ: [0,1]على  1مʧ الʸف  jمʧ الʨاضح أنّ 
2

1 ,

[0,1], ( ) (1 ) ( ) i j
i ji j n

f
t t t a th h h

x x
j

£ £

¶¢" Î = - ⋅ +
¶ ¶å  

  نʱʻʱʶج مʧ ذلʥ أنّ:

1

0
1

2

1 , 0

( ) (1) (0)

( )dt

(1 ) ( ) dti j
i ji j n

h

t

f
h h t a th

x x

j j

j

£ £

D = -

¢=

æ ö÷¶ç ÷ç= - + ÷ç ÷ç ÷¶ ¶ ÷çè ø

ó
ô
ô
õ

ò

å

  

1وȃʺلاحʤة أنّ 

0

1
(1 )dt

2
t- =ò  ّأن ʙʳن  
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1
2 2

1 , 0

1 ,

( ) (1 ) ( ) ( ) dt

( )

i j
i j i ji j n

i j ij
i j n

f f
R h h h t a th a

x x x x

h h r h
£ £

£ £

æ ö÷¶ ¶ç ÷ç= - + - ÷ç ÷ç ÷¶ ¶ ¶ ¶ ÷çè ø
=

ó
ô
ô
õ

å

å
  

 ʘʽح
1

2 2

0

( ) (1 ) ( ) ( ) dtij
i j i j

f f
r h t a th a

x x x x

æ ö÷¶ ¶ç ÷ç= - + - ÷ç ÷ç ÷¶ ¶ ¶ ¶ ÷çè ø

ó
ô
ô
õ

 .  

لʗʰʲʻ أنّ 
0

lim ( ) 0ijh
r h


). لهʚا الغʛض نأخʚ مʱʱالॽة = )m mx Î  ʛاصʻع ʧ0)م, )B d 

1. إنّ nمʱقارȃة مʧ الʸفʛ في 

0
( ) ( )dtij m mr x K t= ò ʘʽح  

2 2
( ) (1 ) ( ) ( )m m

i j i j

f f
K t t a t x a

x x x x

æ ö÷¶ ¶ç ÷ç= - ⋅ + ⋅ - ÷ç ÷ç ÷¶ ¶ ¶ ¶ ÷çè ø
  

)إنّ  )mK  ة علىʛّʺʱʶʺع الǼاʨʱال ʧة مॽالʱʱا ؗان  [0,1]م ّ̋ مʱقارȃة بʶॼاʡة مʧ الʱاǼع الʸفȑʛ، ول
2

( , ) ( )
i j

f
h t a th

x x

¶
+

¶ ¶
  ًعǼاتا  Ďʛʺʱʶعة امʨʺʳʺ0) على ال, ) [0,1]B d فإنّه  الʺʛʱاصّة، ´

0یʨجʙ عʙدٌ  M<  Ďǽأ ʘʽʴǼؗان  ا( , ) (0, ) [0,1]h t B dÎ   ؗان: ،´
2 2

(1 ) ( ) ( )
i j i j

f f
t a th a M
x x x x

æ ö÷¶ ¶ç ÷ç- + - £÷ç ÷ç ÷¶ ¶ ¶ ¶ ÷çè ø
  

,ومʻه  [0,1], ( )mn t K t M" Î " Î £ ّأن ʙʳغ نॽȃʨة لʻهʛʰم Șʽʰʢʱȃو ،  
1 1

0 0
lim ( ) lim ( )dt 0dt 0ij m mm m
r x K t

¥ ¥
= = =ò ò  

  
ومʧ ثʦّ فإنّ 

0
lim ( ) 0ijh
r h


=.  

   لʻعʛّف الآن الʱاǼعَ 
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2

( )
, 0

: (0, ) ,

0, 0

n

R h
h

B h h

h

e d

ìïï ¹ïïïÌ  íïïï =ïïî

     

ا ؗانʗ الʨʱاǼع  ّ̋ ihل h  ٌدʙع ʙجʨة، فإنّه یʛّʺʱʶة ومॽّʢّ0خ C< ʘʽʴǼ  
2

, , ,nn n i ji j h h h C h" Î " Î " Î £    

  وȃʺلاحʤة أنّ 

1 ,

(0, ), ( ) ( )ij
i j n

h B h C r hd e
£ £

" Î £ ⋅ å  

نʙʳ أنّ 
0

lim ( ) 0
h

he


  وأنّ الʺʶاواة  =

( )
1

2 2

1 ,

( ) ( ) ( )

1
( )

2

i
ii n

i j
i ji j n

f
f a h f a a h

x

f
a h h h h

x x
e

£ £

£ £

¶
+ = +

¶

¶
+ + ⋅

¶ ¶

å

å
  

        مʴقّقة وʚȃلʱȞǽ ʥʺل إثॼات الʺʛʰهʻة.
f:، وnمʨʺʳعة مفʨʱحة غʛʽ خالॽة مA  ʧلʧؔʱ  . 12  تعريف A   ًعǼف  اتاʸال ʧم
2  علىA ʧȞॽول ،a AÎ عةȃّʛʺفة الʨفʸʺّ̋ي الʶن . ʧم( )n 

( )
2

1 ,

H ( )
i j i j n

f
f a a

x x
£ £

æ ö÷¶ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷¶ ¶ ÷çè ø
 ʛِفة هʦفʶم Hesse  عǼاʱللf  ةʢقʻال ʙʻعa .

  . 2الʸف مf  ʧوهي مʸفʨفة حॽّʁॽʁة مʻʱاʛʣة لأنّ 
ʻهʛʰʺة الʳॽʱاغة نॽص ʧȞʺǽ Șابʶال ʅȄʛعʱء الʨل ةوفي ضȞʷالǼ ةʛʽالأخ  

21
( ) ( ) d ( ) ( ) H ( ) , ( )

2
f a h f a f a h f a h h h he+ = + ⋅ + ⋅ + ⋅  
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  عودة إلى النقاط الحرجة والقيم الحدّيةّ. 4

f:، وnمʨʺʳعة مفʨʱحة غʛʽ خالॽة مA  ʧلʧؔʱ  .14 مبرهنة A  عًاǼتا  ʧم

a، ولA ʧؔʱعلى  2الʸف  AÎ  عǼاʱجةً للʛةً حʢنقf ʧؔʱل .

1 2 nl l l£ £ £  فةʨفʸʺة للॽّاتʚال ʦॽʁالH ( )M f a=. 
10عʙʻما  .1 l< ّفإن ،f  Ďॽلʴم Ȑʛةً صغʺॽʀ لغʰای  ʙʻعa. 
0nlعʙʻما  .2  .aعʙʻ  ایʰلغ ॽʀʺةً عʤʺى مʴلf  Ďॽ، فإنّ >
1عʙʻما  .3 0 nl l<  .fنقʢة سʛج Ǽالॼʶʻة للʱاǼع  a، فإنّ >
  الإثॺات
Ǽالn  ʦॽʤʻنʜوّد 

2
⋅ = ⋅ .  

ا ؗانʗ الʺʸفʨفة  ّ̋ Hل ( )f a  اميʤن ʙعامʱأساس م ʙجʨʽة، فʛʣاʻʱم( )
1i i n

v
£ £

مʧ أشعʱّها  

 Șّقʴǽ ȑة أॽّاتʚال,H ( )n i i ii f a v vl" Î ⋅ = ⋅فإذا ؗان .
1

n

i i
i

h h v
=

= ⋅å  ًʛʸʻاع  ʧم

n  ؗان  
2 2

1

2

1

H ( ) ,

n

i
i
n

i i
i

h h

f a h h hl

=

=

=

⋅ = ⋅

å

å
  

0. یʨجʙ 9حʖʶ الʺʛʰهʻة  d<  ʘʽʴǼ( , )B a Ad Ì  ٌعǼقيّ وتاॽʁحe   ف علىʛّمع
(0, ) nB d Ì   ʙʻةً له عǽنها ʛفʸل الʰقǽ0 nÎ  اواةʶʺال Șّقʴʱت ʘʽʴǼ .  
2

2 2

1 1

1
( ) ( ) ( ) ( ) H ( ) , ( )

2
1

( ) ( )
2

n n

i i i
i i

f a h f a df a h f a h h h h

f a h h h

e

l e
= =

+ = + ⋅ + ⋅ + ⋅

= + ⋅ + ⋅å å
   

,0)وذلʥ عʙʻما   )h B dÎ.  
  ومʻه 
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2 2

1 1

( ) ( ) ( )

1
( )

2

n n

i i i
i i

h f a h f a

h h hl e
= =

D = + -

= ⋅ + ⋅å å
  

10عʙʻما  .1 l< ʧȞǽ ا مهʺاʻیʙ0)، ل, )h B dÎ:  

 21

1

( ) ( )
2

n

i
i

h h h
l

e
=

æ ö÷ç ÷çD ³ + ⋅÷ç ÷÷çè ø
å   

 ʧؔول
0

lim ( ) 0
h

he


= ʙجʨʽ0، ف h d< £  ʘʽʴǼ1( )
4

h h
l

h e<  < ،

21ومʻه 

1

( )
4

n

i
i

h h h
l

h
=

<  D ³ ⋅å ّفإن ʦّث ʧوم ،f  Ȑʛةً صغʺॽʀ لغʰی

 Ďॽلʴام  ʙʻعa. 
0nlعʙʻما  .2 < ʧȞǽ ا مهʺاʻیʙ0)، ل, )h B dÎ: 

2

1

( ) ( )
2

n
n

i
i

h h h
l

e
=

æ ö÷ç ÷çD £ + ⋅÷ç ÷÷çè ø
å  

 ʧؔول
0

lim ( ) 0
h

he


= ʙجʨʽ0، ف h d< £  ʘʽʴǼ

( )
4
nh h
l

h e
-

<  2، ومʻه >

1

( )
4

n
n

i
i

h h h
l

h
=

-
<  D ³ ⋅å ،

 .aعʙʻ  اॽʀʺةً عʤʺى مʴلĎॽ یʰلغ  fومʧ ثʦّ فإنّ 
1عʙʻما  .3 0 nl l< < ʙجʨ10، ی d<  ʘʽʴǼ  

1
1 10 ( ) , ( )

4 4
n

nt tv tv
l l

d e e
-

< <  < <   

 ومʻه

2 21
1 10 ( ) 0, ( ) 0

4 4
n

nt tv t tv t
l l

d< <  D < < D > >  

  f.نقʢة سʛج Ǽالॼʶʻة للʱاǼع  ǽaغʛّ̔ إشارته في أȑّ جʨارٍ للʸفʛ، ومʧ ثʦّ فإنّ  DفالʱاǼع 
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في الʴالات الʱي لʦ تʛؗʚُ في الʺʛʰهʻة الʶاǼقة، نʱʴاج أسالʖʽ أخȐʛ لʙʴʱیʙ  .5  ملاحʤة
  ॽʰʡعة الʻقʢة الʛʴجة.

1.4 . čॻلʲة مǻّʗّʲال ʤॻɿعٍ  ادراسة الǺاʯل ʥʻلʦّʲʯʸل  
 ʧؔʱلA  ʧة مॽخال ʛʽحة غʨʱعة مفʨʺʳ2مو ،:f A   فʸال ʧ2م  علىA ،

 ʧؔʱولa AÎ  عǼاʱجةً للʛةً حʢنقf ʧؔʱول .( )
r s

Hf a
s t

æ ö÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷çè ø
 ʧؔʱول ،l m£  هاʽʱʺॽʀ

  الʚاتʧʽʱّ̔. نعلʦ مʧ دراسʻʱا الʶاǼقة أنّ 

( ) ( )2det ( ) , Tr ( )Hf a rt s Hf a r tlm l m= = - + = = +  

2rtفإذا ؗان الʺقʙار  s-  ًॼجʨة هي إشارة  اتʺامً  امʙإشارة واح ʧان مʱّ̔اتʚان الʱʺॽʁال ʗؗانr ،
2rtأمّا إذا ؗان  s-  ًॼإشار اتʺامً  اسال ʧان مʱّ̔اتʚان الʱʺॽʁال ʗلف، ؗانʱʵم ʧʽج تʱʻʱʶه نʻوم ،ʧʽʱ

  ما ǽأتي
2عʙʻما  .1 0rt s- 0rو  <  .aعʙʻ  ایʰلغ ॽʀʺةً صغȐʛ مʴلf  Ďॽفإنّ  ،<

2عʙʻما  .2 0rt s- 0rو  <  .aعʙʻ  ایʰلغ ॽʀʺةً عʤʺى مʴلf  Ďॽفإنّ  ،>

2عʙʻما  .3 0rt s-  .fنقʢة سʛج Ǽالॼʶʻة للʱاǼع  a، فإنّ >

2أمّا في حالة  0rt s-   ، ʖʳॽɾ الʘʴॼ عȄʛʡ ʧقةٍ أخȐʛ لʙʴʱیॽʰʡ ʙعة الʻقʢة الʛʴجة.=
  مʰال

2لʧȞॽ الʱاǼع  3 2: ,( , )f x y x xy x + -   .  
على مʨʺʳعة تعȄʛفه، والʻقاȋ الʛʴجة الʺʨافقة له هي حلʨل جʺلة  2مʧ الʸف  fإنّ 

ʧʽʱالʺعادل  
2 2( , ) 3 1 0

( , ) 2 0

f
x y x y

x
f
x y xy

y

¶
= + - =

¶
¶

= =
¶
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  وʴȃلّ الʳʺلة الʶاǼقة نʙʳ أنّ لها أرȃعة حلʨل
 (0, 1), (0,1), ( 1 / 3,0), (1 / 3,0)A B C D= - = = - =   

  .fتʺّ̡ل ؗلّ الʻقاȋ الʛʴجة للʱاǼع 
ʙʳʻة فॽانʲة الॼتʛʺال ʧة مॽّئʜʳقّات الʱʷʺال ʖʶʴن ȋقاʻال ʥعة تلॽʰʡ ʙیʙʴʱل  

 
2 2 2

2 2
( , ) 6 , ( , ) 2 , ( , ) 2
f f f
x y x x y y x y x

x yx y

¶ ¶ ¶
= = =

¶ ¶¶ ¶
   

  نʷʻُئ الآن الʙʳول
2rt s- t s r   
4- 0 2- 0 A  
4- 0 2 0 B  
4 2 3-  0 2 3-  C  

4 2 3  0 2 3  D  

 Ďا أنّ ؗلاʻل ʧّ̔ʰی ȑʚال  ʧمA وB  ّج، وأنʛة سʢنقf  ʙʻلغ عʰیC  ىʺʤة عʺॽʀ Ďॽّلʴام  ʙʻوع
D  Ďॽلʴم Ȑʛةً صغʺॽʀا.  

مفʨʱحة غʛʽ خالॽة في  مǺʗّʲةً مʨʺʳعةً  Aلʧؔʱ (مʛʱاجʴة الʜʱایʙات الʺʙʴودة)  .15 مبرهنة
nو ،: mf A  ّض أنʛʱنف .f  قابل للʺفاضلة علىA  ʙجʨ0وأنّه ی M£ 

ʘʽʴǼ: 
2

, d ( )x A f x M" Î £ ، ʚٍئʙʻع Șّقʴǽf الآتي ʜʱʷॼʽل ȋʛش 

2 2
, , ( ) ( )x y A f y f x M y x" Î - £ -  

   الإثॺات
ʧȞॽل x وy  ʧم ʧȄʛʸʻعA ًأوّلا Ȏلاحʻأنّه في حالة  . ل( ) ( )f x f y=  ةʴॽʴة صʴاجʛʱʺفإنّ ال

t[0,1]ؗان  اه أĎǽ فإنّ  ، أمّا في الʴالة الʺعاكʶةاوضʨحً  Î  1)ؗان )t x ty- +  ًʛʸʻاع  ʧمA 
 الʱاǼع  ، وʻʻȞʺȄا تعʅȄʛمǼʙّʴة Aوذلʥ لأنّ 

: [0,1] , ( ( )), ( ) ( )t f x t y x f y f xj  + - -   
، وʖʶʴȃ مʛʰهʻة الʜʱایʙات الʺʙʴودة ]0,1[على  وقابلٌ للاشʱقاق [0,1]مʛّʺʱʶ على  jإنّ  

q]0,1[لʨʱاǼع لʺʨّʴʱل واحʙٍ، یʨجʙ الʵاصّة Ǽا Î  ʘʽʴǼ(1) (0) ( )j j j q¢- =ʧؔول .  
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( ) d ( ( ))( ), ( ) ( )t f x t y x y x f y f xj¢ = + - - -  
t[0,1]فإذا ؗان  Î ؗان ،

2 2 2

2 2

( ) d ( ( )) ( ) ( )

( ) ( )

t f x t y x y x f y f x

M y x f y f x

j¢ £ + - - -

£ - -
  

ʧؔول  
2

2
(1) (0) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( )f y f x f y f x f y f xj j- = - - = -  

  ومʻه 
2

2 2 2
( ) ( ) ( ) ( )f y f x M y x f y f x- £ - ⋅ -  

 ʦّث ʧوم
2 2

( ) ( )f y f x M y x- £              ، وهʚا یʦّʱُ إثॼات الʺʛʰهʻة.-
  ʱॻʯةن

 ʧؔʱلA  ًعةʨʺʳةً مǺʗّʲة في  مॽخال ʛʽحة غʨʱمفnو ،:f A  ّض أنʛʱنف .f  قابل
,وأنّ  Aللʺفاضلة على  ( ) 0x A df x" Î حʧȞʺǽ ʘʽ أن  Aعلى  اثابf  ɦًعʙʻئʨȞǽ ʚٍن  =

 ʚ0نأخM ,في الʺʛʰهʻة الʶاǼقة لʙʳʻ أنّ  = , ( ) ( )x y A f x f y" Î =.  
  الʲʸلّي مʙʮهʹة الʯاǺع العʴȜي. 6

:، وnمʨʺʳعةً مفʨʱحة غʛʽ خالॽة في  Aلʧؔʱ  .16 مبرهنة nf A   فʸال ʧم
1.  ʧؔʱلa AÎ و( )b f a= Șʽʰʢʱض أنّ الʛʱنف .d ( )f a  ٍʚئʙʻيّ. عʢّتقابل خ 

U,تʨجʙ مʨʺʳعʱان مفʨʱحʱان  .1 V  فيn  ʘʽʴǼ,b V a UÎ Î  رʨʸن مقʨȞȄوf 
 تاǼعه العʶȞي. g. لV ʧȞॽإلى  Uمʧ  تقابلاً  Uعلى 

g:إنّ  .2 V U  فʸال ʧ1م  علىV ȘّقʴʱȄو 
1,d ( ) [d ( ( ))]y V g y f g y -" Î =  
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  الإثॺات

dنʹع  .1 ( )M f a= ارʱʵون ،l Î   ʘʽʴǼ1

2
2 1Ml - =.  

ا ؗان  ّ̋ )، فإنّه تʨجʛؗ ʙة مفʨʱحة امdf  Ďʛʺʱʶل , )U B a Ad= Ì ʘʽʴǼ 

2
, d ( )x U f x M l" Î - <  

 Ďǽؗان  اأny Î  ف علىʛّنع ،A  عǼاʱ1ال( ) ( ( ))x x M y f xj -= + - .
)لاحȎ أنّ  ) ( )f x y x xj=  =.  

 :قابلٌ للʺفاضلة وأنّ  jمʧ جهةٍ أخȐʛ یʱʹح ʶǼهʨلة أنّ 
1 1,d ( ) d ( ) ( d ( ))x U x I M f x M M f xj - -" Î = - = -   

   :ومʻه

 1
2 22

1 1
, d ( ) d ( )

2 2
x U x M M f xj l

l
-" Î £ - < =  

ʙʳودة نʙʴʺات الʙایʜʱة الʴاجʛʱم ʖʶʴف  

2 2

1
, , ( ) ( )

2
x y U x y x yj j" Î - £ -  

)له نقʢة ثابʱة واحʙة على الأكʛʲ، وأنّ الʺعادلة  jیʧّ̔ʰʱ مʧ ذلʥ أنّ  )y f x=  لها
إلى  Uمॼʱایʧ، فهʨ تقابل مU  ʧعلى  fحلّ واحʙ على الأكʛʲ، أȑ إنّ مقʨʸر 

( )V f U= ّالآن أن ʗʰʲʻل .V  عةʨʺʳحة.مʨʱمف  
 ʧȞॽ0ل 0( )y f x V= Î0، وr >  ʘʽʴǼ0( , )B x r UÌ .  

)0سॽɾ ʗʰʲʻʺا ǽأتي أنّ  , )B y r Vl Ì.  
)0لʧȞॽ إذن  , )y B y rlÎاʻیʙل .  

( )1 1
0 0 02 2 2
( )

2

r
x x M y y M rj l- -- = - < =  
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)0إذا ؗان  , )x B x rÎ  ّفإن  

 
0 0 0 02 2 2

0 2

( ) ( ) ( ) ( )

1

2 2

x x x x x x

r
x x

r

j j j j- £ - + -

< - +

£

  

)0إذن  ) ( , )x B x rj Î عǼاʱه فإنّ الॽ0، وعل 0: ( , ) ( , )B x r B x rj   ȋوʛش Șّقʴǽ
 ʙجʨʽة، فʱابʲة الʢقʻة الʻهʛʰ0م( , )x B x rÎ  ʘʽʴǼ( )x xj و =

( )0( ) ( , ) ( )y f x f B x r f U V= Î Ì ا سȘʰ نʱʻʱʶج أ= ّ̋ مʨʺʳعة مفʨʱحة،  Vنّ . وم

 وهʨ الʺʢلʨب إثॼاته.

2.  ʧȞॽلy VÎ وnk Î   ʘʽʴǼy k V+ Î ʙجʨی .x UÎ وnh Î  ʘʽʴǼ 
x h U+ Î و( ), ( )y f x y k f x h= + =   . لʙیʻا+

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )x h x h M f x f x h h M kj j - -é ù+ - = + - + = -ê úë û   

 ʧؔ1ول
2 22

1
( ) ( ) ( )

2
x h x h M k hj j -+ - = - ، ومʻه £

1
22

1
( )

2
M k h- ³  ّʦث ʧوم:   

 1 2
2 22
2 (*)

k
h M k

l
-£ =  

1مʧ جهةٍ أخȐʛ، وجʙنا أنّ 

2

1
, d ( )

2
x U I M f x-" Î - £ ّه فإنॽوعل ،

d ( )f x  .ّيʢّتقابل خ ʧȞॽلT .ّيʶȞا  تقابله العʻیʙل  
( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) d ( )( )]g y k g y T k T f x h f x f x h+ - - =- + - -   

   :ومʻه

2 2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) d ( )( )g y k g y T k T f x h f x f x h

k hl

+ - - + - -
£ ⋅  

 ʖʶعى  (*)وحʶǽ ماʙʻأنّه ع ʙʳنk  ّفإن ʛفʸال ʨʴنh  هॽوعل ʛفʸال ʨʴعى نʶǽ
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إلى  kفإنّ الʛʢف الأʧʺǽ في الʺʛʱاجʴة الأخʛʽة ǽقʰل الʸفʛ نهاǽةً له عʙʻما ʶǽعى 
ʚلʥ، مʧ ثʦّ، الʛʢف الأʛʶǽ، وهʚا ǽعʻي أنّ  وأنّ  ǽyقʰل الʺفاضلة عg  ʙʻالʸفʛ، وؗ

d ( )g y T=  أوd ( ) d ( ( ))g y Inv f g yé ù= ê úë û.  

d,وȃʺلاحʤة أنّ الॽʰʢʱقات  ,Inv f g  ّج أنʱʻʱʶة نʛّʺʱʶؗلّها مdg  على ʛّʺʱʶمV ،

                ، وهʚا ǽُؔʺل إثॼات الʺʛʰهʻة.Vعلى  1مʧ الʸفّ  gومʧ ثʦّ فإنّ 
  مʙʮهʹة الʯاǺع الʸʷʹي. 7
1 نعʛّh عʧ العʛʸʻفي هʚه الفقʛة   2 1 2( , , , , , , , ) m n

m nx x x y y y +Î    لȞʷالǼ

( , )x y ʘʽ1 ح 2( , , , ) m
mx x x x= Î  1و 2( , , , ) n

ny y y y= Î .  

 ʧؔʱلA  ʧة مॽخال ʛʽحةً غʨʱعة مفʨʺʳمm n+و ،( , )a b AÎو ،: nf A   ًقابلا 
 ʙʻللʺفاضلة ع( , )a b ʜمʛالǼ ʜمʛن .xd ( , )f a b  عǼاʱإلى تفاضل ال( , )x f x b  ʙʻعa 

 ʜمʛالȃوyd ( , )f a b  عǼاʱإلى تفاضل ال( , )y f a y  ʙʻعb ʧȄʜمʛالȃو ،

y xJ ( , ),J ( , )f a b f a b افقʨʺي الȃʨيّ جاكʱفʨفʸاإلى مʱي للȃʨفة جاكʨفʸأنّ م Ȏلاح .ʧʽʱ عǼf 

 ʙʻع( , )a b  Ďॽلʱ ُؗ ʖʱُؔل اتȞʷالǼ( )x yJ ( , ) J ( , ) J ( , )f a b f a b f a b=.  

mمʨʺʳعة مفʨʱحةً غʛʽ خالॽة مA  ʧلʧؔʱ  .17 مبرهنة n+و ،( , )a b AÎو ،

: nf A   فʸال ʧعٌ مǼ1تا  Șّقʴǽ( , ) 0f a b yd. نفʛʱض أنّ = ( , )f a b  ٌتقابل 

 .خʢّيٌّ 

nVعʙʻئʚٍ تʨجʙ مʨʺʳعʱان مفʨʱحʱان  Ì و ،mU Ì  ʘʽʴǼ 
( , )a b U V AÎ ´ Ì  ة:وॽاصّة الآتʵال Șّقʴʱت  

 Ďǽؗان  اأx UÎʙجʨفي  ، یV  ʛٌʸʻعʙʽوح ( )y g x=  Șّقʴǽ( , ) 0f x y = ،
:والʱاǼع  , ( )ng U x g x    ّفʸال ʧ1م:ȘّقʴȄو ، 
 ( )g a b=. 

 
1

y x,d ( ) d ( , ( )) d ( , ( ))x U g x f x g x f x g x
-é ù" Î = -ê úë û
 

 ʧل عʨنقg  الة إنّهʴه الʚيّ في هʹʸعٌ ضǺللʺعادلة  تا Șافʨم( , ) 0f x y =. 
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   تالإثॺا
yلʻʹع  y x xd ( , ), d ( , ), d ( , )M f a b M f a b M f a b= =   لʻعʛّف الʱاǼع و  =

( ): ,( , ) , ( , )m nF A x y x f x y+    

)فهʨ قابل للʺفاضلة وتفاضله عA  ʙʻعلى  1تاǼعٌ مʧ الʸفّ  Fنّ إ , )a b  Șʽʰʢʱال ʨه
  الʢّʵي

( ): ,( , ) , ( , )m n m nL h k h M h k+ +    
)وهʨ مॼʱایʧ لأنّه عʙʻما  , ) 0L h k 0hفإنّ  =  وʱʻȄج عʧ ذلʥ أنّ  =
(0, ) ( ) 0yM k M k= = ʧؔول ،yM  0تقابل إذنk   تقابلٌ خʢّيّ. L، ومʧ ثʦّ فإنّ =

)عʙʻ الʻقʢة  Fیʗʰʲُ تȘʽʰʢ مʛʰهʻة الʱاǼع العʶȞي الʺʴلّي على الʱاǼع  , )a b  ʧʽʱعʨʺʳد مʨوج
 ʧʽʱحʨʱمف,V W  فيm n+  ʘʽʴǼ( , )a b VÎ و( ,0)a WÎ  عǼاʱن الʨȞǽ ʘʽʴǼ  

: ,( , ) ( , )F V W x y F x y   
ً́  1مʧ الʸف  Gوتقابله العʶȞي 1مʧ الʸفّ  تقابلاً  ǽاأ.  

mxعلى أنّها مʨʺʳعة العʻاصU  ʛلʻعʛّف الʺʨʺʳعة  Î   Șّقʴي تʱال( ,0)x WÎ .
aلاحȎ أنّ  UÎ.  

xمفʨʱحة، وأنّه إذا ؗان  Wمʨʺʳعة مفʨʱحة لأنّ  Uمʧ الʨاضح أنّ  UÎ  ʛʸʻع ʙجʨʽف
( , )x y VÎ  ʘʽʴǼ( ,0) ( , ) ( , ( , ))x F x y x f x y= ) ، ومʻه= , ) 0f x y = .  

nyنفʛʱض وجʨد  ¢ Î   ʘʽʴǼ( , )x y V¢ Î و( , ) 0f x y ¢ =  ʚٍئʙʻع
( , ) ( , )F x y F x y¢ ا ؗان  = ّ̋ yؗان  امॼʱایً̒  Fول y ، ونʨؔن y، ومʻه نʱʻʱʶج وحʙانॽّة =¢

  بʚلʥ أثʻʱʰا الȘّʷ الأوّل مʧ الʺʛʰهʻة.
:لʻعʛّف الآن الʱاǼع  ng U    رةʨن صʨؔت ʘʽʴǼx UÎ  Șوفg  ʛʸʻهي العy  ʙʽحʨال

 Șّقʴǽ ȑʚال( , )x y VÎ و( , ) 0f x y = .  
 ʚٍئʙʻع, ( , ( )) ( ,0)x U F x g x x" Î )، ومʻه = , ( )) ( ,0) ( )x g x G x x= =F ا ؗان ّ̋ . ول
G  فʸال ʧ1م  ؗانg  ّفʸال ʧ1 م  ً́ ǽاأ.  
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)مʧ جهةٍ أخȐʛ، لʙیʻا  )d ( )( ) ,d ( )( )x h h g x hF )و  = ( )) 0f xF  ʨȞॽɾن الʺقʙار. =

( )d ( ) d ( )( ,d ( )( ))f x x h g x hF F  ًȄاوʶار امʙللʺق  

( ) ( )x yd ( ) ( ) d ( ) d ( )( ) 0f x h f x g x hF + F =  

x إذا ؗان UÎ و mh Î ؗان ،  

( ) ( )
1

y xd ( )( ) d ( ) d ( ) ( )g x h f x f x h
-é ù= - F Fê úë û
  

  
  أو 

( ) ( )
1

y xd ( ) d ( ) d ( )g x f x f x
-é ù= - F Fê úë û
  

                                                                         كʺا هʨ مʢلʨب.
   :ملاحʤة

  Ǽاسʙʵʱام مʸفʨفات جاكȃʨي على الʨجه الآتي:ʧȞʺǽ إعادة ʱؗاǼة الʺʛʰهʻة الʶاǼقة 
 ʧؔʱلA  ʧة مॽخال ʛʽحةً غʨʱعة مفʨʺʳمm n+و ،: nf A   اتهॼ ّؗʛ1م 2, , , nf f f 

)، و1مʧ الʸف  اتاǼعً  , )a b AÎ ʘʽʴǼ ( , ) 0f a b yJالʺʸفʨفة  . نفʛʱض أنّ = ( , )f a b 

)تقʰل الʺعادلة عʙʻئʚٍ  .قلȃʨة , ) 0f x y ) اوحʙʽً  حلاy  Ďفي الʺʳهʨل  = ) ny g x= Î   ماʙʻع
  . aللعU  ʛʸʻفي جʨارٍ  ʨȞǽxن 

ʚلʥ فإنّ  :الʱاǼع  وؗ , ( )ng U x g x    ّفʸال ʧ1م:ȘّقʴȄو ،  
1

y x,J ( ) J ( , ( )) J ( , ( ))x U g x f x g x f x g x
-é ù" Î = - ´ê úë û  

1nوفي الʴالة الʵاصّة عʙʻما  = : ȌʶǼاغة أॽʸح الॼʸت  
 ʧؔʱلA  ʧة مॽخال ʛʽحةً غʨʱعة مفʨʺʳ1مm+و ،( , )a b AÎو ،:f A   ʧعٌ مǼتا

)أنّ . نفʛʱض 1الʸف  , ) 0f a b ، وأنّ =
1
( , ) 0

mx
f a b

+
¢ ¹.  ʚٍئʙʻل الʺعادلة عʰتق  

( )( , ) 0 xf x y E=  
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مʧ الʸف  g. أȑ یʨجʙ تاǼع aفي جʨارٍ للعx  ʛʸʻعʙʻما ʨȞǽن  اوحʙʽً  حلاً  Ǽyالʺʳهʨل 
1  نʨȞǽ ʘʽʴǼ( )y g x=  لةʺʳلل ʙʽحʨلّ الʴال ʨهxE نʨȞǽ الةʴه الʚوفي ه .  

1

( , ( ))
( )

( , ( ))
i

i
m

x
x

x

f x g x
g x

f x g x
+

¢
¢ = -

¢
  

p  )1pمʧ الʸف  fوعلॽه فإنّه إذا ؗان  ً́  pمʧ الʸف  gؗان )،  ³ ǽاأ.  
  مʰال:

2لʧȞॽ الʱاǼع  2( , ) 3f x y x y xy y= + - ، ولʱʻامّل الʺعادلة 2الʺعʛّف على  +
( , ) 0f x y   .Ǽyالʺʳهʨل  =

(0,0)و 2على  ¥تاǼعٌ مʧ الʸفّ  fإنّ  0f ؗʺا نلاحȎ أنّ  =
(0, 0) 3 0yf ¢ = I,مفʨʱحان ، فʖʶʴ مʛʰهʻة الʨʱاǼع الʹʺॽّʻة یʨجʙ مʳالان¹ J من 

  ʘʽʴǼ(0,0) I JÎ :وتاǼع  ،´ , ( )I J x xj j   ّفʸال ʧم ʙʽوح¥ 
ȘّقʴȄو  

(0) 0, , ( , ( )) 0x I f x xj j= " Î =  
  كʺا تʴʱقȘّ الʺʶاواة 

( , ( )) 2 ( )
, ( )

( , ( )) 2 ( ) 3
x

y

f x x x x
x I x

f x x x x

j j
j

j j

¢ -¢" Î = - = -
¢ - +

   

ʨʳǼار الʸفʛ نʙʳ الʛʷʻ حʱى الʺʛتॼة الʲانॽة لهʚا الʱاǼع فj  ʖʱؔʻولʺعʛفة سلʨك الʱاǼع  
2 3( ) ( )x a bx cx O xj = + + ا ؗان + ّ̋ (0)، ول 0j وجʙنا  =
2 3( ) ( )x bx cx O xj = + )، ومʧ الʺعادلة + , ( )) 0f x xj =  ʙʳن  

( ) ( )
2

2 2 3 2 3( ) ( 3) ( ) 0x bx cx O x x bx cx O x+ + + - - + + =   

  ومʻه
2 2 33 (1 3 ) ( ) 0bx b c b x O x+ + + - + =   
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 ʧال ؗلّ مʲقة أمǼاʢʺȃوx 2وx  ʙʳ1ن
0,

3
b c= = . أȑ إنّ -

2 31
( ) ( )

3
x x O xj = - عʙʻ  اॽʀʺةً عʤʺى مʴلĎॽ یʰلغ  ǽjعʻي أنّ الʱاǼع  وهʚا +

.ʛفʸال  
  المقيدّة والنقاط الحرجة امحلي̒ القيم الحدّيةّ . 8

mمʨʺʳعة مفʨʱحةً غʛʽ خالॽة مA  ʧلʧؔʱ  (مʷارʔȂ لاغʙانج) .18 مبرهنة n+  ʧȞॽول

:f A 1، و 2: , ( ( ), ( ), , ( ))n
ng A t g t g t g t    عǼتاʽ فʸال ʧم ʧ

1  علىA . ًʛʽأخ ،ʧؔʱال { , ( ) 0}M x A g x= Î Maو = Î  .  
  نفʛʱض أنّ:

.1  Ďǽؗان  اأt AÎ  ّة فإنॼرت( )J ( ) ( )n m ng t ´ +Î  عǼاʱي للȃʨفة جاكʨفʸم ،g 

 ʙʻعt،  ȑاوʶتn.  
  .aعʙʻ  اॽʀʺة حǽّʙّة مʴلM  Ďॽعلى  fمقʨʸر  Mf/یʰلغ الʱاǼع  2.

 ʙجʨت ʚٍئʙʻفة عʨفʸم( )1 2 nl l lL =   ʧ1م ( )ń   ʘʽʴǼ  

1

J ( ) J ( ) J ( ) (*)
n

i i
i

f g ga a l a
=

= L´ = å   

، ونʶّ̋ي الأعʙاد مقʗّ̒ةنقʠة حʙجة إنّها  (*)تʴقa  Șّنقʨل عʧ ؗلّ نقʢة 

1 2, , , nl l l انجʙلاغ ʔȂارʷافقة ل مʨʺاال ʥلʱ.ةʢقʻل 
  الإثॺات

Jرتॼة  إنّ  ( )g a ȑاوʶت ،n ، ارॽʱاخ ʧȞʺǽ ʦّث ʧومn  ًدʨʺح  اعॼʸʱفة لʨفʸʺه الʚه ʧم
الʺʸفʨفة الʺȞّʷلة مʧ هʚه الأعʺʙة قلȃʨةً. وعʙا عʧ إجʛاء تʙʰیل على عʻاصʛ الأساس 

}القانʨني، فإنّه ʧȞʺǽ اعॼʱار أنّ هʚه الأعʺʙة هي الʱي أدلʱّها  1, 2, , }m m m n+ + + ؛

 الʺʸفʨفة أȑ إنّ 
1
1

( )i

i nj
m j m n

g

x
a

£ £
+ £ £ +

æ ö¶ ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷¶ ÷çè ø
  قلȃʨة. 
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1نʹع  2 1 2( , , , ), ( , , , )m m m n my x x x x x x x+ + += =  ،

1 2( , , , )ma a a a=  1و 2( , , , )m m m nb a a a+ + +=   ȑأ( , )a ba =.  

1لʧȞॽ الʱاǼع  2: ,( , ) ( ( , ), ( , ), , ( , ))n
kg A x y g x y g x y g x y    .  

Jإنّ  ( )yg a  ةॽّʻʺʹع الǼاʨʱة الʻهʛʰم ʖʶح ʙجʨʽةٌ فȃʨارٌ قلʨجU  ٌعǼة، وتاʢقʻحٌ للʨʱمف ʙʽوح 

: nUF    فʸال ʧ1م ʘʽʴǼ , ( , ( )) 0x U g x x" Î F )و ،= )b a= F، 
 ȘّقʴʱȄو ً́ ǽاأ:  

1
,J ( ) J ( , ( )) J ( , ( ))y xx U x g x x g x x

-é ù" Î F =- F ´ Fê úë û  

:الʱاǼع  إنّ  , ( , ( ))h U x f x x F   ʙʻة عॽّّلʴة مǽّʙّةً حʺॽʀ لغʰیa UÎ ʚٍئʙʻع .
 Șّقʴʱی  

J ( ) J ( ) J ( ) 0x yf f aa a+ ´ F =  
ʛل آخȞʷǼ أو  

1
J ( ) J ( ) J ( ) J ( ) J ( )x y y x xf f g g ga a a a a

-

L

é ù= ´ ´ = L´ê úë û
  

  ومʧ الʺʶاواة الʨاضʴة
1

J ( ) J ( ) J ( ) J ( ) J ( )y y y y yf f g g ga a a a a
-

L

é ù= ´ ´ = L´ê úë û
  

  نʱʻʱʶج أنّ 
J ( ) J ( )f ga a= L´   

1وȂذا ؗان  2( )nl l lL =  ّفإن ،  

1

J ( ) Jg ( )
n

i i
i

f a l a
=

= å  

                                                                        وهʚا ما نʙȄʛ إثॼاته.
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ʥȂʙʸل تʦلʲم  
 ِʙِع  جǼاʱالأعلى والأدنى لل ʧیʙّʴ2ال 2( , ) 2 3f x y x y=   على الʺʨʺʳعة +

2 2 4{( , ) : 1}K x y x y= Î + =  
  الʲلّ 

مʛّʺʱʶ علʽها فهʨ یʰلغ حǽʙّه عʙʻ نقf  ʧʽʱʢ، ومʨʺʳعة مʛʱاصّة لأنّها مغلقة ومʙʴودة K إنّ 
)حʛجʧʽʱ مقʙّ̔تʧʽ. لʧؔʱ إذن  , )x y  ʙجʨی ʚٍئʙʻةً عʙّ̔جةً مقʛة حʢنقl Î   ʘʽʴǼ  

3

2 4

4 2 (1)

6 4 (2)

1 (3)

x x

y y

x y

l

l

ìï =ïïïï =íïïï + =ïïî

  

  الʶاǼقة.ʴلّ جʺلة الʺعادلات ن
0xإذا ؗان  1yفʙʳʻ  (3)نعʨّض في  = = انʱʢقʻ0)، وال, 1) .تانʙّ̔ان مقʱجʛح  
0yإذا ؗان  1xفʙʳʻ  (3)نعʨّض في  = = ،  انʱʢقʻوال( 1,0) .تانʙّ̔ان مقʱجʛح  

0xyإذا ؗان  2lؗان  ¹ 23و = 4y= هʻ3، وم

2
y =  في ʠȄʨعʱالȃ(3)، و  ʙʳن

7 / 4x = .  
)نقاȋ حʛجة مقʙّ̔ة هي  ثʺانهʻاك  إذن )7 / 4, 3 / 2  0)و, 1) و( 1,0) ،

 ȋقاʻه الʚؗل ه ʙʻع عǼاʱال ʦॽʀ قارنةʺȃانيوʺʲأنّ  ال ʙʳنf  هʙّلغ حʰی ʧʽʱʢقʻال ʙʻ0)الأدنى ع, 1) 
)وʰȄلغ حʙّه الأعلى عʙʻ الʻقاȋ الأرȃع  )7 / 4, 3 / 2   ّوأن  

( , ) ( , )

25
min ( , ) 2, max ( , )

8x y K x y K
f x y f x y

Î Î
= =   
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	تȂʙʸʹات ومʴائل

  
خȋʨʢ  وارسʦ في ؗلّ حالة مʧ الʴالات الآتॽة، fالʱاǼع مʨʺʳعة تعfD  ʅȄʛعʧّ̔  . 1  التمرين

)}الʺʨʺʳعات  اأȑ مّ̡ل بॽانĎॽ  ؛الȄʨʶʱة , ) : ( , ) }zA x y D f x y z= Î =:  

  2 21 1
9 4

( , ) 1f x y x y= - -.  

 ( , ) log( )xf x y y e= -.  

 ( , )
y xy

f x y
x y

+
=

-
. 

, لʧȞॽ . 2  التمرين : [0,1]f g    عǼاʱار الʛʺʱاس ʗʰأث .ʧودیʙʴم ʧʽعǼ2تا:H   
 :Ǽالॽʸغةالʺعʛّف 

[0,1]

( , ) ( ( ) ( ))sup
t

H x y x f t y g t
Î

= ⋅ + ⋅ 

 .إلى  2أثʗʰ أنّه لا یʨجʙ تقابل مʛّʺʱʶ مʧ الʙائʛة الʨاحǽّʙة في  . 3  التمرين
f: امĎʛʺʱʶ  تقابلاً  جʙْ  . 4  التمرين A B :ةॽالʱالات الʴال ʧي في ؗلّ مʶȞع العǼاʱال ʖʶواح 

1. , ]0,1[B A= =. 

2.  2( ', '), ( , )B B a r A B a r= = Ì . 

3. 2, ]0,1[ ]0,1[B A= = ´. 
  وجʨدها:، واحʰʶها في حال (0,0)عʙʻ الʻقʢة  الآتॽة الʨʱاǼع نهاǽاتادرس  . 5  التمرين

  
2 2 2 2

1
2 2

( )ln( )
( , )

x y x y
f x y

x y

- +
=

+
    

   2
tan( )

( , )
xy

f x y
xy

=  

  3 2

sin( )
( , )

xy
f x y

xy x
=

+
    



 التوابع لعدّة متحولات
__________________________________________________________ 

238 
 

  
1

4 2

1
( , )

x
f x y e

y

-

= 

  ( )5
2 2

( , ) ln
x y

f x y x
x y

+
=

+
 

  ( )
2 2

6 2 2

ln(1 2 )
,

x y
f x y

x y xy

+ +
=

+ -
  

  7 2 2

1
( , )

2

xye xy
f x y

y x

- -
=

+
   

   
2

8
sin( )

( , )
x

f x y
x y

=
+

 

  الʱاǼعلʧȞॽ  . 6  التمرين

( )
2

*
2 2

: : ( , )
a bx y

f x y
x y

+ 
+

    

 ًʡʛش ʙالازمً  اج  ًॽɾا )2على  اوؗ , )a b Î   عǼاʱن للʨȞǽ ّىɦحf  ʙʻة عǽنها
(0,0). 

  لʧȞॽ الʱاǼع : . 7  التمرين
2:]0, [ [0,2 [ \ {0} : ( , ) ( cos , sin )r r rf p q q q¥´     

  مʛّʺʱʶ ؟ -1fتقابل مʛّʺʱʶ. هل  fأثʗʰ أنّ 
  الʺعʛّف Ǽالॽʸغة fأثʗʰ أنّ الʱاǼع  . 8  التمرين

 
3 3

2 2
, ( , ) (0, 0)

( , )

0 , ( , ) (0, 0)

x y
x y

f x y x y
x y

ìïïï ¹ï= í +ïï =ïïî

  

 .2على  1مʧ الʸفّ 
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  الʺعʛّف Ǽالॽʸغة fلʧȞॽ الʱاǼع  . 9  التمرين

( )

( )

2 2

2 2

1
( )sin , ( , ) 0, 0

( , )

0 , ( , ) 0, 0

x y x y
f x y x y

x y

ìïï + ¹ïïï= í +ïïï =ïïî

 

1.  ʙʻع عǼاʱار الʛʺʱة. ،(0,0)ادرس اسʢقʻه الʚه ʙʻه للʺفاضلة عʱّ̔قابل ʦّث ʧوم 

  ؟ ماذا تلاحȎ؟2على  1هل الʱاǼع مʧ الʸفّ  .2
  الʺعʛّف Ǽالॽʸغة fلʧȞॽ الʱاǼع  . 10  التمرين

2 2

2 2
4 , ( , ) (0, 0)

( , )

0 , ( , ) (0, 0)

x y
xy x y

f x y x y
x y

ìï -ïï ¹ï= í +ïï =ïïî

  

2على  2مʧ الʸفّ  fأثʗʰ أنّ  \ {(0, 0)}  على ʝॽل ʧؔ2ول. 
  الʺعʛّف Ǽالॽʸغة fلʧȞॽ الʱاǼع  . 11  التمرين

1

1 2 1
0

: : ( , , , ) sin dt
nn k

n kk
f x x x x t

=
æ ö÷ç ÷ç ÷çè ø

ó
ôõ å     

 .nللʺفاضلة في ؗلّ نقʢة مf  ʧادرس قابلॽّة 
ة ؗلّ وॽʰʡ ʧّ̔ȃع fللʱاǼع  الʻقاȋ الʛʴجة -في ؗلّ حالة مʧ الʴالات الآتॽة -جʙْ  . 12  التمرين

 :مʻها

1. 2( , ) sinf x y y x y= +. 
2. 3 2 2 2( , ) 4 4f x y x x y xy x= - + + - + -. 
3. ( , ) ln( )f x y x x y= +. 

4. 
2

( , )
1

xy
f x y

y
=

+
. 

5. ( , ) y xf x y xe ye= +. 
6. 2 2 2 2( , ) (1 ) (1 )f x y x y y x= + - + + -. 
7. 2 2( , ) ln(1 )f x y x y y= + +. 
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8. sin( , ) x yf x y e=. 
9. 4 4 2 2 2 2 2( , , ) 2 4(1 )f x y z x y x y x y z= + + + - - +. 

f:2لʧȞॽ الʱاǼع  . 13  التمرين   : العلاقةǼ فʛّالʺع  
2

2 2
2 2

2 2

( )
, 0

( , )

0 , 0

xy x y
x y

f x y x y

x y

ìïï +ï + ¹ïï= í +ïïï + =ïïî

 

 .fادرس اسʛʺʱار الʱاǼع  .1

ǽfقʰل مʱʷقʧʽّ جʜئf  ʧʽّ̔بʧّ̔ أنّ  .2

x

¶
¶

f، و

y

¶
¶

 ، واحʰʶهʺا.2على  

3.  ْʙع  جǼاʱجة للʛʴال ȋقاʻعة الʨʺʳمf ّ̔ȃعة ، وॽʰʡ ʧهاʻؗلّ م.  

لʧȞॽ الʱاǼع  . 14  التمرين
2 2

2 4: : ( , ) ( )
x y

f x y x y e
+

-
 +  . 

)أثʗʰ أنّ  .1 , )f x y  عىʶǽ ماʙʻع ʛفʸال ʨʴعى نʶǽ2 2x y+  ʨʴن
+¥. 

 یʰلغ حǽʙّه الأدنى والأعلى واحʰʶهʺا. fاسʱʻʱج أنّ  .2

)لʧȞॽ الʱاǼع  . 15  التمرين )2 3 2 2: : ,f x y x x xy - +    ʧیʙّʴال ʖʶاح

}الأعلى والأدنى للʱاǼع على الʺʨʺʳعة  }2 2 2( , ) , 1D x y x y= Î + £. 

 والʱي تʨؔن مʶاحʱها أكʛʰ ما ʧȞʺǽ ؟ما هي الʺʲلʲّات الʺʛسʨمة داخل دائʛة  . 16  التمرين

2أثʗʰ أنّ مقʨʸر الʱاǼع  . 17  التمرين 2 4( , ) 3 2f x y y x y x= - على أȑ مʦॽʁʱʶ مارّ  +
 Ȑʛة صغॽّّلʴة مʺॽʀ عǼاʱلغ الʰأ. هل یʙʰʺال ʙʻع Ȑʛة صغॽّّلʴة مʺॽʀ لغʰأ یʙʰʺالǼ

 عʙʻ الʺʙʰأ ؟

ادرس ॽʰʡعة الʻقاȋ الʛʴجة للʱاǼع  . 18  التمرين
2 22 (1 )( , , ) ( ) x y zf x y z x z e + += + 

 ّʛ3ف على الʺع. 
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  لʧȞॽ الʱاǼع: . 19  التمرين
2

2 2 2
( , ) (0, 0)

: : ( , )

0 ( , ) (0, 0)

x y
x y

f x y x y
x y

ìïïï ¹ï í +ïï =ïïî

   

2على  2مʧ الʸفّ  fأثʗʰ أنّ  .1 \ {(0, 0)}. 
ولّؔ̒ه لا ǽقʰل الʺفاضلة عǽ(0,0)،  ʙʻقʰل مʱʷقّات جʜئॽّة عf  ʙʻبʧّ̔ أنّ  .2

 هʚه الʻقʢة.

 وॽʰʡ ʧّ̔ȃعʱها. fعʧّ̔ الʻقاȋ الʛʴجة للʱاǼع  .3

)على 2مʧ الʸف  اتاǼعً  fلʧȞॽ  . 20  التمرين )
2

*
+  ًقّقʴللʺعادلة  ام 

2 2
2 2

2 2
( , ) ( , ) 0
f f

x x y y x y
x y

¶ ¶
- =

¶ ¶
   

:نȑʛʳُ تغʛʽʽ الʺʨّʴʱل  ( , ) ,
x

T x y u xy v
y

æ ö÷ç ÷= =ç ÷ç ÷çè ø
  عʹʻول

f g T=  ًمعادلة ʖʱاك .( )  قّقهاʴǽُg ʖʶاح .( ),g
u v

v

¶
¶

واسʱʻʱج  

 .fصॽغةً للʱاǼع 
  :انالʱاǼعلʧȞॽ . )الإحʙاثॽّات القॽّʰʢة( . 21  التمرين

2:]0, [ [0,2 [ : ( , ) ( cos , sin )f r r rp q q q¥´     
:2 و : ( , ) ( , )g x y g x y    فʸال ʧ2م.  

 ʖʶاح
2 2

2 2
( , ) ( , ) ( , )

g g
g x y x y x y

x y

¶ ¶
D = +

¶ ¶
بʙلالة الʺʱʷقّات الʜʳئॽّة  

GللʱاǼع  g f= .  
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\للʺفاضلة على  قابلاً  اĎॽ حʁॽʁ اتاǼعً  fلʧȞॽ  . 22  التمرين {0}n ʧؔʱول ،a Î . 

1.  Ďǽؗان اأ \ {0}nx Î  و*t +Î   نʹع( ) ( )g t t f txa-= ʗʰأث .

*ǽقʰل الاشʱقاق على  gأنّ 
+  قّهʱʷم ʖʶواح( )g t¢. 

2.  ʧل عʨنقf  رجةʙال ʧم ʝانʳʱإنّه مa  إذا ؗان( ) ( )f tx t f xa=  ʥوذل

 Ďǽؗان  اأx  ʧم\ {0}n وt  ʧم*
+ ّأن ʗʰأث .f  رجةʙال ʧم ʝانʳʱم

a  ȋʛʷال Șقʴإذا ت Ȍإذا وفق\ {0},d ( )( ) ( )nx f x x f xa" Î = ʛّhع .
 ʚا الǼ ȋʛʷاسʙʵʱام الʺʱʷقّات الʜʳئॽّة.عʧ ه

f  ًʁأثʗʰ أنّه إذا ؗان  .3 1مʧ الʙرجة  امʳʱان a<  ّفإنf  ʙʻع ʙیʙʺʱل الʰقǽ

 .nالʺʙʰأ إلى تاǼع قابل للʺفاضلة على 

4.  ʧȞॽل: nh    ًرجة  قابلاʙال ʧم ʝانʳʱأ ومʙʰʺال ʙʻ1للʺفاضلة ع .
 .خʢّيّ  hأثʗʰ أنّ 

  لʧȞॽ الʱاǼع  . 23  التمرين
2 2: ,( , ) ( cos , sin )x xf x y e y e y    

  .fالإحʙاثॽّات وفȘ الʱاǼع  صʨر الʺॽʁʱʶʺات الʺʨازȄة لʺʨʴرȑ  ماهي .1

2.  ʧّ̔2ع( )K f=   عǼاʱة للʛاشॼʺرة الʨʸالf.  

)2غʛʽ معʙوم عʙʻ أȑّ نقʢة  fأثʗʰ أنّ مʙّʴد جاكȃʨي للʱاǼع  .3 , )x y Î  .
  .الʝॽ مॼʱایً̒  fومع ذلʥ فإنّ 

,0)نʹع  .4 / 3)a p= و( )b f a= لّيʴʺي الʶȞع العǼاʱغة الॽص ʧّ̔ع .
 ʛّʺʱʶʺالg  ةʢقʻار الʨفي جb Ďؗلا ʖʶاح ʦّث .  ʧمJ ( )f a وJ ( )g b. 

2لʧȞॽ الʱاǼع  . 24  التمرين 5 2: ,( , )f x y y y x + -   ٍعǼد تاʨوج ʗʰأث .

:j    فʸال ʧم¥  Șّقʴǽ, ( , ( )) 0x f x xj" Î = ʧّ̔ع ʦّث ،
 ʨʳǼار الʸفj .ʛالʛʷʻ الʺʙʴود حɦّى الʙرجة الʲالʲة للʱاǼع 
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3 عʙʻماأعʙ الʧȄʛʺʱ الʶابȘ  . 25  التمرين 2( , ) x xf x y y e y e= + -.  

3لʧȞॽ  . 26  التمرين 2 2 3: ,( , , ) 2 3f x y z x xy y z z + + + +   دʨوج ʗʰأث .

ʴǽقȘّ  (0,0)معʛّف على جʨارٍ للʻقʢة  ¥مʧ الʸف  jتاǼعٍ 
( , , ( , )) 0f x y x yj = ʖʶقّ ، واحʱʷʺع الǼاʱة للॽانʲة الॼتʛʺال ʧات مj  ʙʻع

 .(0,0)الʻقʢة 
 لʧȞॽ الʱاǼع . 27  التمرين

3 2
1 2 1 2: ,( , , ) xf x y y x y e y +    

 ʧȞॽول( 1,1)b = g:وتاǼعٍ  bللʻقʢة  V. أثʗʰ وجʨد جʨارٍ - V    ʧم

ʴǽ Ș1قّ  1الʸفّ  2 1 2 1 2( , ) , ( ( , ), , ) 0y y V f g y y y y" Î  و =

( ) 0g b =  Ďؗلا ʧّ̔وع  ʧم
1

( )
g
b

y

¶
¶

و 
2

( )
g
b

y

¶
¶

. 

   . 28  التمرين

)ما هي أكॽʀ ʛʰʺة للʱاǼع  .1 )1 2
1

, , ,
n

n i
i

f x x x x
=

=   عةʨʺʳʺعلى ال

( ) ( )*1 2
1

, , , : 1
nn

n i
i

K x x x x+
=

ì üï ïï ïï ï= Î =í ýï ïï ïï ïî þ
å .  

اسʱʻʱج الʺʛʱاجʴة :  .2

( ) ( )
1/

*
1 2

1 1

1
, , , ,

n
nnn

n i i
i i

x x x x x
n+

= =

æ ö÷ç ÷ç" Î £÷ç ÷ç ÷÷çè ø
å   

)احʖʶ أصغॽʀ ʛʺة للʱاǼع   . 29  التمرين ), , 2f x y z x y z= -  على الʺʨʺʳعة -

 ( ){ }3 2 2 2, , : 1K x y z x y z x y z= Î + + = + + =.  
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G:3 لʧȞॽ  . 30  التمرين    فʸال ʧ1م 3 و SÉ  الʺعادلةǼ فʛّح الʺعʢʶال

( ), , 0G x y z = ʧؔʱ3. ول
0 \X SÎ  ًʡʛش ʙعلى  الازمً  ا. أوجX SÎ 

حɦّى ʨȞǽن 
2 2
0 02 2

min
Y S

X X Y X
Î

- = -.  

)مʸفʨفة مB  ʧلʧؔʱ   . 31  التمرين )p nM ´   ʘʽʴǼrgB p=  وʧȞॽلnb Î  و
pc Î ʧؔʱول ،  ًʛʽعة  اأخʨʺʳʺال{ }:nK x Bx c= Î = .  

ʧّ̔ع a KÎ  ʘʽʴǼ
2 2
min
x K

a b x b
Î

- = -.  

)لʧؔʱ   . 32  التمرين )nA Î  فʛّة. نعʛʣاʻʱعة مȃّʛة مॽّʁॽʁفة حʨفʸ1على  م( )n´  

) الʱاǼعَ  ) tX XAXj =.  
 .dj وعʧّ̔ صॽغةǽقʰل الʺفاضلة  jأثʗʰ أنّ  .1
یʰلغ حǽʙّه الأعلى والأدنى على الʺʨʺʳعة  jأثʗʰ أنّ الʱاǼع  .2

{ }2
: 1nS X X= Î =. 

  ॽʀʺة ذاتॽّة على الأقلّ. Aأنّ للʺʸفʨفة  اسʱʻʱج .3
)أثʗʰ أنّ الʱاǼع   . 33  التمرين , )f x y xy=  عةʨʺʳʺه الأعلى والأدنى على الǽʙّلغ حʰی

{ }2 2 2( , ) : 1S x y x y= Î + = ،.هʺاʰʶواح  

)أثʗʰ أنّ الʱاǼع   . 34  التمرين , , )f x y z x y z= + یʰلغ حǽʙّه الأعلى والأدنى على  +

)الʺʨʺʳعة  ){ }3 2 2 2, , : 4 2 1S x y z x y z= Î + + =.هʺاʰʶواح ،  

)أثʗʰ أنّ للʱاǼع   . 35  التمرين , , )f x y z x y z= + + ʧʽʱجʛح ʧʽʱʢنق ʧʽتʙّ̔عة  على مقʨʺʳʺال

{ }3 2 2 2( , , ) : 4 2 1S x y z x y z= Î - + + =  ود علىʙʴم ʛʽولّؔ̒ه غ

  هʚه الʺʨʺʳعة.
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)لʧؔʱ الʺʨʺʳعة   . 36  التمرين ){ }3 4 4 4, , : 1S x y z x y z= Î + + =  عǼاʱوال

( ) 2 2 2, ,f x y z x y z= + +.  

 .S فينقʢة حʛجة على الأقلّ  fأنّ للʱاǼع  أثʗʰ، دون حʶاب، .1
 .S في fاحʖʶ ؗلّ الʻقاȋ الʛʴجة للʱاǼع  .2
 .Sعلى  fاسʱʻʱج أكॽʀ ʛʰʺة للʱاǼع  .3

)لʧؔʱ الʺʨʺʳعة   . 37  التمرين ){ }3, , : 1S x y z xyz= Î =  عǼاʱوال

( ) 2 2 2, ,f x y z x y z= + +.  

أرȃع نقاȋ حʛجة على الأقلّ على  fأنّ للʱاǼع  أثʗʰ، دون حʶاب، .1
 .Sالʺʨʺʳعة 

 .Sعلى  fاحʖʶ ؗلّ الʻقاȋ الʛʴجة للʱاǼع  .2
   .Sعلى  fاسʱʻʱج أصغॽʀ ʛʺة للʱاǼع  .3
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  التكاملات على طريق والتكاملات المضاعفةالفصل السادس: 

  الأشȜال الʯفاضلॻّة مʥ الʙʸتॺة الأولى .1
شȜلاً تفاضلॻّاً مʥ الʙʸتॺة  ʶّ̋ي. نnمʨʺʳعة مفʨʱحة غʛʽ خالॽة مA  ʧلʧؔʱ  . 1  تعريف

)*ومʱʶقʛّه  Aمʢʻلقه  wؗلّ تA  Șʽʰʢعلى  الأولى ) ( , )n n=     فʹاء

   .nالأشȞال الॽّʢّʵة على 

 ʧȞॽل* * *
1 2( , , , )ne e e  نيʨللأساس القان Șافʨʺال ȑʨʻʲ1الأساس ال 2( , , , )ne e e  في

n أنّه إذا ؗانǼ ʛ ّؗʚن .nk Î ،  ّفإن*
ke يʢّʵل الȞʷال ʨه  

 1 2x : ,( , , , )n
k n kh h h h     

ʨع قابل للʺفاضلة وتفاضله هǼتا ʨا ما وهʚيّ، وهʢّر ذاته لأنّه خʛّʰام یʙʵʱاس  ʜمʛال
* dxk ke ، Ǽ ʖʱؔǽُالȞʷل الʨحw ʙʽ. وعلॽه فإنّ ؗلّ شȞل تفاضليّ مʧ الʺʛتॼة الأولى =

1

, ( ) ( )dx
n

k k
k

x A x xw w
=

" Î = å ʘʽ1، ح 2, , , nw w w عǼاʨة تॽّʁॽʁة  حʙّلع

ʽها  Aمʨّʴʱلات معʛّفة على  ّ̋ ʶاتنॺ ّؕʙفاضلي  مʱل الȞʷالw.  
pوȂذا ؗان  Î  ّل إنʨا نقʻّفإن ،w  ّفʸال ʧمp  ʧاته مॼ ّؗʛع مॽʺج ʗإذا ؗان Ȍإذا وفق
  .pالʸفّ 

شȞلاً تفاضلॽّاً مʧ الʺʛتॼة الأولى  w، وnمʨʺʳعة مفʨʱحة غʛʽ خالॽة مA  ʧلʧؔʱ  . 2  تعريف
f:إذا وفقȌ إذا وُجʙ تاǼعٌ (أو تفاضل تام)  تامّ  w. نقʨل إنّ Aعلى  A   ٌقابل

 ʘʽʴǼ للʺفاضلةdf w= . ّ̋يʶالة نʴه الʚفي هf  ًاॻّعاً أصلǺتا (ًاॽّأو تؔاملاً أوّل)  لȞʷلل
f، وهʨ لʝॽ وحʙʽاً إذ إنّ ؗلّ تاǼع مʧ الw Ȍʺʻالʱفاضلي  l+ )l Î   ّع أصليǼتا (

 .wللȞʷل الʱفاضلي 
 :حقȘّ الȋʛʷ، و 1إذا وفقȌ إذا ؗان مʧ الʸفّ  مغلw Ȗونقʨل إنّ 

, , ji
n

j i

i j
x x

ww ¶¶
" Î =

¶ ¶
  
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  أمʰلة
)الȞʷل الʱفاضلي  .1 , ) dx dyx y y xw = مغلȘ وتامّ إذ إنّ  2على  +

2 1 2( , ) , ( , ) 1 ( , )x y x y x y
y x

w w¶ ¶
" Î = =

¶ ¶
 ّفإن ʥلʚ الʱاǼع ، وؗ

( , )f x y xy=  عٌ أصليّ لـǼتاw. 

)الȞʷل الʱفاضلي  .2 , ) dx dyx y y xw =   لʝॽ مغلقاً، ولا تامّاً.  2على  -
  :في الॽʁʴقة لʙیʻا

1 2(0, 0) 1 1 (0,0)
y x

w w¶ ¶
= ¹ - =

¶ ¶
  

 :عʙʻئw  ٍʚتاǼعٌ أصليّ للȞʷل الʱفاضليّ  fمʧ جهةٍ أخȐʛ، لʻفʛʱض أنّ 

( , ) (1)

( , ) (2)

f
x y y

x
f
x y x

y

¶
=

¶
¶

= -
¶

  

ʴǽق  Șّاشʱقاقيّ على  gنʱʻʱʶج وجʨد تاǼع  (1)مʧ الʺعادلة 
( , ) ( )f x y xy g y= نʙʳ أنّ  yوȃالاشʱقاق Ǽالॼʶʻة للʺʨّʴʱل  +

( , ) ( )
f
x y x x g y

y

¶ ¢= - = +
¶

)أو   ) 2g y x¢ = وȃالاشʱقاق Ǽالॼʶʻة للʺʨّʴʱل  -

x  ّأن ʙʳ0ن 2=   لʝॽ تامّاً. wوهʚا تʻاقʠٌ واضح. إذن  -
شȞلاً تفاضلॽّاً مʧ الʺʛتॼة  w، وnمʨʺʳعة مفʨʱحة غʛʽ خالॽة مA  ʧلʧؔʱ  .1  مبرهنة

 ن مغلقاً.، ؗا1تامّاً ومʧ الʸف  w. إذا ؗان Aالأولى على 
  الإثॺات

 ʧȞॽلf  فاضليʱل الȞʷاً للॽّعاً أصلǼتا
1

dx
n

i i
i

w w
=

= å لʰقǽ ʚٍئʙʻع ،f  الʺفاضلة علىA 

dfوʨȞȄن  w=  ʛلٍ آخȞʷǼ أو,n i
i

f
i

x
w

¶
" Î =

¶
 ا ؗان ّ̋  ، ؗان 1مʧ الʸفّ  w، ول
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f  ّفʸال ʧ2م  ʖʱؔع أن نॽʢʱʶون  
2 2

, , ji
n

j j i i j i

f f
i j

x x x x x x

ww ¶¶ ¶ ¶
" Î = = =

¶ ¶ ¶ ¶ ¶ ¶
  

                                             مغلw .ȘوذلǼ ʥʺقʱʹى مʛʰهʻة شʨارتʜ. إذن 
  تكامل شكل تفاضلي من المرتبة الأولى على طريق. 1.1

: لʧȞॽ . 3  تعريف [ , ] na bj    فʸال ʧعاً مǼ1تا  Ďʛʺʱʶف ا( أو مʸال ʧ1وم 

)قॽّɻʢِاً)، ولʻʹع  )[ , ]a bjG )(وȞʷȃل أدقّ  G. نʶّ̋ي = , )jG( فʶال ʥقاً مȂʙʟ 1 

)) بʙایʱه قॻّɹʠِاً  1أو مʥ الʶفّ ( )aj  هʱونهای( )bj ʧل عʨونق ،j  ّيʢॽلٌ وسʽʲʺإنّه ت
 ȘȄʛʢللG ذا ؗانȂو .( ) ( )a bj j=  ّا إنʻقلG .Șٌمغل ȘٌȄʛʡ  

 ʧȞॽل: [ , ] [ , ]a bq a b   ّفʸال ʧ1تقابلاً م Ȟوتقابله الع ʨع هǼاʱي. إنّ الʶ

y j q=   ّفʸال ʧ1م  ȘّقʴȄاً وॽّɻʢِق( )[ , ]y a bG ، فهǽ ʨعʛّف تʺʽʲلاً وسॽّʢॽاً =

 ȘȄʛʢللG ّل إنʨونق ،q Ȋॻسʦل للʦʮمق ʙʻʻذا ؗان تغȂو ،q  ʧʽلʽʲʺʱا إنّ للʻاً قلʙایʜʱمj و
y هॻجʦʯه، أمّا إذا ؗان  الʶنفq  ʧʽلʽʲʺʱل إنّ للʨا نقʻّاً فإنʸاقʻʱمj وy  ʥʻهʻجʦت

ʥʻʴعاكʯم . 

  أمʲلة
1. ॽل ʧȞ, na b Î  عǼاʱإنّ ال ،: [0,1] , ( )n t a t b aj  + -   ٌلʽʲʺت

الʱاǼع و ، bونهایʱها  aوسʢॽيّ للقʢعة الʺॽʁʱʶʺة الʱي بʙایʱها 

: [0,1] , ( )n t b t a by  + -   ةʺॽʁʱʶʺعة الʢالق ʥلʱل ʛيّ آخʢॽلٌ وسʽʲʺت
 ʝعاكǽj  ّه، إذ إنॽجʨʱفي الy j q=   ʘʽح 

: [0,1] [0,1], 1t tq  - . 

2. ʧȞॽل   هʱمعادل ȑʚال ʟاقʻع الʢالق
2 2

0 0
2 2

( ) ( )
1

x x y y

a b

- -
+ . 2في  =

 إنّ الʱاǼع
2

0 0: [0,2 ] , ( cos , sin )t x a t y b tj p  + +   
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 عاكʝ في الʨʱجॽه الʽʲʺʱل الʨسʢॽي ǽتʺʽʲل وسʢॽيّ للقʢع 
2

0 0: [0,2 ] , ( cos , sin )t x a t y b ty p  + -   
ȘȄʛʡ(0) مغلȘ لأنّ  لاحȎ أنّ  (2 ) ( ,0)aj j p= = .  

شȞلاً تفاضلॽّاً مʛّʺʱʶاً مw  ʧ، وn مفʨʱحة غʛʽ خالॽة مʧمʨʺʳعة  Aلʧؔʱ  . 4  تعريف

، ومʺّ̡لاً وسॽّʢॽاً AمȐʨʱʴ في  Ȅʛʡ1قاً مʧ الʸفّ  G، ولA ʧȞॽالʺʛتॼة الأولى على 
 ǼالʱاǼع 

( )1 2: [ , ] , ( ), ( ), , ( )n
na b t t t tj j j j     

 نʶّ̋ي الʺقʙار 

( )
1

( ( )) ( ) dt ( ( )) ( ) dt

b
nb

i ia
ia

t t t tw j j w j j
=

æ ö÷ç ÷ç¢ ¢= ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

ó
ô
ô
õ

åò  

w، ونʛمʜ إلॽه ǼالʛمG ʜعلى الw  ȘȄʛʢ تؒاملَ الȜʵل الʯفاضلي
Gò  أو

j
wò.  

0قॽّɻʢاً فإنّه تʨجʙ أعʙادٌ حॽّʁॽʁة  Ȅʛʡ1قاً مʧ الʸفّ  Gأمّا إذا ؗان  1, , , mt t t  Șّقʴت

0 1 ma t t t b= < < < =  نʨȞǽ ʘʽʴǼ
1[ , ]k kk t tj j

-
وذل1  ʥمʧ الʸفّ  =

mkفي حالة  Î  فʛّالة نعʴه الʚتؔاملَ . في ه w  ȘȄʛʢعلى الG  على أنّه

1 k

m

k

w w
G G

=
= åò ò  ʘʽ1ح([ , ])k k kt tj -G الʺʺّ̡ل  1هʨ الȘȄʛʢ مʧ الʸفّ  =

 .kjوسॽّʢॽاً ǼالʱاǼع 
فإنّ  نفʶه jله تʨجॽه  Gتʺʽʲلاً وسॽّʢॽاً للy  ȘȄʛʢلاحȎ أنّه إذا ؗان 

j y
w w=ò ò أمّا ،

 ʧʽّ̔ʢॽسʨال ʧʽلʽʲʺʱإذا ؗان للj وy  ّان فإنʶعاكʱهان مʽجʨت
j y
w w= -ò ò.  

ا مʛّʺʱʶاً وتامĎ شȞلاً تفاضلॽّاً  w، وn مفʨʱحة غʛʽ خالॽة مʧمʨʺʳعة  Aلʧؔʱ  .2  مبرهنة

:تاǼعٌ أصليّ له، ولf  ʧȞॽو Aمʧ الʺʛتॼة الأولى على  [ , ] na bj    يʢॽسʨل الʽʲʺʱال
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 ȘȄʛʢللG  فʸال ʧ1م  ًاॽّɻʢفي  ق ȐʨʱʴʺوالA اواةʶʺال Șّقʴʱت ʚٍئʙʻع .
( ( )) ( ( ))f b f aw j j

G
= -ò. 

  الإثॺات
 ʧؔʱ0ل 1, , , mt t t  Șّقʴة تॽّʁॽʁاداً حʙ0أع 1 ma t t t b= < < < = نʨȞǽ ʘʽʴȃو ،

1[ , ]k kk t tg j
-

mkوذلʥ أǽّاً ؗان  1مʧ الʸفّ  = Î  نʨȞǽ ʚٍئʙʻع .  

( )

( )

( )

1

1

1 1

1
1 1

1 0
1

( ) ( )dt

d
( ( )) dt ( ( )) ( ( ))

dt

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ( ))

k

k k

k

k

m m t

k kt
k k

tm m

k k k k k
tk k

m

k k m
k

t t

f t f t f t

f t f t f t f t

f b f a

g
w w w g g

g g g

j j j j

j j

-

-

G
= =

-
= =

-
=

¢= =

é ù= = -ê úë û

= - = -

= -

ó
ôõ

å åò ò ò

å å

å



  

                                                                    وهʨ الʺʢلʨب إثॼاته.
شȞلاً تفاضلॽّاً مʧ الʺʛتॼة الأولى  w، وnمʧ  نॻّʸʱةمʨʺʳعة مفʨʱحة  Aلʧؔʱ  .3  مبرهنة

 مغلقاً، ؗان تامّاً. w. إذا ؗان Aعلى 
  الإثॺات
 ʧȞॽلa  ʧا مʛًʸʻعA  ʘʽʴǼ, [ , ]xx A a x A" Î G = Ì عǼاʱف الʛّعʻول ،

: ,
x

f A x w
G

 ò  :ȑأ 

1

0
1

( ) ( ) ( ( ))dt
n

i i i
i

f x x a a t x aw
=

= - + -å ò  

 ʧȞॽلi وj  ʧم ʧȄʛʸʻعn عʹʻل .( , ) ( ( ))i j ig x t a t x aw= + ، و-
1

0
( ) ( , )dti j i jG x g x t= ò،  ةॽّرس قابلʙʻولiG  عǼاʱة أنّ الʤلاحʺǼ .قاقʱللاش

( , )i jt g x t ،ʛّʺʱʶع  مǼاʱوأنّ ال( , )j i jx g x t  ّقاقيّ وأنʱاشi

j

g

x

¶

¶
مʛّʺʱʶ ومʙʴود  
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 iGفإنʻّا نॽʢʱʶع تȘʽʰʢ مʛʰهʻة اشʱقاق الʱؔاملات الʱاǼعة لʨسȌॽ لʙʳʻ أنّ  xفي جʨارٍ للʻقʢة 

1اشʱقاقيّ وأنّ 

0
( ) ( ( ))dti
i j

j

G x t a t x a
x

w¶
¢ = + -

¶òهॽوعل ،  

1
1

0
1 0

1
1

0
1 0

1
1

0
10

( ) ( ( )) dt ( ) ( ( )) dt

( ( )) dt ( ) ( ( )) dt

( ( )) dt ( ) ( ( )) dt

n
i

j i i
ij j

n
j

j i i
i i

n
j

j i i
i i

f
x a t x a x a t a t x a

x x

a t x a x a t a t x a
x

a t x a t x a a t x a
x

w
w

w
w

w
w

=

=

=

¶¶
= + - + - + -

¶ ¶

¶
= + - + - + -

¶

¶
= + - + - + -

¶

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

ó
ô
õ

ó
ô
õ

ó
ô
õ

åò

åò

åò

  

( )

1
1

0
0

1

0
1

0

d
( ) ( ( ))dt ( ( )) dt

dt

d
( ( )) dt

dt

( ( )) ( )

j j
j

j

j j

f
x a t x a t a t x a

x

t a t x a

t a t x a x

w w

w

w w

æ ö¶ ÷ç ÷= + - + + -ç ÷ç ÷ç¶ è ø

= + -

ù= + - =úû

ó
ô
õ

ó
ôõ

ò

  

jiوذلǼ ʥالاسʱفادة مʧ الʺʶاواة 

j ix x

ww ¶¶
=

¶ ¶
 .  

                                        فهʨ تامّ. wتاǼعٌ أصليّ للȞʷل الʱفاضلي  fإذن 
  العامّة، وهʚا ما یʻّ̔ʰه الʺʲال الآتي: إنّ الʳॽʱʻة الʶاǼقة غʛʽ صʴॽʴة في الʴالة .1  ملاحʤة

لʧȞॽ الȞʷل الʱفاضلي 
2 2 2 2

( , ) dx dy
y x

x y
x y x y

w = -
+ +

الʺعʛّف على  

2 \ {(0, 0)}A =  فإذا ؗان .Șفاضليّ مغلʱل الȞʷا الʚلة أنّ هʨهʶǼ Șّقʴʱن .G  ȘȄʛʢال
الʺʨافȘ للʙائʛة الʨاحǽّʙة مʨجّهة Ǽالاتʳاه الʺʨجʖ وفȘ الʽʲʺʱل الʨسʢॽي الʺعʱاد 

: [0,2 ] , (cos , sin )A t t tj p    نʨȞǽ ʚٍئʙʻع  
2 2 2

0
( sin cos )dt 2t t

p
w p

G

= - - = -ò ò  
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معʙوماً  1تام عʙʻئʨȞǽ ʚًن تؔامله على ؗلّ ȘȄʛʡ مغلȘ مʧ الʸف  wلʻفʛʱض الآن أنّ  
0ومʻه  2w p

G

= = -ò ّج إذن أنʱʻʱʶواضح. ن ʠٌاقʻا تʚوه ،w .ّتام ʛʽغ  

  الʯؒاملات الʷʸاعفة .2
 ʧم ȌٍॽʶǼ ʜٍّ̔ؔاملات الʺʹاعفة على حʱراسة الʙة، بʛه الفقʚفي، في هʱؔʻ2سه . في ؗلʚه 

Dداخلها  2مʧ  جʜئॽةٌ  مʨʺʳعةٌ  Dالفقʛة 


   غʛʽ خالٍ. 
]لʧȞॽ  . 5  تعريف , ]a b و[ , ]c d  ʧم ʧʽتافه ʛʽغ ʧʽمغلق ʧʽالʳم لʽʢʱʶʺال ʧȞॽول ،

[ , ] [ , ]R a b c d= مʧ أحʙ الD  ʧʽʢʺʻؗلّ مʨʺʳعة  Rفي  حʚّ̒اً ʠॻʴǺاً نʶّ̋ي  .´
:ʧʽʽالآت 

1.  Ȍʺʻ1ال  عانǼتا ʙجʨی :
]على  مʛّʺʱʶان , ]a b  ʘʽʴǼ

1 2j j£ و 

2
1 2{( , ) , , ( ) ( )}D x y a x b x y xj j= Î £ £ £ £  



  التكاملات على طريق والتكاملات المضاعفة
___________________________________________________________ 

254 
 

2.  Ȍʺʻ2ال  عانǼتا ʙجʨ2: ی 1,y y انʛّʺʱʶعلى  م[ , ]c d  ʘʽʴǼ1 2y y£ و

2
1 2{( , ) , , ( ) ( )}D x y c y d y x yy y= Î £ £ £ £ 

]لʧȞॽ  .4  مبرهنة , ]a b و[ , ]c d  ʧʽالʳم ʧم ʧʽتافه ʛʽغ ʧʽمغلق لʽʢʱʶʺال ʧȞॽول ،
[ , ] [ , ]R a b c d= ´.  ʧȞॽولD  Ȍʺʻال ʧاً مʢॽʶǼ ًاʜّ̔2ح  ًفاʛّمع  ʧʽعǼاʱالǼ2 1,y y ،

 ʧȞॽولf  اً علىʛّʺʱʶعاً مǼتاD . نʨȞǽ ʚٍئʙʻع  عǼاʱال 
2

1

( )

( )
: [ , ] , ( , )dx

y

y
h c d y f x y

y

y
 ò   

  .مʛّʺʱʶاً 
  ثॺات الإ 

  نعʛّف الʱاǼع
( , ),( , )

: ,( , )
0 ,( , )

f x y x y D
f R x y

x y D

ìï Îï íï Ïïî

    

00فهʨ مʙʴود علʽها. فʨʽجD  ʙمʛّʺʱʶ على الʺʨʺʳعة الʺʛʱاصّة  fمʙʴود لأنّ  fإنّ  M< 
 ʘʽʴǼ0( , ) , ( , )x y R f x y M" Î £. الةʴه الʚفي ه ȘّقʴʱȄو  

[ , ], ( ) ( , )dx
b

a
y c d h y f x y" Î = ò   

 ʧȞॽل[ , ]y c dÎ و( )ny  ʛاصʻع ʧة مॽالʱʱم[ , ]c d  ʧة مȃقارʱمy .  
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1نʹع  1min( ( ), ( ))n ny ya y y= ،1 1max( ( ), ( ))n ny yb y y=،

2 2min( ( ), ( ))n ny yg y y= 2 و 2max( ( ), ( ))n ny yd y y= ّاضح أنʨال ʧم .
lim ( ) 0, lim ( ) 0n n n nn n

d g b a
¥ ¥

- = - = .  

 ʧȞॽ0ل e< ʙجʨ1، یn Î  ʘʽʴǼ  

1
0

( ) ( )
2n n n nn n
M

e
d g b a>  - + - <  

0، یʨجD ʙمǼ ʛّʺʱʶانʤʱام على  fولأنّ  d<  إذا ؗان ʘʽʴǼ1 1 2 2( , ),( , )x y x y DÎ و

2 1 2 1max( , )x x y y d- -   ، ؗان >

2 2 1 1( , ) ( , )
2( )

f x y f x y
d c

e
- £

-
  

 ʙجʨی Ȑʛجهةٍ أخ ʧ2مn Î   ʘʽʴǼ2 nn n y y d>  - 2nوعلॽه، إذا ؗان  > n> 
 ȋʛʷال Șَّقʴت 

[ , ], ( , ) ( , )
2( )nx a b f x y f x y
d c

e
" Î - <

-
  

 ʧȞॽ0ل 1 2max( , )n n n n> = ، ٍʚئʙʻع:  
2 2

1 1

( ) ( )

( ) ( )

0 0

0 0

0
0

( ) ( ) ( , )dx ( , )dx

dx dx

( , ) ( , ) dx

( ) ( )

2( )

( )
2 2( )

n

n

n n

n n

n

n

y y

n ny y

n

n n n n

n n

h y h y f x y f x y

M M

f x y f x y

M M

d c

M d c
M d c

y y

y y
b d

a g
g

b

b a d g
e

g b

e e
e

- = -

£ +

+ -

£ - + -

+ -
-

£ + - =
-

ò ò

ò ò

ò  

limإذن  ( ) ( )nn
h y h y

¥
lim ، ومʻه= ( ) ( )

t y
h t h y


، yمʛّʺʱʶ عh  ʙʻ، وهʚا ǽعʻي أنّ =

 ّʦث ʧعلى  وم ʛّʺʱʶم ʨفه[ , ]c d اتॼإث ʥلʚل بʺʱȞȄة.، وʻهʛʰʺال                     
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] لFubini( ʧȞॽ( .5  مبرهنة , ] [ , ]R a b c d= Dو 2 غʛʽ تافهٍ فيمʽʢʱʶلاً  ´ RÌ .
1 ومعʢى ǼالʱاǼع1 ʧʽحȌॽʶǼ ʜّ̔ مʧ الD  Ȍʺʻنفʛʱض أنّ  2, : [ , ]a bj j  ، 

 Ȍʺʻال ʧم ȌॽʶǼ ʜّ̔ح ʨه ʥلʚ 1 معʢى ǼالʱاǼعʧʽو  2وؗ 2, : [ , ]c dy y   ȑأ 

 1 2

1 2

{( , ) , ( ) ( ), }

{( , ) , ( ) ( ), }

D x y R y x y c y d

x y R x y x a x b

y y
j j

= Î £ £ £ £
= Î £ £ £ £

  

f:لʧȞॽ و  R   ًاʛّʺʱʶعاً مǼعلىتا D. 
  عʙʻئʚٍ تʴʱقȘّ الʺʶاواة 

( , )dy dx ( , )dx dy
b d

d b

c a
a c

f x y f x y
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷=ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

ó ó
ô ô
õ õò ò  

  الإثॺات
  نعʛّف الʱاǼع

( , ),( , )
: ,( , )

0 ,( , )

f x y x y D
f R x y

x y D

ìï Îï íï Ïïî

    

ʨȄ00جʙ فهʨ مʙʴود علʽها، و  Dمʛّʺʱʶ على الʺʨʺʳعة الʺʛʱاصّة  fمʙʴود لأنّ  fإنّ  M< 
 ʘʽʴǼ  

0( , ) , ( , )x y R f x y M" Î £  
ا ؗان الʱاǼع  ّ̋ )ل , )y f x y  اً علىॽّɻʢاً قʛّʺʱʶم[ , ]c d اواةʶʺال ʗقّقʴت ،  

2

1

( )

( )

1

( , )dy dx ( , )dy dx

lim ( , ) dx

b b
x d

x c
a a

b
n

kn ka

f x y f x y

d c
f x y

n

j

j

¥ =

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷=ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

æ ö÷-ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

ó ó
ô ô
õ õ

ó
ô
ô
õ

ò ò

å




  

)حʘʽ نعʢي  )ky  :غةॽʸالǼ{0,1, }, k
d c

k n y c k
n

-
" Î = +.  

 أǽʹاً أنّ  مʧ الʨاضح
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2

1

( )

( )
( , )dx dy ( , )dx dy

d d
y b

y a
c c

f x y f x y
y

y

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷=ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
ó ó
ô ô
õ õò ò   

)1نعʛّف مʱʱالॽة الʨʱاǼع  )n nS ]على  ³ , ]a b غةॽʸالǼ  

1

( ) ( , )
n

n k
k

d c
S x f x y

n =

-
= å   

) مʱʱالॽة الʨʱاǼع إنّ  تʭʟʦة: )nS  هاʛؗذ Șابʶال ʧام مʤʱانǼ ةȃقارʱعمǼاʱال  

: [ , ] , ( , )dy
d

c
h a b x f x y ò    

  إثॺات الʭʟʦʯة
 ʖʱؔʻل( ) ( )nS x h x-  قةȄʛʢǼ:ةॽثان   

( )

1

1 1

1

1 1

1 1

1

( ) ( ) ( , ) ( , )dy

( , )dy ( , )dy

( , ) ( , ) dy

k

k

k k

k k

k

k

n n y

n k y
k k

n ny y

ky y
k k
n y

ky
k

d c
S x h x f x y f x y

n

f x y f x y

f x y f x y

-

- -

-

= =

= =

=

-
- = -

= -

= -

å åò

å åò ò

å ò

 

 

 

  

 ʧȞॽ0ل e< . ّأن ʦنعلf  ام علىʤʱانǼ ʛّʺʱʶمD  ʙجʨ0إذن ی d<  إذا ؗان ʘʽʴǼ

1 1 2 2( , ),( , )x y x y DÎ  2و 1 2 1max( , )x x y y d- -   ، ؗان >

2 2 1 1( , ) ( , )
2( )

f x y f x y
d c

e
- £

-
  

 ʙجʨȄ0وn Î   إذا ؗان ʘʽʴǼ0n n>،  ؗان
0

max ,
8

d c

n M

e
d
æ ö- ÷ç ÷ç< ÷ç ÷÷çè ø

.  

1إذا ؗان ف 1( ) [ , ]k kx y yj -Ï  2و 1( ) [ , ]k kx y yj -Ï اصلة ؗانʨة الʺॽʁʱʶʺعة الʢالق ʗ
 ʧʽ1ب( , )kx y )و - , )kx y  ًاةʨʱʴفي  إمّا مD  أو في[ , ] [ , ]\a b c d D´ ȘّقʴʱȄو  

1[ , ], ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2( )k k k ky y y f x y f x y f x y f x y
d c

e
-" Î - = - £

-
   

ʱل ،Ȑʛجهةٍ أخ ʧم ʧؔ1{ , , }n n  و  
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1 1 2 1{ , ( ) [ , ] ( ) [ , ]}x n k k k kK k x y y x y y        
]لاحȎ أنّ  , ], 2xx a b K" Î £.  

 ʧȞॽ0لn n£  و[ , ]x a bÎ  ٍʚئʙʻع:  

1

1

1

1

1

1

\

\

( ) ( ) ( , ) ( , ) dy

( , ) ( , ) dy

( , ) ( , ) dy

( , ) ( , ) dy

( , ) ( , ) dy

k

k

k

k
x

k

k
n x

k

k
x

k

k
n x

n y

n ky
k

y

ky
k K

y

ky
k K

y

ky
k K

y

ky
k K

S x h x f x y f x y

f x y f x y

f x y f x y

f x y f x y

f x y f x y

-

-

-

-

-

=

Î

Î

Î

Î

- £ -

= -

+ -

£ -

+ -

å ò

å ò

å ò

å ò

å ò





 

 

 

 

 

  

n\ ولʧؔ عʙʻما xk KÎ 1، و[ , ]k ky y y-Î  ّفإنk
d c

y y
n

d
-

- £ <  ʧوم ،

 ʦّث( , ) ( , )
2( )kf x y f x y
d c

e
- £

-
 .  

xkوعʙʻما  KÎ  ّ0فإن( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2k kf x y f x y f x y f x y M- £ + £   .  
  :إذن

1
1

0

0 1

( ) ( ) (2 )dy dy
2( )

4 ( )
2( )

2 2

k
k

k
kx n

n

y
y

n y
yk K k

k k
k

S x h x M
d c

d c
M y y

n d c

e

e

e e
e

-
-Î Î

-
Î

- £ +
-

-
£ ⋅ + -

-

< + =

ó
ôõå åò

å



  

 ʗʰʲُا یʚة.وهʯʡʨʱال                                                                      

limنʱʻʱʶج مʧ ذلʥ أنّ  ( )dt ( )dt
b b

na an
S t h t

¥
=ò ò.  
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:نعʛّف الʱاǼع  [ , ] , ( , )dx
b

a
g c d y f x y ò    ىʹʱقʺǼ ʛّʺʱʶعٌ مǼتا ʨة وهʻهʛʰʺال

  لʙیʻا إذن. الʶاǼقة

2

1

( )

( )

1

1

( , )dy dx ( , )dy dx

lim ( , ) dx

lim ( , ) dx

b b
x d

x c
a a

b
n

kn ka
b

n

kn ka

f x y f x y

d c
f x y

n

d c
f x y

n

j

j

¥ =

¥ =

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷=ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

æ ö÷-ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

æ ö÷-ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

ó ó
ô ô
õ õ

ó
ô
ô
õ

ó
ô
ô
õ

ò ò

å

å







  

)حʘʽ أمʻʻȞا الʺॼادلة بʧʽ الʱؔامل والʻهاǽة ʖʰʶǼ الʱقارب الʺʦʤʱʻ للʺʱʱالॽة  )nS  ʧمh:هʻوم .  

2

1

2

1

( )

( )
1

1

( )

( )

( , )dy dx lim ( , )dx

lim ( ) ( )dy

( , )dx dy

( , )dx dy

b nx b

kx an ka
n d

k cn k
d

b

a
c
d

y

y
c

d c
f x y f x y

n

d c
g y g y

n

f x y

f x y

j

j

y

y

¥ =

¥ =

æ ö æ ö-÷ ÷ç ç÷ ÷=ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

-
= =

æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè ø

æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè ø

ó
ô
õ

ó
ô
õ

ó
ô
õ

åò ò

å ò

ò

ò




  

                                                                 وهʨ الʺʢلʨب إثॼاته.
  وهʚا ما یʻّ̔ʰه الʺʲال الآتي:لا تॼقى الʳॽʱʻة الʶاǼقة صʴॽʴة في الʴالة العامّة  .2  ملاحʤة

1 1
1 1

0 0
0 0

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
dx dy dy dx

( (4 4) )

x y x y

x y x y

p p
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷- = ¹ =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø

- -

+ +

ó óó óô ôô ôô ôô ôô ôõ õõ õ

  

  ما تʛȄʛʰك لʚلʥ؟
f:. لʧȞॽ الʺʛʰهʻة الʶاǼقةنʱʴفȎ بʛمʨز  . 6  تعريف D    اً علىʛّʺʱʶعاً مǼعة تاʨʺʳʺال

 ؗʺا ǽأتي: Dعلى  f تؒامل . نعʛّفD غʛʽ الʵالॽة
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 فإنّ  1مʧ الʢॽʶǼ Ȍʺʻاً  حʜّ̔اً  ʗ Dإذا ؗان  .1

2

1

( )

( )
( , )dx dy ( , )dy dx

b
x

D x
a

f x y f x y
j

j

æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè ø
ó
ô
õò ò 

2.  ʗإذا ؗانD  ًاʜّ̔ح Ȍʺʻال ʧاً مʢॽʶǼ 2  ّفإن 

2

1

( )

( )
( , )dx dy ( , )dx dy

d
y

D y
c

f x y f x y
y

y

æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè ø
ó
ô
õò ò 

إذا ؗان  .3
1

m

i
i

D D
=

=   ازॽاع أحʺʱ1اج 2, , , mD D D  ّى ؗلʻʲى مʻʲلة مʸفʻم

 ʧʽʢʺʻال ʙأح ʧها مʻ1م  2أو  ّفإن 

1

( , )dx dy ( , )dx dy
i

m

D D
i

f x y f x y
=

= åò ò  

ومʧ جهة  ،في الʱعʅȄʛ الʶابȘ فالʱؔاملات ؗلّها معʛّفة ȞʷǼل جʙّ̔ مȞʷلةلʝॽ هʻالʥ  ملاحʢة:
  :معاً فإنّ  2و 1مʧ الD  ʧʽʢʺʻأخȐʛ إذا ؗان 

2 2

1 1

( ) ( )

( ) ( )
( , )dy dx ( , )dx dy

b d
x y

x y
a c

f x y f x y
j y

j y

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷=ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
ó ó
ô ô
õ õò ò  

 ʖʶح ʥة وذلʻهʛʰمFubini.  
]لʧȞॽ  .6  مبرهنة , ] [ , ]R a b c d=  ʢॽʶǼاً حʜّ̔اً  Dو ،2مغلقاً غʛʽ تافهٍ مʧ مʽʢʱʶلاً  ´
ॽɾه،  ʧȞॽول,f g  ʧʽعǼتاʧȄʛّʺʱʶعلى  مD، و,l m ʽّ̔قॽʁح ʧدیʙع .ʧ ٍʚئʙʻع 

1. ( )
D D D
f g f gl m l m+ = +ò ò ò. 

0إذا ؗان  .2 f£ 0، ؗان
D
f£ ò. 

gإذا ؗان  .3 f£ ؗان ،
D D
g f£ò ò. 

4. ( )( )min ( )( )max
DD D

b a d c f f b a d c f- - £ £ - -ò 

5. 
D D

f f£ò ò . 
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  الإثॺات
ʅȄʛعʱال ʧةً مʛاشॼود و ، مʙʴʺؔامل الʱاصّ الʨخ ʧالʺʺاثلةم .  
  تȂʙʸʹان مʲلʦلان

1احॽʀ ʖʶʺة الʱؔامل  .1

0
1

(1 ) dy dx
e

yI y x
æ ö÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ø

ó
ô
õ ò.  

)نلاحȎ أنّ الʱاǼع : الʲل , ) ( 1) yf x y y x= +  ّʛʺʱʶ1]على  م, ] [0,1]e ´.  ʖʶʴف
   :نʙʳ أنّ  Fubiniمʛʰهʻة 

( )

1

1
0
1

1

0
2

(1 ) dx dy

1 dy

1

e y

y

I y x

e

e e

+

æ ö÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ø

= -

= - -

ó
ô
õ

ó
õ

ò

  

2.  ʧȞॽ2ل 2{( , ) , 1}D x y x y= Î £ £ ʖʶاح .
2( 1)dx dy

D
I xy xy= + +ò. 

1مع  1حȌॽʶǼ ʜٌّ̔ مʧ الD  Ȍʺʻأنّ : نلاحȎ أوّلاً الʲل 2,j j  الʳʺفان على الʛّمع

[ 1,1]-  :ʧʽʱغॽʸالǼ2
1 2( ) , ( ) 1x x xj j= ، وأنّ الʱاǼع =

2: ,( , ) ( , ) 1f D x y f x y xy xy = + +  إذن .ʛّʺʱʶم  

2

2

2

1
1 2

1
1 1

2 3

1

( 1)dx dy

( 1)dy dx

/ 2 dx

4 / 3

D

x

x

I xy xy

xy xy

xy xy y

-

-

= + +

æ ö÷ç ÷= + +ç ÷ç ÷çè ø

é ù= + +ê úë û
=

ó
ô
õ

ó
ôõ

ò

ò  

  ǼالȞʷل  Dأǽʹاً حʶاب الʱؔامل ʱȞǼاǼة  ʻʻȞʺǽا
2{( , ) , , 0 1}D x y y x y y= Î - £ £ £ £  
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ʥȂʙʸت:  ʧȞॽ2ل{( , ) , 1,0 1}D x y x y y= Î £ £ £ £ ʛʢǼ ʖʶاح .Ȅ َؔاملʱال ʧʽʱق 

2

1
dx dy

1D

I
y

æ ö÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷ç +è ø

ó
ô
ôõ

.  

 Gمʢॽʴه  معاً، 2و 1مʧ الʧʽʢʺʻ  حʜّ̔اً ʢॽʶǼاً  DلGreen(  ʧȞॽ(غرين   .7  مبرهنة

ʖجʨʺاه الʳّالاتǼ جّهʨم ȘٌȄʛʡ  ّفʸال ʧوم ʛّʺʱʶ1م  ِاً قॽّɻʢو ،, :p q D    ʧʽعǼتا

  . عʙʻئʚٍ تʴʱقȘّ الʺʶاواة Dعلى  1مʧ الʸفّ 

dx dy ( , )dx ( , )dy
D

q p
p x y q x y

x y G

æ ö¶ ¶ ÷ç ÷- = +ç ÷ç ÷ç¶ ¶è ø

ó
ô
õ ò   

  الإثॺات
نفʛʱض  ،1مʧ الD  Ȍʺʻ إنّ 

 ًʢىأنّه مع  ʧʽعǼاʱالǼ

1 2, : [ , ]a bj j   . ضʛʱنف
أنّ 

1 2 3 4G = G È G È G È G 
Șفʛʺل الȞʷكʺا في ال  
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  لʙیʻا

( )

2

1

3 1

3 1

2 4

( )

( )

2 1

0

dx dy dy dx

( , ( )) ( , ( )) dx

( , )dx ( , )dx

( , )dx ( , )dx

( , )dx ( , )dx

( , )dx

b
x

xD a
b

a

p p

y y

p x x p x x

p x y p x y

p x y p x y

p x y p x y

p x y

j

j

j j

G G

G G

G G

=

G

æ ö¶ ¶ ÷ç ÷- = - ç ÷ç ÷ç¶ ¶è ø

= - -

= +

= +

+ +

=

óó
ôôõ õ ò

ò
ò ò
ò ò
ò ò

ò



  

ة الʺʶاواة وȄʛʢȃقة مʷابهة ن2  ʗʰʲمʧ الD  Ȍʺʻفادة مʨؗ ʧن ʱسوȃالا ّɹ    ص

dx dy ( , )dy
D

q
q x y

x G

¶
=

¶
ó
ôõ ò  

  ومʻه

dx dy ( , )dx ( , )dy
D

q p
p x y q x y

x y G

æ ö¶ ¶ ÷ç ÷- = +ç ÷ç ÷ç¶ ¶è ø

ó
ô
õ ò       

ة  .3  ملاحʤة ّɹ ʧȞʺǽ إثॼات ص
الʳॽʱʻة الʶاǼقة ʶǼهʨلةٍ في 

حال ؗان 
1

m

i
i

D D
=

=  

اجʱʺاع أحॽازٍ ʢॽʶǼةٍ ؗلّ 
 ʧʽʢʺʻال ʧها مʻم ʙٍ1واح 

معاً، وهʚا یॽʱح لʻا  2و
(لاحȎ أنّ مʨʺʳع  تȘʽʰʢ الʺʛʰهʻة في حالات ʛʽʲؗة ؗʺا یʨضّح الȞʷل الʺʳاور

  .الʱؔاملات على القʨاʡع الʙاخلॽّة معʙوم)
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Ȗʻʮʠت:  ʧȞॽل
1

m

i
i

D D
=

=   ʧʽʢʺʻال ʧها مʻم ʙٍةٍ ؗلّ واحʢॽʶǼ ٍازॽاع أحʺʱ1اج 2و  ،ًمعا

 ʜّ̔ʴاحة الʶى مʢتُع ʚٍئʙʻعD  غةॽʸالǼ1dx dyD
D

= ò .  

الॽʸغة الʺعʢى Ǽ الȞʷلكʺʲالٍ على ذلʥ سʖʶʴʻ مʶاحة 
2 2

2
2 2

( , ) , 1
x y

D x y
a b

ì üï ïï ïï ï= Î + £í ýï ïï ïï ïî þ
  0مع, 0a b> >.  

 ʧʽعǼاʱف الʛّنع( , ) 0, ( , )p x y q x y x= . بȘʽʰʢʱ مʛʰهʻة غʧȄʛ، مع أخʚ الʽʲʺʱل الʨسʢॽي =
 Ȍॽʴʺ2لل: [0,2 ] , ( cos , sin )t a t b tj p     ʙʳن  

2 2

0
dx dy dy cos dtD D

x ab t ab
p

p
G

= = = =ò ò ò  

  عʺʨماً لʙیʻا
1

dx dy dy dx dy dx
2D D

x y x y
G G G

= = = - = -ò ò ò ò  

ها مʧ دون أن  ّy إنّ للʺʛʰهʻة الآتॽة أهʺॽّة ʛʽʰؗة في حʶاب الʱؔاملات الʺʹاعفة وسʨف نʛؗʚ ن
  نʱʰʲها.

:ʧʽʢॽʶǼ ولʧȞॽ حD  ʧȄʜّ̔و Dلʯ  ʧȞॽغʙʻʻ الʦّʲʯʸل)بالȜʸاملة ( .8  مبرهنة DF D 
 

 

f:هʨ وتقابله العʶȞيّ. ول1  ʧȞॽتقابلاً مʧ الʸفّ  D    Ďاʛʺʱʶعاً مǼتا Șّقʴʱت ʚٍئʙʻع .
 الʺʶاواة 

( )( , )dx dy ( , ) det J ( , ) dudv
D
f x y f u v u v

D
= F Fò ò   

 ʘʽحJF  عǼاʱي للȃʨفة جاكʨفʸمF. 
  

  مʰال
 Ȍॽʶॼال ʜّ̔ʴال ʧȞॽ2ل 2 2{( , ) , 0, 0, 1}D x y x y x y= Î ³ ³ + £ اب ʺالʶب حʨلʢ

2الʱؔامل  2(1 )dx dy

D

I x y= - -ò.  ابʶا حʻʻȞʺǽI ةॼʀعاʱʺؔاملات الʱقة الȄʛʢǼ 



  التكاملات على طريق والتكاملات المضاعفة
___________________________________________________________ 

265 
 

2
1

1 2 2

0
0

(1 )dy dx
x

I x y
-

æ ö÷ç ÷ç ÷= - -ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

ó
ô
ô
õ

ò  

) الإحʙاثॽّات القॽّʰʢةǼاسʙʵʱام  هتʺʽʲل D ʧȞʺǽولǼ ʧؔʺلاحʤة أنّ  , )r q  اتʴاجʛʱʺالǼ
0 1,0 / 2r q p£ £ £ نʹع إذن  £

2{( , ) , 0 1, 0 / 2}r rq q pD = Î £ £ £ £ॽع . لǼاʱال ʧȞ  

: ,( , ) ( cos , sin )D r r rq q qF D 
 

   
ʚلʥ فإنّ  هʨ وتقابله العʶȞي، 1تقابل مʧ الʸفّ  Fإنّ     وؗ

( )
cos sin

det J ( , det
sin cos

r
r r

r

q q
q

q q

æ ö- ÷ç ÷çF = =÷ç ÷ç ÷çè ø
  

  وعلॽه
2

1
/2 2

0
0
1 2

0

(1 ) drd

(1 - )d dr

(1 - )dr
2 8

I r r

r r

r r

p

q

q

p p

D
= -

æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè ø

= =

ó
ô
õ

ò

ò

ò
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  تȂʙʸʹات ومʴائل
 :تاǼعاً أصلॽّاً لؔل مʧ الأشȞال الʱفاضلॽة الآتॽة جʙْ  . 1  التمرين

1. 2( , ) (3 5 )dx 5 dyx y x y xw = + +. 

2. ( , ) (1 ) dx dyx xx y x ye xew = + +. 

3. 2 3( , ) 3 dx ( sin )dyx y x y x yw = + -. 

4. 
2 2 2 2

1 1 2 ( )
( , , ) dx dy dz

1 1 (1 )

z x y
x y z

z z z
w

+
= + -

+ + +
. 

5. ( , , ) cos( )dx cos( )dy sin( )dzx y z zy xy zx xy xyw = + +. 

6. 
2 2

1
( , , ) dx dy dz

( ) ( )

z x x y
x y z

z y z y z y
w

- +
= + -

+ + +
. 

مʧ الȌʺʻ الʺعʢى ॼʸǽ ʘʽʴǼح الȞʷل  m تاǼعاً  جʙْ مʧ الʴالات الآتॽة  حالةفي ؗلّ  . 2  التمرين
wالʱفاضلي  m w= ⋅ ،ًفاضلي مغلقاʱل الȞʷاً للॽعاً أصلǼتا ʧّ̔وع w: 

 
 

1. ( , ) ( )dx dyx y y xy xw = - + 

( , ) ( )x y g xm =  

2. 22

1 1
( , ) dx dyx y

x y xy
w = -2 2( , ) ( )x y g x ym = +  

3. ( , ) dx dy
1 1

y x
x y

xy xy
w = -

- -
( , ) ( )x y g xym =  

4. ( , ) dx dy
x y

x y
x

w
-

= + 

( , ) ( )x y g xm =  
5. ( , ) sh(2 )dx ch(2 )dyx y xy xyw = -

2 2( , ) ( )x y g x ym = +  

6. ( , , ) dx dy (1 )dzx y z yz zx xy zw = + + +
( , , ) ( )x y z g zm =  
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)1عʧ تاǼع  اʘʴǼ . 3  التمرين , )g Î     Șقʴǽ(0) 0g ʨȞǽ ʘʽʴǼن الȞʷل الʱفاضلي  =
  تامّاً: الآتي

2
2 2

2
( , ) , ( , ) dx ( )dy

(1 )

xy
x y x y g x

x
w" Î = +

+
  

 ʙج ʦّاثʚاً لهॽّعاً أصلǼفاضلي. تاʱل الȞʷال 
  احʖʶ تؔامل ؗل مʧ الأشȞال الʱفاضلॽة الʱالॽة على الʛʢق الʺعʢاة: . 4  التمرين

1. ( , ) dx (1 ) dyw x y x x y= + - 
ʜه الʺʙʰأ وضلعه ʛؗم ȑʚع الȃʛʺال ʦّة ثǽʙاحʨة الʛائʙ2على ال.  

2. ( , , ) dx dy dzw x y z zx zy= + + 
:3على الʺʶار [0,1]j   مع( ) (cos8 , sin 8 , )t t t tj =.  

3. 
2

( , ) dx dyxw x y y xe-= +  
]على مȌॽʴ الʺʽʢʱʶل  , ] [0,1]a a- ´.  

4. ( , , ) dx dy dzw x y z y z x= + + 
ʜها  ʛؗي مʱة الʛائʙه  (1,1,1)على الʱمعادل ȑʚال ȑʨʱʶʺوواقعة في ال

1x y z+ -   .1ونʸف قʛʢها  =
5. ( , ) ( )dx ( )dyw x y x y x y= + + - 

1الʺʶار الʺʺّ̡ل قॽʰʢاً Ǽالʺعادلة على  cosr q= ,0]مع  + ]q pÎ.  

2 نعʛّف على . 5  التمرين \ {(0, 0)} ʧʽّ̔فاضلʱال ʧʽلȞʷال:
  

2 2

2 2

( sin cos )
( , ) dx

( cos sin )
dy

x

x

e x y y y
u x y

x y

e x y y y

x y

-
=

+
+

+
+

2 2

1
( , ) ( dx dy)v x y y x

x y
= -

+
 

 مغلقان.  vو  uأثʗʰ أنّ  .1
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 شȞل تام؟ vعلى الʙائʛة الʨاحǽʙة. هل  vاحʖʶ تؔامل  .2
wأثʗʰ أنّ الȞʷل  .3 u v= ف + ّy ǽقʰل الʙʺʱیʙ عʙʻ الʺʙʰأ إلى شȞل تفاضلي مʧ ال

1تام؟ ʨهل ه ، 
على الʙائʛة الʨاحǽʙة، ثʦ اسʱʻʱج ॽʀʺة الʱؔامل  uاسʱʻʱج تؔامل  .4

2 cos

0
cos(sin )dttI e t

p
= ò. 

) احʖʶ الʱؔامل الʺʹاعف . 6  التمرين , )dx dy
D
f x yò ةॽالات الآتʴال ʧفي ؗلّ حالة م: 

1. 2( , ) 3f x y x x= + + 
2

2 2( , ) , 1
2

x
D x y x y

ì üï ïï ïï ï= Î £ £ +í ýï ïï ïï ïî þ
  

2. ( , )f x y y=
2{( , ) , 0 min( ,2 )}D x y y x x= Î £ £ -  

3. ( , )f x y x y= -

2{( , ) , 0 2}D x y x y x= Î £- £ £ +  
4. 2 2( , )f x y xy x y= +

2 2 2{( , ) , 2 1}D x y x y= Î + £  
5. 2 2( , )f x y xy x y= +

2 2 2{( , ) , , 0, 2 1}D x y x y x y= Î ³ + £  
6. ( , ) ( ) x yf x y x y e- -= +

2{( , ) , , 0, 1}D x y x y x y= Î ³ + £  
7. 2 2( , )f x y x y= +

2 2 2{( , ) , }D x y y x y x= Î £ + £  
8. 

2 2
( , )

1

xy
f x y

x y
=

+ +
2 2 2{( , ) [0,1] , 1}D x y x y= Î + ³  
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9. ( , )f x y xy=

2 2
2

2 2
( , ) , , 0, 1

x y
D x y x y

a b

ì üï ïï ïï ï= Î ³ + £í ýï ïï ïï ïî þ


, 0a b >  
10. 

2

1
( , )

(4 4 1)
f x y

x y
=

+ +

2 2 2{( , ) [0,1] , , }D x y x y y x= Î £ £  
11. 1

( , )
cos 1

f x y
y x

=
+

 

1
0, 0,
2 2

D
pé ù é ù

ê ú ê ú= ´ê ú ê úë û ë û
  

12. 
2

1
( , )

( 1)
f x y

x y
=

+ +
 

2
0,1D é ù= ê úë û  

13. 
( , )

xe
f x y

x
=2{( , ) [0,1] , }D x y y x y= Î £ £ 

14. 2 2( , )f x y x y= +

2 2 2{( , ) , 1}D x y x y= Î + £  
15. 2 2 3/2( )( , ) x yf x y xe += 

2 2 2{( , ) , 0, 1}D x y x x y= Î ³ + £  
16. 2 2( , )f x y x y= +

2 2 2{( , ) , }D x y y x y x= Î £ + £  
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0R لʧȞॽ . 7  التمرين 2 وليكن < 2 2 2{( , ) , , 0, }RD x y x y x y R= Î ³ + £ و 
2 2 2 2{( , ) , , 0, 2 }RD x y x y x y R¢ = Î ³ + £  وRS عȃّʛʺال ʨه

2{( , ) , , 0,max( , ) }RS x y x y x y R= Î ³ £ ʧȞॽول ،
2 2

( , ) x yf x y e- -=. 
 :بʧّ̔ أنّ  .1

( , )dx dy ( , )dx dy ( , )dx dy
R R RD S D
f x y f x y f x y

¢
£ £ò ò ò 

) مʧ تغʛʽʽ مʨّʴʱل مʻاسʖ احʖʶ ؗلاǼ  Ďإجʛاء .2 , )dx dy
RD
f x yò و

( , )dx dy
RD
f x y

¢ò. 

2اسʱʻʱج ॽʀʺة الʱؔامل  .3

0
dxxI e

¥ -= ò.  ّأن Ȏلاح:   

2 2 22

0 0 0
( dx) ( dx)( dy)

( , )dx dy
R

R R Rx x y

S

e e e

f x y

- - -=

=
ò ò ò

ò
  

Ǽ cosالॽʸغةالʺعʢاة  الإحʙاثॽّات اسʙʵʱم . 8  التمرين , sinx a y bq q= لʖʶʴʱ الʱؔامل  =
3(2 )dx dy

D
I x y= -ò  ʘʽح

2 2
2

2 2
( , ) , , 0, 1

x y
D x y x y

a b

ì üï ïï ïï ï= Î ³ + £í ýï ïï ïï ïî þ
  و, 0a b > 

) احʖʶ . 9  التمرين )dx ( )dyx y x y
G

- + +ò  ʘʽحG  الʺعادلةǼ اةʢة الʺعʛائʙهي ال

2 2 2x y a+ = .ʖجʨʺاه الʳالاتǼ جّهةʨوم 

2 احʖʶ . 10  التمرين 2dx dyxy x y
G

-ò  ʘʽحG  الʺعادلةǼ اةʢة الʺعʛائʙهي ال

2 2 4x y+ = .ʖجʨʺاه الʳالاتǼ جّهةʨوم 

ȄʛʢǼ3قʧʽʱ  احʖʶ . 11  التمرين 3dx dyy x
G

-ò  ʘʽحG  الʺعادلةǼ اةʢة الʺعʛائʙهي ال

2 2 4x y+ = .ʖجʨʺاه الʳالاتǼ جّهةʨوم 
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0لʧȞॽ  . 12  التمرين a b< dxاحʖʶ الʱؔامل الʺʹاعف . > dyy

D
xò ʘʽح 

[0,1] [ , ]D a b= ، واسʱʻʱج ॽʀʺة الʱؔامل ´
1

,
0

dx
ln

b a

a b
x x

I
x

-
= ó

ô
õ

. 

sinالʱؔامل الʺʹاعف  احʖʶ . 13  التمرين
dx dy

1 cos cosD

x

x y+
ó
ôõ

  ʘʽح
2

0,
2

D
pé ù

ê ú= ê úë û
  ،

واسʱʻʱج ॽʀʺة الʱؔامل 
/2

0

ln(1 cos )
dx

cos

x
I

x

p +
= ó

ôõ
. 

 تغʛʽʽ مʨʴʱل مʻاسʖ، احʖʶ الʱؔاملǼ ʧʽإجʛاء . 14  التمرين

1. 2 dx dy
D
x yò  ʘʽ2ح 2 2{( , ) [0, [ , 2 0}D x y x y x= Î ¥ + - £. 

2. 2( )dx dy
D
x y-ò  ʘʽحD  رؤوسه ȑʚع الȃّʛʺال ʨه

(1,0),(2,1),(1,2),(0,1). 
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  مسرد المصطلحات العلميّة
 الإنؔلȄّʜʽة  العॽّȃʛة

  الألف
 Differentiable اشʯقاقيّ 

 Smoother(partition) أدقّ (تقʸॻʴة)
 الʯاء

  أصليّ  تاǺع
Primitive function 

(antiderivative) 

    لʸȂʙان زʯȂاتاǺع 
Riemann zeta function  

Implicit FunctionتاǺع ضʸʹي
 ȏʙʴؕ عǺتا  Rational function

 Multivariable function تاǺعاً لعʗّة مʦّʲʯلات
Gradient  تʗرّج 

Differential  تفاضل 
Exact differential  تفاضل تام
partition   تقʸॻʴة

Tagged partition تقʸॻʴة مʹقʟʦة
ʤة أنعʸॻʴتق Finer Partition

Integral  تؒامل 
Definite Integral تؒامل مʗʲود
ʤّy Improper Integral أو معʯلّ تؒامل مع

ʤॻʱال  
rhoodNeighbo  جʦار

  الʲاء
 Infimum (Supremum) حʗّ أدنى (أعلى)

ȊॻʴǺ ʚّ̒ح  Simple domain
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  الʳاء
Step خʦʠة (الʯقʸॻʴة) (partition)

Cell  خلॻّة
 الʗال

Interior  داخل 
 Step function (تاǺع) درجي

ʥʻʴال  
ʔسال  Less than or equal 

ʥʻʵال  
 conditionCauchy شʦؕ ȉʙشي 

  conditionauchy CUniformly شʦؕ ȉʙشي Ǻانʢʯام
Differential form تفاضليّ شȜل

 الʶاد
 Class  صفّ 

ʥʻالع  
Interior element عʹʙٌʶ داخليّ

 الفاء
ʤʢʹاء شعاعيّ مʷف Normed vector space 

Complete space  فʷاءٌ تامٌّ 
Banach space فʷاء Ǻاناخ 

  القاف
Differentiable قابل للʸفاضلة

 Segment مʸॻɿʯʴةقʠعة 
ʸॻɾ Local extremumة حǻّʗّة مʲلॻّاً

 ʸॻɾ Local minimum (maximum)ة صغȎʙ (كȎʙʮ) مʲلॻّاً
  الؒاف

Dense (subset) )جʚئॻةكॻʰفة (مʦʸʱعة
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Closed ball  كʙة مغلقة 
Open ball كʙة مفʦʯحة 
Unit ball كʙة واحǻّʗة 

 اللام
Ȗلاص  Adherent 
Closure  لʶاقة  

ʤॻʸال 
 Inverse function theorem مʙʮهʹة الʯاǺع العʴȜي

Sequence  مʯʯالॻة
 Sequence of functions مʯʯالॻة تʦاǺع

ʛانʱʯم  Homogenous
ʖّلʰʸة الʲاجʙʯم Triangle inequality 

 Compact (set) مʙʯاصّة (مʦʸʱعة)
Series  مʴʯلʴلة

Function series تʦاǺعمʴʯلʴلة 
  Ǻ Absolutely convergentالإʟلاقمʯقارب 
Convergent  مʯقارȁة 

ʤॻʢʹالǺ ةȁقارʯم Normally convergent 
 Uniformly convergent مʯقارȁة Ǻانʢʯام 
 Simply convergent مʯقارȁة بʴॺاʟة

  Equivalent (norms) (نʸॻʢان)مʯؒافʭان 
compact interval مʱال مʙʯاصّ
Riemann مʦʸʱع رʸȂان sum
Closed set مʦʸʱعة مغلقة
Open set مʦʸʱعة مفʦʯحة

Convex  مʗّʲب
Jacobian مʗʲد جاكȁʦي
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ॺات  ّؕʙم  Components
Distance   مʴافة

Regression line مʤॻɿʯʴ الارتʱاع
 ʙّʸʯʴم  Continuous  

 Uniformly continuous مǺ ʙّʸʯʴانʢʯام
  Piecewise continuous مʙّʸʯʴ قॻّɹʠِاً
Partial derivative مȖّʯʵ جʚئي

Jacobian matrix مʶفʦفة جاكȁʦي
ʛِفة هʦفʶم Hesse matrix

 Lagrange multipliers مʷارʔȂ لاغʙانج
 ȉٌʦʮʷم  Regulated (Ruled) 
Defined  معʙّف

Closed (form) مغلȖ (شȜل)
   substitutionIntegration by مȜاملة بʯغʙʻʻ الʦّʲʯʸل

 Integration by parts مȜاملة Ǻالʚʱʯئة
 Uniform (partition) مʹʸʢʯة (تقʸॻʴة)

ʔجʦم (ʔسال)  
Greater (less) than or equal 

to zero 
  الʹʦن 

Star (set) (مʦʸʱعة)نॻّʸʱة 
Operator norm نʤॻʢ الॻʮʠʯقات الॻّʠّʳة الʙّʸʯʴʸة

ʤॻʢن  Norm 
Fixed point  نقʠة ثابʯة
Critical point نقʠة حʙجة
Saddle point  نقʠة سʙج

Limit  نهاǻة
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