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 ع� س��ة عال�ة للم�شورات 
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ً
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  مقدّمة

الحساب العلمي أحد فروع الر�ضيات التي �تم بتطوير وتحليل وتطبيق طرائق عددية على  يعُدّ 
نظريةّ و الهندسة الإقليديةّ و  الجبر الخطيو صلة وثيقة بمجالات ر�ضيّة متنوعة مثل التحليل الر�ضي 

الحساب التفاضلي، حيث يكون للطرائق العددية دورها الطبيعي و لة ثَ مْ الأَ و المعادلات التابعيّة و التقريب 
  الاقتصاد والماليّة.و العلوم الهندسيّة و  العلوم البيولوجيّةو من المسائل المطروحة في مجالات الفيز�ء  في عديدٍ 

كّنه يملعديد من فروع العلوم التطبيقيّة الحديثة على مفترق ا مهماً يتبوأ الحساب العلمي موقعاً 
ا؛ً ويتعاظم دوره هذا مع التطور المستمر لأجهزة الحساب الرقميّة من تقديم أدوات تحليل فعّالة نوعاً وكمّ 

من جهة، ومع تطور الخوارزميات العدديةّ: حيث تسمح إمكا�ت المعالجة الحاسوبيّة بحل مسائل من 
  اكاة العدديةّ لظواهر حقيقيّة.حجمٍ كبير وتنفيذ المح

من برمجيات الحساب العددي، ومع ذلك فإن الاستفادة الفعليّة من  عديدٌ فر في يومنا هذا ايتو 
هذه البرمجيات تتطلّب اختياراً دقيقاً للطرائق العددية المناسبة لكل مسألة مطروحة: في الواقع العملي، 

  تقديم الحلول الدقيقة لكل أنماط المسائل.يمكنها  Black Boxهناك "علبة سوداء"  ليس

إن أحد أبرز أهداف هذا الكتاب هو تقديم الأساس الر�ضي لمسائل الحساب العلمي من 
  خلال تحليل الخواص النظريةّ للطرائق العدديةّ مع تبيان نقاط القوة ونقاط الضعف لهذه الطرائق.

ات التقارب، نركّز في هذا الكتاب على إضافةً إلى العرض الر�ضي لخوارزميات الحساب ومبرهن
التنفيذ العملي لهذه الخوارزميات من نواحٍ عديدة: عموميّة التطبيق، الدقةّ، الاستقرار العددي فيما يتعلّق 

بمقارنة . يسمح ذلك ةبرمجال�خطاء التدوير، سرعة الحساب، حجم الذاكرة الحاسوبيّة اللازمة، سهولة 
  ير عديدة تبعاً لنمط الاستعمال المطلوب.الطرائق المختلفة وفق معاي

تشتمل فصول الكتاب المختلفة على صياغة برمجيّة لبعض الخوارزميات المدروسة بلغةٍ علميّة 
Pseudo Code .دف توضيح سهولة برمجة هذه الخوارزميات والتي �خذ في العموم أشكالاً بسيطة�  

  
   



  

على درجاتٍ من الصعوبة العديد من التمارين  )في �اية كل فصل(يتضمّن الكتاب  ذلكك
�لقلم والورقة وبعضها يتطلّب استعمال آلة حساب رقميّة مساعدة لتنفيذ الحسا�ت  بعضها يمكن حلّ 

المطلوبة، وهذا يساهم في ترسيخ المفاهيم النظريةّ وتوضيح جوانب معرفيّة إضافيّة تتعلّق �لمسائل الر�ضيّة 
  المطروحة.

الكتاب بشكلٍ أساسي إلى طلاب الحلقة الجامعيّة الثانية وطلاب العلوم الهندسيّة.  يتوجّه هذا
كما يمكن أن يكون مفيداً لطلاب الدراسات العليا وللعاملين في مجالات البحث العلمي وبوجهٍ عام 

  لجميع مستخدمي الحساب العلمي.

ب التفاضلي وقضا� الجبر معرفة جيدة �لتحليل التابعي والحساالكتاب  هذا يتطلب استخدام
الخطي وكذلك الإلمام بمسائل المعادلات التفاضلية. كما تتطلب الاستفادة الفعلية من الطرائق 
والخوارزميات العدديةّ معرفةً لا �س �ا في أمور البرمجة الحاسوبية واستخدام الأنظمة الرقمية �دف التنفيذ 

  العملي وإجراء الحسا�ت.

معرفةً نظريةّ بموضوع  ب الاستخدام الفعلي للحساب العلمي في التطبيقاتمن جانب آخر، يتطلّ 
 العدديةّ. حسابيّة تتعلّق �لجوانب التطبيقيّة للخوارزميات عمليّةً  خبرةً كما يتطلّب المسألة المراد حلّها  

  يتكوّن محتوى هذا الكتاب من أربعة عشر فصلاً موزّعة في جزأين:

الأعداد والعمليات الحسابيّة في الأجهزة الرقميّة ومفهوم استقرار  لَ في الفصل الأول: نعرض تمثي
  المسائل الر�ضيّة ومفهوم الحساسيّة واستقرار الطرائق العدديةّ.

في الفصول الثاني إلى الخامس: نعرض تذكرة ببعض مفاهيم وموضوعات الجبر الخطي، إضافةً 
عددي: حل جمل المعادلات الخطيّة �لطرائق المباشرة إلى معالجة المسائل التقليديةّ في الجبر الخطي ال

  والطرائق التكراريةّ �لإضافة إلى حساب القيم الذاتيّة والأشعّة الذاتيّة للمصفوفات.

في الفصلين السادس والسابع: نبحث في مسألة الاستيفاء التابعي �ستخدام توابع كثيرات 
وكذلك مسألة  ،تقريب المنتظم للتوابع المستمرةّ على مجالالحدود وتوابع السبلاين التكعيبيّة، ومسألة ال

  تقريب التوابع بطريقة الوسطي التربيعي �ستخدام كثيرات الحدود المتعامدة.

  



  

في الفصول الثامن إلى العاشر: نطرح مسألة معالجة المعطيات التابعيّة في المستوي �ستخدام 
تكاملات (تكامل العددي للتوابع العددية بمتحوّل واحد منحنيات السبلاين التكعيبيّة ونعالج مسألة ال

�ستخدام طرائق  )تكاملات مضاعفة(ومسألة التكامل العددي للتوابع العددية بمتحوّلين  )بسيطة
  غاوص.

في الفصلين الحادي عشر والثاني عشر: نعرض طرائق وخوارزميات حل المعادلات التفاضليّة 
  لنسبة لمسائل القيم المحيطيّة.العاديةّ عددّ�ً وكذلك الأمر �

في الفصلين الثالث عشر والرابع عشر: نعرض دراسةً للمعادلات الجبريةّ غير الخطيّة والطرائق 
قيود مع دون قيود ومسائل الأمثلة العدديةّ مسائل الأمثلة العدديةّ في نبحث  وكذلكالعدديةّ لحلّها، 

  .المستخدمة في معالجتهاالطرائق العدديةّ و 

شرائح أرجو أن أكون قد وفقت في مسعاي هذا، وأن يعود هذا الكتاب �لفائدة على ختاماً، 
طلاب في مرحلة التأهيل الهندسي و طلابنا الأعزاء عديدة من المهتمين بقضا� الحساب العلمي من 

رٍ تتسارع بقدرٍ يتناسب مع الحاجات الملحّة في عصلعاملين في مجالات البحث العلمي االدراسات العليا و 
فيه الإنجازات العلميّة والتقانيّة، متمنيّاً لهم حظاً وافراً في مواكبة هذا العصر نحو مستقبلٍ مشرق والله 

  ق.الموفّ 

 

 

  ��ه عودەند.   2023 تموز
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  الأوّلالفصل 
  في التحليل العددي ومفهوم الاستقرارتمثيل الأعداد 

 ل بطريقة النقطة العائمةـالتمثي § 1.

 في تمثيـل الأعداد IEEEمعيـار  § 2.

 من وجهة النظر العدديةّالأخطاء  § 3.

 في التحليل العددي مفهوم الاستقرار § 4.

 الطرائق العدديةّ استقرار § 5.

 مسائل وتمارين § 6.

 -كلٌّ على طريقته-ات، يطوّرون يّ ات والسبعينيّ الأجهزة الحاسوبيّة، في أعوام الستين كان مصنّعو
نظام تمثيل الأعداد �لنقطة العائمة مما جعل توافقية البرمجيات مع هذه الأجهزة أمراً عسيراً. فعلى سبيل 

الأعداد في حين كانت حواسيب في تمثيل  ثنانيالإالمثال، كانت معظم الآلات الحاسبة تعتمد النظام 
IBM 360/370 )تعتمد النظام الست عشري  )والتي كانت شائعة في تلك الفترةhexadecimal 

من �حيةٍ �نية،  الحاسبة تعتمد النظام العشري. HPوفيما كانت أنظمة حاسوبيّة أخرى مثل أنظمة 
 .Wات من أمثال يّ أعوام الثمانين من اختصاصييّ الأجهزة الحاسوبيّة، في بداية ساهمت جهود العديد

Kahan  ذلك دفعٌ كبيرٌ لهذا النظام بتبنيّ  وتلافي وضع نظامٍ قياسي لتمثيل الأعداد �لنقطة العائمة
ار في تمثيل الأعداد. عُرِفَ هذا النظام القياسي ـلهذا المعي Motorolaوشركة   Intelكلّ من شركة 

الأعداد �لنقطة العائمة وكان ذلك منذ أن بدأ بتطويره فريقٌ في تمثيل  IEEEار ـفي التمثيل �سم معي
  .IEEE لكترونيةمن معهد الهندسة الكهر�ئية والإ متخصص

 التمثيل بطريقة النقطة العائمة 1.

2ليكن       عندئذٍ، أ�ً كان )يكون زوجياً  ما غالباً (عدداً طبيعياً نسميّه الأساس ،
\قي العدد الحقي {0}x    ٌفإنهّ يوجد عددٌ صحيحe   بحيث يكون 
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 1e ex     

0وهذا يعني أنهّ يوجد عددٌ وحيد  1   بحيث يكون  

   1(1 ) 1 ( 1)e e ex                   

  بطريقةٍ وحيدة �لشكل يكتب xأي أنّ العدد 

  , 1 ,ex m m e          

 .x دليل العدد mنسمي العدد 

1تعتمد طريقة التمثيل �لنقطة العائمة على اختيار عددٍ صحيح  p  دقّة التمثيل يسمّى
precision آخرين  إضافةً إلى عددينmine  وmaxe  يحدّدان مجال تغيرّ الأسe  بحيث نستطيع

  :�ذه الطريقة تمثيل الأعداد التالية

  1 ( 1)
0 1 1

p e
p

m

d d d  
         


  (1)  

  حيث
, 0i id d     

عن العدد الحقيقي الذي  floating-point numberصطلح عدد النقطة العائمة يعبرّ الم
  يمكن أن تكتب �لشكل: (1). نلاحظ هنا أنّ الصيغة (1)يكتب �لشكل

  1e pM     

1pMعددٌ صحيح يحقق  Mحيث     1. نسميّ العددe p    كوانتوم التمثيل
quantum   1كما نسمي العددe p   الأس الكوانتيquantum exponent.  

المخصّصة لذلك إلى  computer wordلتخزين عدد النقطة العائمة تقسم وحدة الذاكرة 
. فمثلاً، في نظامٍ حاسوبي يعتمد mومن ثمّ الدليل e، الأس sالترتيب الإشارة  ثلاثة حقول تمثّل على
32وحدة ذاكرة قياسها  bit :يمكن توزيع هذه الحقول كالتالي  

  8bits  :تمثيل الأس  ،23bits  تمثيل الدليل:   ،1bit  :تمثيل الإشارة
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من أعداد النقطة العائمة.  بصفته عدداً هناك حالتان لا يمكن فيهما تمثيل عددٍ حقيقي تمثيلاً �ماً 
. فهذا العدد يمتلك تمثيلاً عشر�ً 0.1الحالة الأولى، وهي الأكثر شيوعاً، يمكن إيضاحها �لعدد العشري

)منتهياً  10) : 

  10.1 1.0 10    
)وفي النظام الإثناني  2)   ًيقع هذا العدد تماماً بين عددي نقطة عائمة وذلك لكونه لا يقبل تمثيلا

  منتهياً:

  4
10 2(0.1) (1.10011001100) 2   

والحالة الثانية، وهي أقلّ حدو�ً وتتعلّق �لأعداد الواقعة خارج مجال التمثيل، أي أن تكون القيمة المطلقة 
maxeللعدد أكبر من القيمة   .  

  إنّ تمثيل الأعداد بطريقة النقطة العائمة ليس وحيداً، فعلى سبيل المثال، كلا الكتابتين:
10.01 10  11.00و 10  

نشترط في وحيداً نجعل تمثيل الأعداد الحقيقيّة بطريقة النقطة العائمة . لكي 0.1تمثّلان العدد
�خذ تمثيل العدد  وعندئذٍ غير معدوم  0dهذا التمثيل أن يكون الرقم الأوّل من يسار دليل العدد 

  الشكل التالي:

  0 1 2 1 0, 0 , 0e
p id d d d d d         (2)  

Normalized floating- التمثيل �لنقطة العائمة القياسيّةطريقة  (2)نسميّ طريقة التمثيل 

point أعداداً نظامية (2)، كما نسمّي الأعداد التي تكتب وفق العبارة Normal numbers.  

11.00فعلى سبيل المثال الكتابة  10  10.01قياسيّة في حين أنّ الكتابة 10  ليست
  كذلك.

  :مثـال

2في حالة   ،3p  ،min 1e    وmax 2e   يتضمّن نظام التمثيل �لنقطة
  :يوضّحها الشكل التالي )الإشارة (عدداً نظامياً موجباً  16العائمة 
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  : الأعداد النظامية الموجبة.1الشكل 

  وهذه الأعداد هي:

   
2

1

1.00 2 , 1.01 2 , 1.10 2 , 1.11 2i i i i

i
     

بتمثيل  يسمحلسوء الحظ، فإنّ الشرط الذي وضعناه ليصبح التمثيل �لنقطة العائمة قياسياً، لا 
الصفر!. سنرى في الفقرة التالية كيفيّة تمثيل الصفر وكذلك أعداداً أخرى لا يمكن كتابتها وفق العبارة 

(2).  

 تمثيـل الأعداد في IEEEمعيـار  2.

وهو  لتمثيل الأعداد �لنقطة العائمة، ”IEEE 754“، جرى اعتماد معيار 1985في عام 
)ثناني الإتمثيلٍ يقوم حصراً على استخدام النظام نظام  2)   في التعبير عن مكوّ�ت التمثيل: الأس

exponent  والدليلsignificand  أوmantissa. جرى  1987وفي عام �عوامٍ قليلة،  بعد ذلك
2والذي يسمح �ستخدام أحد الأساسين  “ 854IEEE” إلىتعميم هذا المعيار    أو

10  على حدٍ سواء. في التمثيل  

IEEE 754“جرى نشر إصدار جديد من معيار  2008في شهر آب من عام  2008” 
  من المراجعة، ليحلّ محل الإصدارين:بعد سبع سنوات 

“IEEE 754 1985” , “IEEE 854 1987”   
IEEE 754“معيار يشتمل  2008”  في تمثيل الأعداد على مجموعة من الأنماط تحقق جميعها
  :التاليةالشروط 

  ثناني أو تمثيل عشريإتمثيل ( .10أو  2الأساس في أي نمط تمثيل هو(. 

  تمثيل دقةٌ منتهية لكل نمطp  تمثّل عدد الخا�ت المخصصة لتمثيل الدليل في سجل الذاكرة الممثل
 .لهذا النمط

  مجال تغير الأس لكل الأنماطmin maxe e e   حيثmin max1e e . 

0 1 2 43 5 6 7



 تمثيل الأعداد ومفهوم الاستقرار في التحليل العددي 5

    

  .في تمثيل الأعداد IEEEظام تستعمل ن x86و  SPARCننوّه هنا إلى أنّ جميع معالجات 

IEEE 754“يشتمل معيـار  2008”  أساسية أنماط  خمسةفي تمثيل الأعداد على
Basic formats:  

  ثلاثة أنماط إثنانيةbinary32 ،binary64  وbinary128  تمثّل بسجلات ذاكرة قياسها
 على الترتيب. bits 128 و 64، 32

  نمطين عشريينdecimal64  وdecimal128  128و  64تمثّل بسجلات ذاكرة قياسها bits 
 على الترتيب.

للأنماط الأساسيّة  Extended formats موسّعةً  اً المعيار، �لإضافة لذلك، أنماط يقترحكما 
دقّة  ةتحديد قيم هاستخدملميمكن  Extendable formatsوأنماطاً قابلة للتوسيع  السابقة الخمسة

  .لأستغيرّ ا التمثيل ومجال

  الخاصة �ذه الأنماط. mineو  p ،maxe طاءالوسقيم  ول التاليبينّ الجدي

  binary decimal 

  16 32 

(basic) 
64 

(basic) 
128 

(basic) 
32 64 

(basic) 

28 

(basic) 

p  11 24 53 113 7 16 34 

maxe  +15 +127 +1023 +16383 +96 +384 +6144 

mine  -14 -126 -1022 -16382 -95 -383 -6143 

  Binary formatsوفق الأنماط الإثنانية تمثيل الأعداد  1.2

تألف و بصيغة تمثيل تأبسجل ذاكرة  floating-point numberثّل عدد نقطة عائمة يم
  من ثلاثة حقول:

bitsمكوّن من  Tحقل  ( 1)p   وحقلٌ الدليل لتمثيلE  مكوّن منbits w لتمثيل 
  كما هو مبينّ في الشكل التالي:،  الإشارةلتمثيل  bit1مكوّن من Sحقل و الأس 
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0تعرّف ذاكرة حقل الأس عدداً صحيحاً  2 1wE   الدليل، كما تعرّف ذاكرة حقل 

10عدداً صحيحاً  2pT   {0,1}، وتعرّف قيمةS  .احتساب القيمةيجري  إشارة العدد 
) التمثيل لصيغة العددية , , )S E T  للأنماط الإثنانية في نظامIEEE   كما يليالمعياري:  

  2حالة 1wE    0وT  : في هذه الحالة عدد نقطة عائمة الصيغة ثل تملا
 .القيمة العددية لهذه الصيغةللتعبير عن  NaN (Not-a-Number)ويستخدم مصطلح 

  2حالة 1wE    0وT  :اللا�اية الموجبة أو السالبةالصيغة في هذه الحالة ثل تم: 

  ( 1) ( )S   

  0حالة 2 1wE   :اً نظامياً عددالصيغة عندها ثل تم ormal numbern 
 عندها:العددية قيمة الوتكون 

  1( 1) 2 (1 2 )S E b pT       

  حيث

  1
max 2 1wb e     

، binary16 ،binary32ط انمالأفي  16383و  1023، 127، 15خذ القيم و�
binary64   وbinary128 .على الترتيب  

  0حالةE   0وT  : عدداً تحت نظامي تمثل الصيغة في هذه الحالة subnormal

number وتكون القيمة العددية عندها: 

  min 1( 1) 2 (0 2 )eS pT       

  0حالةE   0وT  : الصفر الموجب أو السالبتمثل الصيغة في هذه الحالة: 

  ( 1) ( 0)S   

MSB LSB

1bit bitsw ( 1)bitst p= -

S E T
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  وفق الأنماط الإثنانية المختلفة. يبينّ الجدول التالي قياس الحقول المختلفة

  binary16 binary32  binary64  binary128  النمط
  128  64  32 16  قياس السجل

1pلدليل: قياس ا   10  23  52  112  
  w  5  8  11  15قياس الأس: 

الانحياز في الأس:
1

max 2 1wb e     
15  127  1023  16383  

IEEE 754“في معيار  binary64و  binary32يوافق النمطان  2008”  نمط الدقة
IEEE 754“في معيارالمضاعفة قة ونمط الدطة البسي 1985” . لنوضح هذين النمطين مع بعض

  التفصيل:

 binary32أو  ة البسيطةـط الدقّ ـنم أولاً:

 لاثة حقول:من ثالصيغة الموافقة لهذا النمط تتألّف 

23حقل مكوّن من  - bits  230 الجزء الكسرييمثّل f 2 1T    . 

8حقلٌ مكوّن من   - bits  القيمة المنحازة للأسلتمثيل E. 

1حقلٌ مكوّن من  - bit  {0,1} الإشارةلتمثيلS . 

  .2 كما في الشكل  bit-32ن هذه الحقول متجاورةً في وحدة ذاكرة قياسها زّ تخَُ 

 
  .binary32 صيغة التخزين البسيطة: 2الشكل 

وما يقابلها من قيمٍ عدديةّ  Tو Eو Sيبينّ الجدول التالي الحالات المختلفة للحقول الثلاثة 
  .binary32 طةتمثلّها صيغة التمثيل البسي

MSB LSB

1bit 8 bits 23bits

S [30:23]E [22:0]T
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  القيمة العدديةّ  قيمة حقول التخزين
0 255E   s 127( 1) 1.f 2 normal numbersE     

0; 0E T   s 126( 1) 0.f 2 subnormal numbers    

0; 0E T   s( 1) 0.0 signed zero   

0; 255; 0S E T    INF    

1; 255; 0S E T    INF    

255; 0E T   Not-a-NuNaN mber  

  .binary32: القيم العدديةّ التي يمثلّها نمط الدقّة البسيطة 1الجدول 
  .x+fترمز إلى العدد  x.fالكتابة 

  لعدد الممثّل �ذه الصيغة هو عددٌ مركّب يساوي:ل m دليلالنلاحظ هنا أنّ 
 1.fm   0عندما 255E  في هذه - العدد الذي تمثلّه هذه الصيغة. نسمّي

 .normal numberعدداً نظامياً  -الحالة

 0.fm  0 عندماE   0وT  نسمّي العدد الذي تمثلّه هذه الصيغة .-
 .subnormal numberنظامي  تحتعدداً  -في هذه الحالة

وجزء صحيح  f.0 يمثّل بجزء كسري قيمته mمن ذلك أنّ دليل الصيغة البسيطة  لنايتبينّ 
يبينّ الجدول التالي بعض صيغ  في حالة الأعداد تحت النظاميّة. 0في حالة الأعداد النظاميّة، و 1قيمته 

  التمثيل البسيطة الهامّة وقيمها �لنظام العشري.
  ةالقيمة العدديةّ العشري (Hex)صيغة ال  الاسم الشائع

+0 00000000  0.0 
-0 80000000 -0.0 
 1 3F800000  1.0 
 2 40000000  2.0 

maximum normal number 7F7FFFFF 3.40282347e+38 
minimum positive normal 

number 
00800000 1.17549435e-38 

maximum subnormal number 007FFFFF 1.17549421e-38 
minimum positive subnormal 

number 
00000001 1.40129846e-45 

  7F800000 Infinity 
  FF800000 -Infinity 

Not-a-Number 7FC00000 NaN 

  .وقيمها العدديةّ �binary32لدقةّ البسيطة : بعض صيغ التمثيل 2الجدول 
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 binary64أو  المضـاعفةة ـط الدقّ ـنم :�نيـاً 
 من ثلاثة حقول:الموافقة لهذا النمط تتألّف الصيغة 

52حقل مكوّن من  - bits  520 الجزء الكسرييمثّل f 2 1T    . 

11وّن من حقلٌ مك  - bits  القيمة المنحازة للأسلتمثيل E. 

1حقلٌ مكوّن من  - bit  {0,1} الإشارةلتمثيلS . 

64تخَُزّن هذه الحقول متجاورةً في وحدة ذاكرةٍ قياسها  bits  الشكل التالي.كما في   

  
  .binary64 المضاعفة: صيغة التخزين 3الشكل 

وما يقابلها من قيمٍ عدديةّ  Tو Eو Sيبينّ الجدول التالي الحالات المختلفة للحقول الثلاثة 
 .binary64تمثلّها صيغة التمثيل المضاعفة 

  القيمة العدديةّ  قيمة حقول التخزين

0 2047E   
s 1023( 1) 1.f 2 normal numbersE     

0; 0E T   s 1022( 1) 0.f 2 subnormal numbers    

0; 0E T   s( 1) 0.0 signed zero   

0; 2047; 0S E T   INF    

1; 2047; 0S E T    INF    

2047; 0E T   Not-a-NuNaN mber  

  .binary64 المضاعفة: القيم العدديةّ التي يمثلّها نمط الدقةّ 3الجدول 

  ذه الصيغة هو عددٌ مركّب يساوي:للعدد الممثّل � mأنّ الدليل  -أيضاً  -نلاحظ هنا 

 1.fm   0عندما 2047E  في هذه -. نسمّي العدد الذي تمثلّه هذه الصيغة
 .normal numberعدداً نظامياً  -الحالة

MSB LSB

1bit 11bits 52bits

S [62:52]E [51:0]T
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 0.fm  0 عندماE   0وT  في -. نسمّي العدد الذي تمثلّه هذه الصيغة
 .subnormal numberعدداً تحت نظامي  -هذه الحالة

وجزء صحيح  f.0يمثّل بجزء كسري قيمته  m المضاعفةيتبينّ لنا من ذلك أنّ دليل الصيغة 
يبينّ الجدول التالي بعض صيغ  .الأعداد تحت النظاميّةفي حالة  0 ، والأعداد النظاميّةفي حالة  1قيمته 

  الهامّة وقيمها �لنظام العشري.المضاعفة التمثيل 

  القيمة العدديةّ العشرية (Hex)صيغة ال  الاسم الشائع

+0 
00000000 
00000000  0.0 

-0 
80000000 
00000000 -0.0 

1 
3FF00000 
00000000  1.0 

2 
40000000 
00000000  2.0 

maximum normal 
number 

7FEFFFFF 
FFFFFFFF 1.7976931348623157e+308 

minimum positive 
normal number 

00100000 
00000000 

2.2250738585072014e-308 

maximum subnormal 
number 

000FFFFF 
FFFFFFFF 

2.2250738585072009e-308 

minimum positive 
subnormal number 

00000000 
00000001 4.9406564584124654e-324 

  
7FF00000 
00000000 Infinity 

 
FFF00000 
00000000 -Infinity 

Not-a-Number 
7FF80000 
00000000 NaN 

  .وقيمها العدديةّ binary64 �لدقةّ المضاعفة : بعض صيغ التمثيل4الجدول 

  Decimal formatsتمثيل الأعداد وفق الأنماط العشريةّ  2.2

أكثر تعقيداً منه في الحالة  Decimal formatsتمثيل الأعداد وفق الأنماط العشريةّ  يعدّ 
  عديدة منها: سبابلأالإثنانيّة وذلك 
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  الترميزمن تلفين مخاقتراح شكلين “encoding”  الإثناني الترميز هماBinary encoding 
وعلى الخصوص الجزء المتعلق  صيغةالكو�ت لم Decimal encodingالعشري  والترميز
 .M �لدليل

  ضهاعن بع ، لا تكون الحقول الثلاثة: الإشارة، الأس و الدليل منفصلةً ةالعشري الأنماطفي 
 Tالحقل من تمثيل الدليل يتكون ، حيث ةالإثنانيالأنماط و الحال في حالة �م كما ه بشكلٍ 

 .Gالحقل وجزء من 

في لمكو�ت الصيغة العشرية  العشري الترميزو  الإثنانيالترميز بين صر، يكمن الفرق وبشكلٍ مخت
10حيث �خذ دليل العدد قيمة صحيحة بين الصفر والقيمة  ،ليل العددطريقة تمثيل د 1p  .

إذا اختر� أما  )للصيغة العشرية الإثنانيالشكل إلى هذا يقود�  ( هذا الدليل إثنانياً  فإذا اختر� ترميز
 صيغة تتكون .)لعشريةللصيغة االعشري الشكل إلى  هذا بدوره يقود�(هذا الدليل عشرً� ترميز 

 ثلاثة أقسام كما هو مبينّ في الشكل التالي: من ةالعشري التمثيل في الأنماط

  
  declets give 3 1 digitdecimal encoding:

binary enc

s

 bits give vaoding: lues 0, ,2 1t

J J p

t

 






  

  :الأنماط العشرية لبعضالتمثيل  صيغة يبينّ الجدول التالي قياس حقول

    decimal32  decimal64  decimal128  
  128  64  32  قياس السجل

T :10tالحقل قياس  J  20  50  110  
G :5wالحقل قياس    11  13  17  

 :الانحياز في الأس
( 1)b E e p     

101  398  6176  

  

MSB LSB

1bit + 5w 10 bitst J=

S G T

+0 4G Gw
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  التالية:وفق القواعد التمثيل صيغة القيمة التي تعبر عنها  يجري حساب

  إذا كانت الخا�ت" bits  )من اليسار إلى اليمين( Gالأكثر دلالة من الحقل  "

0 4 11111G G   ّوهذا ما يعبرّ عنه بمصطلحثّل عدداً تملا صيغة الفإن NaN، 

  0في حالة 4 11110G G   ّ(1-)اللا�اية:  تعبرّ عنصيغة التمثيل فإن ( )S  ، 

  0}في حالة وجود, , 3}i    0بحيث بكونiG  فإنّ الصيغة تمثّل عدداً منتهياً قيمته: 

  ( 1) 10S E b C    
Eهنا  b  ّل الأس الكوانتي للعدد ويمثّليمث b  398، 101الانحياز في الأس والذي �خذ القيمة 
على  decimal128أو  deciml32 ،decimal64تبعاً للنمط العشري المستخدم  6176أو 

  كما يلي:  Cو  Eتعيين قيمة كلّ من الترتيب. يجري 

  decimal encoding العشري أولاً: في حالة الترميز

 0 إذا كان 4 110G G xx  0أو 4 1110G G x  ّفإن 

  2 3 5 6 4 4 1 2 1

binary decimal

, (8 )w pE G G G G G C G C C C     
 

0نلاحظ في هذه الحالة أنّ  48 {8,9}C G  .  

  0إذا كان 4 0G G xxxx  0أو 4 10G G xxx  ّفإن 

  0 1 5 6 4 2 3 4 1 2 1

binary decimal

, (4 2 )w pE G G G G G C G G G C C C      
  

  حيث

  0 2 3 4

3 1 3 2 3 3 10 10 9

4 2 {0, ,7}

( , , ) ( , , ), 0j j j j j

C G G G

C C C T T j J   

   
   




  

10وحيث  3: {0,1} {0, ,9}    0يفك الترميز الإثناني تطبيق 1 9b b b  حيث
{0,1}ib   0إلى الترميز العشري 1 2d d d  0}حيث, , 9}id   عياروفقاً لم 

“IEEE 754 2008” تركيبة إثنانيّةكل الجدول التالي الذي يربط   �ستخدام 

0 1 9b b b  ّ0بثلاثيّة عشرية 1 2d d d 0يكون يث بح 1 2 0 1 9( , , ) ( , , , )d d d b b b  .  
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2d  1d  0d  6 7 8 3 4b b b b b  

7 8 94 2b b b   3 4 54 2b b b   0 1 24 2b b b   0 x x x x 

98 b  3 4 54 2b b b   0 1 24 2b b b   1 0 0 x x 

3 4 94b  + 2b  + b  58 + b  0 1 24b  + 2b  + b  1 0 1 x x 

0 1 94b  + 2b  + b   3 4 54b  + 2b  + b  28 + b  1 1 0 x x 

0 1 94b  + 2b  + b  58 + b  28 + b  1 1 1 0 0  

98 b  0 1 54b  + 2b  + b  28 + b  1 1 1 0 1 

98 b  58 + b  0 1 24b  + 2b  + b  1 1 1 1 0 

98 b  58 + b  28 + b  1 1 1 1 1 

من �حيةٍ �نيةٍ، نحتاج عند تمثيل عدد عشري وفق أحد الأنماط العشريةّ �ستخدام الترميز 
3العشري إلى تطبيق  10: {0, ,9} {0,1}   0ثلاثيّة عشريةّ يسمح بترميز 1 2d d d  بتركيبة

0إثنانيّة  1 9b b b  0بحيث يكون 1 9 0 1 2( , , , ) ( , , )b b b d d d .  ذلك وفقاً لمعيار يجري
“IEEE 754 2008” ستخدام الجدول التالي�:  

7 8 9b b b  6b  3 4 5b b b  0 1 2b b b  0 0 0
0 1 2d d d  

1 2 3
2 2 2d d d  0 1 2 3

1 1 1d d d  1 2 3
0 0 0d d d   0  0  0 

3
20 0 d  1 1 2 3

1 1 1d d d  1 2 3
0 0 0d d d  0  0  1 

3
20 1 d  1 1 2 3

2 2 1d d d  1 2 3
0 0 0d d d  0  1  0 

3
21 1 d  1 3

11 0 d  1 2 3
0 0 0d d d  0  1  1 

3
21 0 d  1 1 2 3

1 1 1d d d  1 2 3
2 2 0d d d  1  0  0 

3
21 1 d  1 3

10 1 d  1 2 3
1 1 0d d d  1  0  1 

3
21 1 d  1 3

10 0 d  1 2 3
2 2 0d d d  1  1  0 

3
21 1 d  1 3

11 1 d  3
00 0 d  1  1  1 

0حيث  1 2 3
i i i id d d d  0}يمثّل الصيغة الإثنانية للعدد, , 9}id  .  
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0ب الإثنانيّة يولّد جميع التراكي ننوّه هنا إلى أنّ التطبيق  1 9b b b تركيبة هي: 24 �ستثناء  

  {01 11 111 , 10 11 111 , 11 11 111 }x x x x x x x x x  

  في موقعها من التركيبة.للخانة قيمة اختياريةّ تعني  xحيث 
  .”non-canonical patterns“توصف هذه التراكيب �ّ�ا غير قانونيّة 

  نلاحظ هنا، أنهّ عندما يكون
0 4 {00000,01000,10000} , 0G G T   

  :الصفر مع إشارة وتمثّل الصيغة عندئذ ماً فإنّ دليل العدد في هذه الحالة يكون معدو 
signed zero : (-1) ( 0)S    

  المختلفة لصيغة التمثيل العشري في حالة الترميز العشري: الحالاتيلخّص الجدول التالي 

  G  القيمة العددية للصيغة العشريةّ

NaN  
111110

111111

x x

or

x x




( 1) ( )S    11110xx x

binary

2 3 5 6 4
4 1 1

decimal

( 1) 10 (8 )wG G G G G bS
pG C C 

   


 


  

  حيث 

3 1 3 2 3 3 10 10 9( , , ) ( , , )

0
j j j j jC C C T T

j J
    

 
  

110

1110

xx x

or

x x




  

binary

0 1 5 6 4
2 3 4 1 1

decimal

( 1) 10 (4 2 )wG G G G G bS
pG G G C C 

    


 


  

  حيث 

3 1 3 2 3 3 10 10 9( , , ) ( , , )

0
j j j j jC C C T T

j J
    

 
  

0

10

xx x

or

x x




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  binary encodingالإثناني ميز التر �نياً: في حالة 

  0إذا كان 1 {00, 01,10}G G   ّفإن 

  0 1 2 3 4 0 10 1

binary binary

,w w w w JE G G C G G G T T        

  0إذا كان 1 11G G   2و كان 3 {00, 01,10}G G   ّفإن 

  2 3 3 4 0 1 10 1

binary binary

, 100w w JE G G G C G T T T       

10القيمة العظمى للدليل  Cوفي كلتا الحالتين إذا تجاوزت قيمة العدد  1p   فإن الصيغة
  عندئذ تمثّل الصفر مع إشارة:

  signed zero : (-1) ( 0)S    
  :الإثنانييلخّص الجدول التالي الحالات المختلفة لصيغة التمثيل العشري في حالة الترميز 

  G  القيمة العددية للصيغة العشريةّ

NaN  
111110

111111

x x

or

x x




( 1) ( )S    11110xx x

binary

0 1 2 1
2 3 4 0 1 10 1

binary

( 1) 10 wG G G G bS
w w w JG G G T T T 

     


 
  

وعندما  2 3 4 0 1 10 1 2
10p

w w w JG G G T T T      تكون القيمة

( 1) ( 0)S    

00

01

10

x x

or

x x

or

x x







  

binary

2 3 4 3
4 0 1 10 1

binary

( 1) 10 100wG G G G bS
w JG T T T 

   


   

وعندما  4 0 1 10 1 2
100 10p

w JG T T T    تكون القيمة

( 1) ( 0)S    

1100

1101

1110

x x

or

x x

or

x x






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  :تمثيل الأعداد وفق الأنماط العشريةّ نماذج من

  3.141592653589793لنبحث في تمثيل العددx   وفق النمط العشريdecimal64 

  لدليل.لميز العشري التر  �ستخدام

 0ه تحقل الإشارة وضوحاً قيمS . 
  ّنلاحظ هنا أن 
  0 153.141592653589793 10 =3141592653589793 10x     

1أي أنّ الأس الكوانتي يساوي  15e p    ومن ثمّ يكون الأس المنحاز  

1 383E e p b      

0وبما أنّ  0101111111وتمثيله الإثناني  3C  يكون  

  
2 3 4 1 2 1

0 1 5 6 4

(4 2 )

(4 0 2 1 1)141592653589793

0101111111

p

w

C G G G C C C

E G G G G G





  
    
 




 

0في تعيين التركيبات الإثنانيّة  التطبيق  نستخدم 1 9b b b  ّ0الموافقة للثلاثيات العشرية 1 2d d d 
  فنجد: 141592653589793المكوّنة للعدد 

  الثلاثية العشريةّ  الترميز الإثناني  

0011000001 141 

1010111010 592 
1101010011 653 
1011001111 589 
1110111011 793 

الترميز العشري  �ستخدام decimal64وفق النمط العشري  xتمثيل العدد  صيغة كونت ومن ثمّ،
  ل:للدلي

 00110000011010111010110101001110110011111110111011
trailing significand fiel

0 0101101111111
combination fi deldsign

     
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  3.141592653589793لنبحث في تمثيل العددx   وفق النمط العشريdecimal64 

  الترميز الإثناني للدليل. �ستخدام

  0حقل الإشارة وضوحاً قيمتهS . 
 لدينا هنا 
  0 153.141592653589793 10 =3141592653589793 10x     

1اوي أي أنّ الأس الكوانتي يس 15e p     ومن ثمّ يكون الأس المنحاز
1 383E e p b      نعينّ التمثيل الإثناني 0101111111وتمثيله الإثناني .

  :3141592653589793للدليل 

  1011001010010100001100001010001001010110110100100001
t = 50 bits (trailing significand)

  

وهذا يعني أننا في الحالة التي يكون  52bitsوّن من التمثيل الإثناني للدليل يتكهنا أنّ  نلاحظ
  فيها:

  0 1 1 2 3 4 0 1 10 1

binary binary

,w w w w JE G G G C G G G T T T         

الإثناني الترميز  �ستخدام decimal64وفق النمط العشري  xتمثيل العدد صيغة كون ت ومن ثمّ،
  :مكوّنة من للدليل

  
0

0101111111010

11001010010100001100001010001001010110110100100001T

S

G

  




  

  النقطة العائمة لنبحث في تعيين قيمة عددx 32النمط  منdecimal  لصيغة التاليةوالممثّل� 
  :الترميز العشري للدليل ستخدموالتي نفترض أّ�ا ت

  
1 11101101101 01101001101111000011

S G(11bits) T(20bits)
  

  1حقل الإشارة قيمتهS   ّ0وهذا يعني أنx . 
  ّ3بما أن 0G   ّالعدد  قيمة فإنx اللا�اية أو  تليسNaN. 
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  ً0لدينا أيضا 1 2 3 1110G G G G   أيْ أنّ العددx-  يكتب �لشكل: -في هذه الحالة 

  2 3 5 10
4 1 2 6( 1) 10 (8 )G G G G bS G C C C     

101b حيث  ّ4. نلاحظ هنا أن 1G   ّ0ومن ثم 9C  التطبيق ، و�ستخدام  في
1لثلاثيات العشريةّ تعيين ا 2 3C C C  4و 5 6C C C   0انطلاقاً من التركيبات الإثنانيّة 9T T  و

10 19T T :نجد  

  1 2 3 4 5 6326, 743C C C C C C   

  �لنسبة للأس، لدينا

   2 3 5 10 2 102
10101101 173G G G G    

  ثمّ  ومن

  173 101 789326743 10 9.326743 10x        
 مة لنبحث في تعيين قيمة عدد النقطة العائx  32من النمطdecimal  والممثّل �لصيغة التالية

  :الترميز الإثناني للدليل ستخدموالتي نفترض أّ�ا ت

  
1 11101101101 01101001101111000011

S G(11bits) T(20bits)
  

  1حقل الإشارة قيمتهS   ّ0وهذا يعني أنx . 
  ّ3بما أن 0G   فإنّ قيمة العددx  ليست اللا�اية أوNaN. 
  ً0لدينا أيضا 1 2 3 1110G G G G   ّالعدد مكوّ�ت أيْ أنx -  هي -في هذه الحالة: 

 

2 3 9 2 10

10 0 1 10 1 2

2

10

10110110 182

182 101 81

100

100101101001101111000011

9870275

J

E G G G

E b

C G T T T 

  
   







  

  أيْ أنّ 
  81 879870275 10 9.870275 10x        
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  المعياري IEEEوسطاء تعريف أنماط تمثيل الأعداد في نظام  3.2.

تتطلب عمليّة تبادل المعطيات العددية بين مختلف الأجهزة الرقمية تحديداً دقيقاً لصيغ تمثيل 
 الأعداد في المعطيات:

التمثيل  تحديد قياس صيغة �لإضافة إلى maxeومجال تغيرّ الأس  p، دقّة التمثيل أساس التمثيل 
  �لنقطة العائمة.

IEEE 754“ يعرّف معيار 2008”  64، 32، 16أنماطاً تبادليّة إثنانيّة من القياس 
 128bitsأكبر أو تساوي  k قياسا�اتبادليّة إثنانيّة . كما يعرّف بشكلٍ عام، أنماطاً 128bitsو 

 .32bitsمضاعفات  أنماطاً تبادليّة عشريةّ قياسا�ا منكما يعرّف   .32ومن مضاعفات 

 يبينّ الجدول التالي وسطاء تعريف الأنماط التبادليّة الإثنانيّة:

  الوسيط
binary  

16 
binary  

32  
binary  

64  
binary  
128  

binary{k} 

128k    
k  16  32  64  128   32مضاعفات  

p  11  24  53  113  2round(4 log ) 13k k    

maxe  15 127  1023  16383  12 1k p    
  وسطاء التمثيل

b  15  127  1023  16383  maxe  

w  5  8  11  15  2round(4 log ) 13k   

t  10  23  52  112  1k w   
 يشمل الجدول التالي وسطاء تعريف الأنماط التبادليّة العشريةّ:

  الوسيط
decimal  

32  
decimal  

64  
decimal  

128  
decimal {k} 

32k    
k  32  64  128   32مضاعفات  
p  7  16  34  9 / 32 2k    

maxe  96  384  6144  /16 33 2k   
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  وسطاء التمثيل

b  101  398  9176  max 2e p   
5w   11  13  17  / 16 9k   

t  20  50  110  15 / 16 10k   

  القيم: decimal256و  binary256لدينا في حالتي النمط على سبيل المثال، 

binary256 :237p  ،max 262143e  ،262143b   
19w  236 وt .  

decimal256 :70p  ،max 1572864e  ،1572932b   
20w   230وt .  

  المعياري IEEEتدوير الأعداد في نظام  4.2.

بدّقة ومن ثمّ يجري تدوير الناتج  -المعياري  IEEEفي نظام  - �تج أيّ عمليّة حسابيّةيحسب 
xبوجهٍ عام، يقصد بعمليّة تدوير عدد حقيقي  .)أعداد الآلةبين أي اختيار ممثّل له من (   

المعياري تعريف  IEEE. يتطلّب نظام Round toward nearestاختيار أقرب أعداد الآلة إليه 
  عمليات التدوير: من ثلاثة أنماط أخرى

  التدوير �تجاه الصفرRound toward 0، 

 ل التدوير �تجاه ا Round toward، 

 ل التدوير �تجاه ا Round toward.  

موعة من المؤشرات التي تدلّ على الحالات الاستثنائيّة المعياري على مج IEEEيشتمل نظام 
  في الحساب العددي منها:

  ْظاهرة نقص الأسunderflow، 

  ْظاهرة ز�دة الأس overflow، 

  القسمة على الصفرdivision by zero، 

 الخاطئةالحسابيّة  العمليات invalid operation.  
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يجاد طريقة طة العائمة فإنهّ من المهمّ لنا إنقبما أنّ تدوير الأعداد يدخل في صميم الحساب �ل
عندما نستخدم نظام تمثيل فيه  ،فعلى سبيل المثال عند تنفيذ عمليّة حسابيّة ما. لقياس خطأ التدوير

10  ،3p   23.12وكانت نتيجة عمليّة حسابيّة ممثلّة �ذا النظام 10  وكان الناتج
بمقدار وحدتين  ، يكون من الواضح أنّ هناك خطأً 0.0314عندما نجري العمليّة بدقّة لا �ائيّة مساو�ً 

من أرقام تمثيل الناتج �ذا النظام. بشكلٍ مشابه، يمثّل العدد الحقيقي  )410هنا (آخر رقم  مرتبة من
23.14في هذا النظام �لعدد  0.0314159 10  ً0.159وعندها يكون خطأ التمثيل مساو� 

  .)410هنا ( آخر رقممرتبة وحدة من 

0وبوجهٍ عام، إذا كان  1 1. e
pd d d    ائمة للعدد الحقيقي التمثيل �لنقطة العx  ّفإن

  الخطأ المرتكب في هذا التمثيل يساوي

  1
0 1 1. / e p

pd d d x 
      

)هنا (مرتبة آخر رقم وحدةً من  1)e p (.  

وهذا  ulp واختصاراً  unit in the last place  وحدة آخر رقميستعمل عادةً مصطلح 
  ما رأيناه سابقاً تحت اسم كوانتوم تمثيل العدد، أي أنّ 

  e ( 1)
0 1 2 1( ) e p

pulp d d d d  
       

  :لدينـا 1في نظام التمثيل المبينّ �لشكل  فمثلاً،

  
1 1 2 0 2

1 1 2 2 2 2

(1.11 2 ) 2 1 / 8 , (1.00 2 ) 2 1 / 4

(1.10 2 ) 2 1 / 2 , (1.01 2 ) 2 1

ulp ulp

ulp ulp

   

 

     

     
  

  المعياري IEEEالحالات الخاصّة في نظام  4.2.

  القيمةNaN  

0جرت العادة عند حساب النسبة  / أنْ يوقف الحساب بخطأ غير قابل  1أو المقدار  0
. لكن، هناك العديد من الحالات التي يكون فيها متابعة الحساب unrecoverable errorللمعالجة 

العمليّتين  �تج كلّ من لِ عْ جَ و  NaNمفيداً. يمكن تجنّب هذه المشكلة بتعريف قيمة خاصّة تسمّى 
0 /   بدلاً من التوقّف. NaNمساو�ً  1و  0
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  :NaNيلخّص الجدول التالي عدداً من الحالات التي يكون الناتج فيها 

NaN

( )

0

/ 0 / 0 , /

, 0

Operation Produced By

x when x

   
  

 



  

  القيمة أو اللا�اية  

هذا  دّ . يعoverflowبمتابعة الحساب عند حدوث ز�دة في الأسْ  يسمح تعريف القيمة 
الخيار أفضل من إرجاع القيمة الموافقة لأكبر عدد قابل للتمثيل. فمثلاً على سبيل المثال، عند حساب 

2قيمة المقدار  2x y في نظام تمثيل للأعداد فيه  

  max10, 3, 98p e     

703فإذا كان  10x    704و 10y    2فإنّ حساب قيمةx  ُْث ز�دةً في الأسْ دِ سوف تح
989.99ولنفترض أنّ الناتج قد استبدل �لقيمة العظمى في هذا النظام وهي  10 بوجهٍ مشابه .

2. وكذلك تحدث ز�دةً في الأسْ عند حساب ا�موع �2yدةً في الأسْ عند حساب ز  تحدث 2x y 

989.99ومن ثمّ يكون الناتج أيضاً  10 2. وأخيراً، تكون نتيجة حساب المقدار 2x y 
  مساويةً 

  98 499.99 10 3.16 10    
705.00من الواضح أنّ الخطأ في هذه النتيجة فظيعٌ جداً !!! والجواب الصحيح هو وضوحاً  10.  

وكذلك الأمر �لنسبة  مساويةً للقيمة  2xالحسابي تكون نتيجة حساب  IEEEفي نظام 

2و 2yب لنتيجة حسا 2x y ومن ثمّ تكون النتيجة النهائيّة . من الواضح أنّ إعطاء هذه .
 من الأمثلة على الحالات التي يكون الناتج فيها مساو�ً  القيمة لنتيجة الحساب آمن من سابقتها.

  ما يلـي:

  1 / 0 , 1 / 0 ,         



 تمثيل الأعداد ومفهوم الاستقرار في التحليل العددي 23

    

 0مع الإشارة  الصفر  

. في مثل هذا الوضع يجب الحذر من 0و  0للصفر  - IEEEفي نظام  - نهناك تمثيلا
)نة طريقة التعامل مع هذا التمثيل، فمثلاً اختبار المقار  0)if x   يعتمد على إشارةx  ولا يمكن

المعياري  IEEEفي هذه الحالة إعطاء نتيجة دون وضع قاعدة توضّح العلاقة بين تمثيلي الصفر. فنظام 
0يعرّف المقارنة بحيث يكون  0    0بدلاً من 0  .  

من جهةٍ أخرى، يمكن للمرء أنْ يفكّر �همال الإشارة عند تمثيل الصفر، ولكنّ هذا أيضاً ينطوي 
المعياري لا يفعل ذلك، لأنّ إشارة الصفر تفيد في تحديد إشارة �تج  IEEEعلى إشكالات، ونظام 

1حساب المقادير العدديةّ. فمثلاً، تبطل صلاحيّة المطابقة  / (1 / )x x  عندماx   .
1والسبب في ذلك يعود إلى كون �تج كلّ من  /  1و /   1هو الصفر و�تج / هو  0

.وبذا تضيع معلومة إشارة الناتج .  

والتوابع التي لها  underflowآخر على فائدة إشارة الصفر في حالة نقص الأسْ مثالاً لنتأمّل 
logالمعياري، يعرّف  IEEEفي نظام  .logانقطاعٌ عند الصفر مثل التابع اللوغاريتمي  0   

logو  NaNx   0عندماx  لنفترض .x بما يكفي ليحدث نقصاً  عدداً سالباً صغيراً  يمثّل
سالبة ويكون �تج حساب قيمة �بع  xفي الأسْ فيدوّر إلى الصفر. عندها ولحسن الحظ أنّ إشارة 

  .NaNاللوغاريتم 

  الأعداد تحت النظاميّةSubnormal  

976.87الة العددين لننظر في ح 10x    976.81و 10y    في نظام تمثيل
�10لنقطة العائمة وسطاؤه:   ،3p   وmin 98e  ن الواضح أنّ هذين العددين . م

981.00عداد النظاميّة الممثّلة �ذا النظام وكلّ منهما يكبر أصــــــــــــــغر الأ ،ن تماماً انظاميّ  10 مع .
في حين  يســـــاوي الصـــــفر وهي أنّ الفرق بينهمان �ذين العددي تتعلّقذلك، نلاحظ وجود ظاهرة غريبة 

xأنّ  y 97. والســــــــبب في ذلك يعود إلى كون 990.06 10 6.0 10x y       
ولهذا يدوّر هذا الفرق  normal numberثّل عدداً صغيراً لا يمكن تمثيله بعددٍ نظامي وهذا الفرق يم

 :يتبينّ من ذلك أهميّة أنْ يحافظ نظام التمثيل على صحّة الخاصّة التالية إلى الصفر.

  0x y x y     )3( 
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IEEE 754“ يضمن نظام التمثيل المعياري 2008”  إضافةً إلى العديد من  )3(الخاصّة
الخواص الأخرى من خلال توسيع مجموعة الأعداد النظاميّة الممثلّة �ذا النظام لتشمل أعداداً واقعة بين 

 subnormalاسم "أعداد تحت نظاميّة" هذه الأعداد  أطلق علىالصفر وأصغر الأعداد النظاميّة. 

numbers.  

2مة القياسيّة وسطاؤه في حالة نظام تمثيل �لنقطة العائ مثـال:  ،3p  ،min 1e    و

maxe 2  5انظر الشكل (يكون لدينا(:  

 وتشملمجموعة الأعداد النظامـيّة : 

   
2

1

1.00 2 , 1.01 2 , 1.10 2 , 1.11 2i i i i

i
       

  الأعداد تحت النظامـيّة وهيمجموعة  
   1 1 10.01 2 , 0.10 2 , 0.11 2       

  

  
  : الأعداد النظاميّة والأعداد تحت النظاميّة.5الشكل 

 الأخطاء من وجهة النظر العدديةّ 3.

ر الخطأ موضوعاً جوهر�ًّ في التحليل العددي، ذلك أنّ معظم الطرائق العددية توفّ  دراسة دّ تع
الناشئ عن اعتماد هذه الحلول،  تقدير الخطأحلولاً تقريبيّة للحل المنشود، ومن المهم هنا أن نستطيع 

الأخطاء المتعلّقة بمسألة معيّنة، كما نقدّم عرضاً  الفقرة هوأن نحصره ضمن حدودٍ معيّنة. نصنّف في هذ
  .سا�ت العدديةالح موجزاً لنتائج أوليّة تتعلق �نتشار الأخطاء في أنواع مختلفةٍ من

  نضعو  ،Ax والقيمة التقريبيّة Txعددٍ ما �نهّ الفرق بين قيمته الحقيقيّة ل تقريبالنعرّف خطأ 

  Err( )A T Ax x x  )4( 

0 1 2 43 5 6 7
s u b n o r m a l s

0 1 2 43 5 6 7
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0Txوفي حالة   نعرّف الخطأ النسبي �لعلاقة  

 Rel( ) T A
A

T

x x
x

x


 )5( 

  إذا كان مثـال:
19

2.7182818 , 2.7142857
7T Ax e x      

  فإنَّ 
Err( ) 0.03996 , Rel( ) 0.00147A Ax x         

  مصادر الأخطاء 1.3

  كما يلي:تبعاً لمصدرها   لأخطاءاف تصنّ 

  ّة للمسائل الفيز�ئيّة:اتيّ أولاً: أخطاء �جمة عن النمذجة الر�ضي  
فيز�ئية محاولةً لإبراز علاقةٍ بين بعض المقادير الفيز�ئيـّة المتعلِّقـة  لظاهرةٍ  اتيالنموذج الر�ضي دّ يع

�ذه الظاهرة. وبسبب تعقيد الواقع الفيز�ئي، نعمد إلى استخدام فرضيّات تبسيطيّة، بغية الحصول على 
وضوع سيكون الم اتيبسيط يحكم الظاهرة الفيز�ئيّة. وبحكم التبسيط فإنّ النموذج الر�ضيّ  اتينموذج ر�ضي

وذج محدود الدقةّ، وقد تكون هذه المحدوديةّ في بعض الحالات عائقاً دون الاستفادة منه، وقد يعطي النم
، وهذا يتعلّق �ستخدامات النموذج. وفي الحالة التي يكون فيها النموذج نتائج مقبولة في حالاتٍ أخرى

  نقص الدقةّ في النموذج. أو يقلل من آ�ريمحو أن لا يمكنه غير دقيق فإنّ الحلَّ العددي للنموذج 

 :نياً: أخطاء �جمة عن عدم الدقّة في المعطيات الفيز�ئيّة�  
تشتمل معظم المعطيات في المسائل الفيز�ئيّة على أخطاء، وهذا ما يؤثرّ في دقةّ الحسا�ت التي 

  ا.تجُرى على هذه المعطيات، ومن ثمَّ تحدّ من دقّة النتائج التي نحصل عليه

 :لثاً: أخطاء �جمة عن تدوير الأعداد�  
إنّ تمثيل الأعداد في الأنظمة الحاسوبيّة بعدد محدود من الأرقام، يجعل عمليّة تقريب الأعداد 
الحقيقيّة �عداد الآلة أمراً لا بدَّ منه، للتمكّن من تمثيل الأعداد والتعامل معها في الحسا�ت. إنّ دقةّ 

د في النظام الحاسوبي، تتعلّق كما رأينا �لمواصفات التي يتسم �ا النظام الحاسوبي التقريب في تمثيل الأعدا
 pللتعامل مع الأعداد. في حالة التمثيل �لنقطة العائمة، رأينا أنّ الدقّة في التمثيل تتعلّق بعدد الأرقام 
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نرمز لعمليّة  المستخدم. ال �ساس نظام التمثيل المستخدمة في التعبير عن الجزء الكسري وبطبيعة الح
fl:تمثيل عدد حقيقي �لتطبيق     حيث تمثّل  مجموعة الأعداد القابلة للتمثيل في النظام

  �ّ�ا العدددقة الآلة الحاسوبي، ونعرّف 

  inf { 0 : (1 ) 1}eps fl       

  والذي نثبت بسهولة أنهّ يساوي

2
peps 

   

\للخطأ النسبي في تمثيل عدد حقيقي حداً أعلى وأنهّ يمثّل  {0}x  :  

  ( )x fl x
eps

x


  

24يكون  binary32فمثلاً في حالة التمثيل وفق النمط  82 5.96 10eps    ،وفي 
53يكون  binary64النمط  حالة 162 1.11 10eps     وفي حالة النمط

decimal32  75يكون 10eps    وفي حالة النمطdecimal64  يكون
165 10eps  .  

  اءانتشار الأخط 2.3
الفقرة، الآ�ر الناجمة عن العمليّات الحسابيّة على أعدادٍ تشو�ا أخطاء. لهذا نرمز  هذهندرس في 

إلى العمليّة الحسابيّة المقابلة في  ونرمز بـ  /،  ، ،إلى عمليّة حسابيّة أساسيّة مثل  بـ 
  ليكون الناتج أحد أعداد النظام. roundingالنظام الحاسوبي، والتي غالباً ما تتضمّن عمليّة تدوير 

، ونفترض أّ�ما مشو�ن ى عليهما العمليّة الحسابيّةستجر العددين اللذين  Ayو  Axليكن 
  هي: الحقيقيةعلى الترتيب، أي أنّ القيم  و  بخطأ مقداره 

  ,T A T Ax x y y       

Aعندها يكون  Ax y   هو العدد الناتج من إجراء العمليّة ويكون الخطأ المرتكب ،:  

 
 

 
T T A A T T A A

A A A A

x y x y x y x y

x y x y





               

      
 )6( 
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  نسمّي المقدار

  ( )T T A Ax y x y        

  نسمّي المقدارو�لمثـل  الانتشارخطأ 

  ( )A A A Ax y x y        

  يكون: وفيما يخصّ خطأ التدوير فإنهّ غالباً ماخطأ التدوير 

  ( )A A A Ax y fl x y        )7( 

Aوهذا يعني أنّ المقدار  Ax y    ًأنّ خطأ  نلاحظ هناالناتج.  تمثيلومن ثمََّ يجري يحسب تماما
  التدوير يحقق المتراجحة:

  
2

A A A A p

A A

x y x y

x y




       
  

  
  )8( 

  الحالات الخاصّة التالية:في  ر الأخطاءاانتش نتفحّصل

  حالة عمليّة الضرب  
( ) ( )T T A A T T T T

T T

x y x y x y x y

x y

          
         

  

  ويكون الخطأ النسبي:

  Rel( ) T T A A
A A

T T T T T T

x y x y
x y

x y y x x y

    
       

  ومنه

  Rel( ) Rel( ) Rel( ) Rel( ) Rel( )A A A A A Ax y x y x y      )9( 

)Relوفي حالة كون  ) 1Ax   وRel( ) 1Ay  يكون  

  Rel( ) Rel( ) Rel( )A A A Ax y x y   )10( 

  "أصغر بكثير من". يعني الرمز 
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  حالة عمليّة القسمة  

  بطريقةٍ مشا�ةٍ للحالة السابقة نحصل على:

  
Rel( ) Rel( )

Rel( / )
1 Rel( )

A A
A A

A

x y
x y

y





  )11( 

)Relعندما يكون  ) 1Ay   ّفإن  

  Rel( / ) Rel( ) Rel( )A A A Ax y x y  )12( 

  .نلاحظ في عمليّتي الضرب والقسمة، أنّ الأخطاء النسبيّة لا تنتشر بسرعة

  حالة عمليّتي الجمع والطرح  
  لدينا هنا

  ( ) ( ) ( ) ( )T T A A T A T Ax y x y x x y y            

  ومنه

  Err( ) Err( ) Err( )A A A Ax y x y    )13( 

  حالة حساب القيمة العدديةّ لتابع  

)لتكن  )Af x  القيمة التقريبيّة لقيمة التابع( )Tf x عند النقطةTx ستخدام مبرهنة القيمة� .
  نكتب المتوسّطة

  ( ) ( ) ( ) ( )T A T Af x f x f x x x    )14( 

)المشتقعددان قريبان نسبياً وأنّ  Txو  Axوذلك بفَرْض أنّ  )f x  ًفي ا�ال المحدد لا يتغيرَّ كثيرا
  :على سبيل المثالف ،Txو Ax �لعددين

     sin / 5 sin 0.628 cos( / 5) ( / 5 0.628)

0.00026

     


  

  وهذا تقريبٌ ممتاز.
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  حالة حساب مجموع  
  لندرس حساب مجموع من النمط

  
1

m

i
i

S x


   )15( 

,�1ستخدام نظامٍ حاسوبي تمثّل فيه الأعداد  , mx x .نعرِّف مجموعة من أعداد الآلة  

2 1 2 1 2 2( ) ( ) (1 )S fl x x x x        

1 حيث
2 / 2p   .نعرِّف �لتدريج، ا�موع  

1 1( ) , 1 1r r rS fl S x r m       

  عندها يكون
1

1 1 1 1( ) (1 ) , / 2p
r r r r rS S x 

            

  ونحصل أخيراً على

2 1 2 1 2 2

3 1 2 3 1 2 2

1 2 2 3 3 3

1 2 2 1 2 3 3

4 1 2 3 4 1 2 2

1 2 3 3

1 2 3 4 4

( ) ( )

( ) ( )

( ) (1 )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

S x x x x

S x x x x x

x x x

x x x x x

S x x x x x x

x x x

x x x x

     
       

        
       

       
    
    




  

  ومن ثمََّ، فإنّ 

  
1 2 2 1

1

1 2 2 2

3 3

( ) ( )

( ) ( )

( )

m

m i m m
i

m m

m m m

S x x x x x

x x

x x


         

            
        

   

 
 

  )16( 

  .من الأصغر إلى الأكبرمن هذه العلاقة نستنتج أنّ أفضل استراتيجيّة لجمع الأعداد هي أن يجري الجمع 
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  ثير المعطيات غير الدقيقة�  
دقةّ تكون ذات  غالباً ما )�جمة عن قياسات فيز�ئيّة(التجريبي  المصدرإنّ المعطيات ذات 

ا مقاديرٌ مقيسةٌ بدقّة محدودة نتيجة نقص الدقةّ في (رقماً. إنّ الأخطاء المرتكبة في القياس  r، لنقل إ�َّ
ذه المعطيات، ومن ثمََّ تتسبب في الحصول سوف تنتشر �لحسا�ت التي تجرى على ه )أجهزة القياس

  رقماً. rعلى نتائج حسابيّة لها عددٌ من أرقام الدقَّةِ يقَلُّ عن 
  فمثلاً، لننظر في مسألة حساب ا�موع

  
1

m

i i
i

x y


  

رقماً. �ستخدام الحسا�ت العشريةّ  rوتتمتع بدقّة  [0.1,1]تقع في ا�ال  iyو  ixالأعـداد 
( 10)  نحسب ا�موع بطريقتين ونحلل الخطأ في الحالتين تمثّل ،iX  وiY الأصليّةم القي:  

, , 5 10 , 5 10r r
i i i i i i i iX x Y y               

iنكوِّن الجداء  حالة أولى: ix y  وندوِّر إلىr رقماً ثمَُّ نجمع. إنّ الخطأ المرتكب في ا�موع هو:  

 1 1 1

1 1

Computed value of

( ) ( )

m m
i i i ii i

m m
i i i i i i ii i

E X Y x y

X Y X Y

 

 

 

          

 
 

  

5حيث  10 r
i

   ،i هو خطأ التدوير في الجداءi ix yلدينا في هذه الحالة .:  

1 1
m

i i i i ii
E Y X


          

  ومنه نجد
   1 3 5 10 rE m    (17)  

نكوِّن الجداءات  حالة �نية: 1i i i m
x y

 
  2بدقّةr  ونجري عمليّة جمعها محتفظين بكلّ أرقام
  رقماً. عندها يعطى الخطأ المرتكب في هذه الحالة rالدقةّ. ثمَُّ نقوم بتدوير �تج الجمع الأخير إلى 

 
 

2 1 1

1 1

1

Computed value of

( ) ( )

m m
i i i ii i

m m
i i i i i ii i

m
i i i ii i

E XY x y

XY X Y

X Y

 

 



 

          

        

 
 

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5حيث 10 r  ومنه نستنتج .  

   2 (2 1) 5 10 rE m     (18)  

. إنّ (17)أفضل مما هو عليه في المتراجحة (18)من الواضح أنّ تحديد الخطأ في المتراجحة 
، إضافةً إلى ذلك أخطاء �1Eتجٌ من انتشار أخطاء المعطيات الأصليّة ؛ في حين يشمل  2Eالخطأ 

رقماً لتجنّب  rرقماً. ومن ثمََّ تَـتَبينّ أهميّة إجراء الحسا�ت بدقةٍّ تتجاوز الـ rإلى  المرحليّةتدوير النتائج 
  حدوث انتشار أوسع للأخطاء.

  ل العدديفي التحلي مفهوم الاستقرار 4.

تتأثر حلول العديد من المسائل الر�ضيّة بدرجةٍ ملحوظة ببعض الأخطاء الحسابيّة مثل أخطاء 
ومفهوم  Stability" الاستقرارالتدوير. ولكي نستطيع دراسة وتحليل مثل هذه الظواهر، نشرح مفهوم "

لدقةّ العظمى التي يمكننا . إنّ حساسيّة مسألة ما مرتبطةٌ إلى حدٍّ بعيد �Sensitivity" الحساسيّة"
الوصول إليها في حلِّ هذه المسألة عندما نستخدم نظام تمثيل منتهٍ للأعداد ونجري العمليّات الحسابيّة 
فيه لإيجاد الحل. نوسّع في مرحلةٍ لاحقة هذه المفاهيم لتشمل الطرائق العددية المستخدمة في حلّ المسائل 

للأخطاء الصغيرة بحساسيّة عالية نعتمد الطرائق العدديةّ التي لا تتمتّع الر�ضيّة على أنواعها. وبوجهٍ عام، 
التي قد تشوب معطيات المسألة، أو قد تنجم عن أخطاء تمثيل الأعداد وأخطاء التدوير عند إجراء 

  الحسا�ت.

  لتبسيط العرض، نقتصر في نقاشنا على دراسة المسائل التي لها شكل المعادلة:

  ( , ) 0F x d   (19) 

المعطيات  dمجهول المسألة الذي نودُّ تعيينه بحلّ هذه المعادلة، ويمثّل المتحوّل  xحيث يمثّل المتحوّل 
حلاً  (19)التي يكون عندها للمسألة  dعطيات مجموعة الم Dولتكن التي تتعلّق �ا نتيجة الحل. 

  وحيداً.

يمكن أن تكون معادلة تكامليّة أو : ةاتيالعديد من المسائل الر�ضيّ  (19)المعادلة ثّل تميمكن أن 
  �بعاً معطى أو قيماً محيطيّة معطاة. dول ويمثّل التابع ا�ه xمعادلة تفاضليّة يمثّل فيها 
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�ستمرار  موجود ووحيد ويتبع xإذا كان الحلّ  Stableمستقرةّ إّ�ا  (19) المسألةنقول عن 
}كانت . بمعنى أنهّ إذا  dالمتحوّل }nd  متتالية من القيم التي تقرِّب قيمةd  ّبمعنىً من المعاني، فإن

}متتالية الحلول الموافقة  }nx  َّيجب أن تقرِّب الحلx تقرَّة، على نحوٍ موافق. نسميّ أيضاً المسائل المس
، Unstableالمستقرةّ غير كما نسميّ المسائل   well-posed problemsجيِّدة الطّرح مسائلَ 
  .ill-posed problemsسيِّئة الطرح مسائلَ 

  أمثـلة:
 ّلننظر في مسألة حل المعادلة الجبرية  

  2 0 , 0a x b x c a     

)المعطيات هنا هي الثلاثيّة , , )d a b c 2. نعلم أنَّه في حالة تحقق الشرط 4 0b ac  
  :علاقةتقبل هذه المعادلة حلولاً حقيقيّة تعطى �ل

  
2 4

2
b b ac

x
a

  
  

وهذا يعني  cو bو aلمتحولات ل بصفتهما �بعينومن الواضح أنّ هذين الحلينّ مستمراّن 
  .المسألة مستقرةّأنّ 

 إنّ مسألة عدد الجذور الحقيقيّة ( )N a الحدود لكثير  

  4 2( ) (2 1) ( 1),p x x a x a a a        

)التابع  ، وذلك لأنّ مستقرةّغير  )N a  لنسبة للمتحول غير مستمر�a حيث  

  

0 0

2 0 1
( )

3 1

4 1

a

a
N a

a

a

      

  

 :لتكن المعادلة التكامليّة التالية  

  
 

1

0

3 ( )
( ) , 0 1

5 4 cos 2 ( )

x t dt
y s s

s t
  

    (20) 
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)إذا كان . لأنَّه غير مستقرةّإنّ هذه المسألة  )x s  ًمعطى  بعٍ موافقاً لتا (20)للمعادلة حلا( )y s 
} توجد متتالية من التشويشاتفعندئذٍ  }n n :  

  , ( ) ( ) ( )n nn s y s y s     
  تحقق

  
0 1

lim max ( ) 0n
n s

s
  

   )21( 

}وتحقق متتالية الحلول الموافقة  }n nx  :الشرط  

  
0 1

, max ( ) ( ) 1n
s

n x s x s
 

     )22( 

)فعلى سبيل المثال، نعرّف  ) ( ) ( )n ny s y s s   حيث  

1
, ( ) cos(2 ) , 0 1

2
n n

n s n s s        

  ويكون في هذه الحالة
( ) ( ) cos(2 )nx s x s n s    

  .(22)وهذا يحقق الشرط

نا إذا ما حاولستواجهنا صعو�ت جديةّ  فإنّ  غير مستقرةّ (19)إذا كانت مسألة من النمط 
دون محاولتنا فهم جوانبَ عديدة تتعلّق من عادةً أن نحلَّ مثل هذه المسائل حلَّها. ومن غير الممكن 

بخصائص الحل. وهذا الجانب من المعالجة للمسائل غير المستقرةّ هو مجال بحثٍ حثيث في الر�ضيّات 
  .خصوصاً التطبيقيّة عموماً، وفي مسائل التحليل العددي 

هناك العديد من المسائل المستقرةّ �لمعنى الذي أورد�ه آنفاً، ولكن تبقى هناك في الواقع العملي، 
ولكي نستطيع التعامل  صعو�ت وعوائق تنجم عن الحسا�ت العددية المتعلّقة بطرائق حلّ هذه المسائل.

 " ويقابل هذهعدد الحساسيّةالمسألة نسمّيه " نستخدم مفهوماً لقياس استقرار مع هذه الصعو�ت،
 .Condition numberالتسمية المصطلح اللاتيني 

، عندما يتعرّض xفي الحل  )19(نحاول بواسطة عدد الحساسيّة أن نقيس أسوأ آ�ر المسألة 
0d صغيرلتشويش  dالمتحول    بحيث يكونd d D   ّنفترض أن . x x   ّهو حل

  المعادلة المشوّشة:
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  ( , ) 0F x x d d      )23(  

  في حالة( 0 0)d x    ّالحساسيّة النسبيّة عند  فنعرd :لعلاقة� 

  
00

/
( ) lim sup

/rel
d

x xd
d d   

 


  )24( 

  في حالة( 0 0)d x    ّالحساسيّة المطلقة عند  فنعرd :لعلاقة� 

  
00

( ) lim supabs
d

xd
d   

 


 

في العبارة  supلندلَّ على قياسٍ للمقدار الموضوع داخله. يحسب الحـدّ الأعلى  نستخدم هنا الرمز 
0الصغيرة لى مجموعة التشويشات ع )24( d     ذات  )23(المسألة عندها التي تكون و

) معنىً، أي قابلةً للحل. وبطبيعة الحال فإنّ المسائل غير المستقرةّ تقود� إلى )d  .  

)إنّ عدد الحساسيّة  )d  ساسيّة الحل يقيس ح )19(للمسألةx للتغيرّات في المعطيات d .
)فإذا كان  )d   نسبيّ كبيراً نسبيّاً فإنّ هذا يعني وجود تغيير d لمعطيات في اd  ًنسبياً يحدث تغييرا 

). ولكن إذا كـان xفي الحل xكبيراً  )x  ًولنقل  صغيرا( ) 10x ،  عندها لا يكون للتغييرات
تقود�  dفالتغيرات الصغيرة نسبيّاً في  .x لالأثر الكبير في تغيرّ الح dالصغيرة في المعطيات النسبيّة 

ا كانت الحسا�ت العدديةّ يشو�ا عادةً أخطاءٌ صغيرةٌ �جمة مّ ـ. ولx إلى تغيـّرات صغيرة نسبيّاً في الحل
لمسألةٍ نودّ حلَّها �لطرائق العدديةّ  عدد الحساسيّةنرغب أن يكون عن التدوير وتقريب الأعداد، فإننا لا 

(conditioned-ill الحساسيّة سيّئة. إنّ مسألة كهذه نسميّها كبيراً  ، وتكون )ذات حساسيّة عالية 
  غالباً صعبة الحل بدقةّ.

  :ةمثـلأ
 حل للمعادلة لنطرح مسألة إيجاد  

  0 , 1dx a a    )25( 

0d في المتحول شٌ يشو ت d أنّ  ولنفترض  هذه الحالة يكون:في، و   

  1
d d d

d
d

x a a
a

x a


 

    
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  نستنتج أنّ ومنه 

  
0 0

/
sup sup ( 1) / ( 1) /

/
d

d d

x x
d a d d a

d d
 

   


     


  

  ومنه نجد

  ( ) lnrel d a d    

0d المقدارنهّ عندما يكون نلاحظ هنا، أ   ّفإن  

  
00

1
( ) lim sup ln

d

abs
d

a
d a

d



  


  


  (26)  

 لتكن المعادلة  

  1

2

0.780 0.563 0.217

0.913 0.659 0.254

x

x

                             
  

  التي تكتب �لشكلو 
  A x b   (27) 

الذي  x. نبحث عن الحل b الشعاعو  Aالمصفوفة  امعطيا� )19(هذه مسألة من النمط 
تغيير بسيط في المعطيات، أي عناصر  تتمتع هذه المسألة بحساسية عالية، فأيّ  .(27) يحقق الشرط

 حلاً وحيداً هو )27(في الحل. تقبل المعادلة  نه تغيير كبيرٌ عينتج  bوعناصر الشعاع  Aالمصفوفة 
(1, 1)Tx  .  

  وليكن bإذا أجرينا تغييراً بسيطاً في عناصر الشعاع 

  3 3(10 , 10 )Tb      

  حصلنا على المعادلة المشوشة
  A x b b     )28( 

  حلاً هو هذه المعادلة قبلت
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  1 659000 563000 0.218 1223

913000 780000 0.253 1694
x A b

                               
  

  نلاحظ هنا أنّ 

  3

1693, 1

10 , 0.254

x x

b b

 


 

 

 
  

  ومنه نجد

  
3

/ 1693 / 1
430,022

/ 10 / 0.254

x x

b b
 


 


 


  

لهذه اس جداً السلوك الحسّ  يبينّ وهذا مرةّ.  430,022قد تضخّم  bأيْ أنّ التغيرّ النسبي في الشعاع 
  من �حيةٍ�نية، لدينا الجملة الخطيّة.

  
1

1
/x b A b b

x b bA b


   

  

   


  

  ومنه يكون

  1

0
sup /

b

x b bA
x b x

  
     

    

  أيْ أنّ 

  3

00

0.254
lim sup / 1693 10

1b

x b

x b

 

    

      

  ومن ثمّ 

  
00

( ) lim sup / 430,022rel
b

x bb
x b

 

    

     

  للجملة الخطيّة.الطبيعة الحساسة جداً وهذا يؤكّد 
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  العددية الطرائق استقرار 5.

نقول عن طريقة عددية لحل مسألةٍ ر�ضيّة إّ�ا مستقرةّ إذا كانت حساسيّة �تجها العددي 
 �تباعللمعطيات لا تزيد عن حساسيّة المسألة الأصليّة. يعالج المثال التالي مسألة حساب تكامل محدود 

  ليكن هذا. ية، وبه نوضّح مفهوم الاستقرارطرائق عدد

  1 1
0

,n x
nE x e dx n    )29( 

1nإذا كان    ّفإن  

   1 1 1 1n x n x n xx e n x e x e        

  نجد  [0,1]بمكاملة الطرفين على ا�ال 

  
11 11 1 1 1

0 00
n x n x n xx e dx x e n x e dx          

  ومنه نحصل على علاقة التدريج

  

1 1 1
0 0

1

1

1 , 1

x

n n

E e dx e

E n E n

 



       


  )30( 

انطلاقاً من القيمة  nE ريدالمقيمكننا حساب قيمٍ تقريبيّة ل (30)بتطبيق علاقة التدريج 
0الابتدائية  0.632121E  6نظام تمثيلٍ حاسوبي فيه  فيp   10و  نحصل على النتائج 

  :دول التاليفي الج المبيّنة

1 6

2 7

3 8

4 9

5

0.367879 0.127120

0.264242 0.110160

0.207274 0.118720

0.170904 0.068480 0

0.145480

E E

E E

E E

E E

E

 

 
 
 
 

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هي  9Eنلاحظ هنا أنّ القيمة العدديةّ التي نحصل عليها �ذه الطريقة كقيمةٍ تقريبيّة للتكامل 
9حين يجب أن يكون تكامل التابع  فيقيمة سالبة،  1xx e   موجباً، فما هو سبب  [0,1]على ا�ال

  هذه المشكلة؟
في الواقع، إذا أرد� تحليل ما حدث ومعرفة مصدر الخطأ الذي تسبب في هذه النتيجة، نحلل 

  فنجد: 9Eو و 2Eو 1Eالأخطاء الحاصلة في النواتج العدديةّ للتكاملات 

1في حساب 
1 01E E e    مقداره دقةّ الآلةنرتكب خطأ تقريب من مرتبة

74.412 10 2. هذا الخطأ ينتشر في حسابE  7ليصبح( 2) 4.412 10   وهكذا ،
  من مرتبة 9Eيكون خطأ التقريب الناتج في حساب 

  7 7( 2)( 3) ( 9) 4.412 10 9! 4.412 10 0.1601           

  :هي )بدقّة ثلاثة أرقام(في هذه الحالة  9Eإنّ القيمة الدقيقة لـ 

  0.06848 0.1601 0.0916    
في الواقع، إذا أعد� كتابة  ؟رى تحلّ مشكلة عدم الاستقرار هذايقة أخوهنا نطرح التساؤل عن وجود طر 

  �لشكل: (30)علاقة التدريج 
   1 1 / , 1n nE E n n     (31)  

1nEلحساب  )31(فإن استخدام العلاقة  nEوإذا كنّا نعرف قيمةً تقريبيّة لـ    يسمح لنا �لحصول
1لتكن  .nEمَـرَّة عمّا هو عليه في n يتناقص فيها خطأ التقريـبعلى قيمةٍ تقريبيّة  n، لدينا  

  
111 11

0 0
0

1
1 1

n
n x n

n
x

E x e dx x dx
n n


   

    

lim نستنتج من ذلك أنّ  0n
n

E


.  

ونكون في هذه الحالة قد ارتكبنا خطأً  20Eتقريباً لـ  0القيمة  دُّ عفعلى سبيل المثال، يمكننا 

1لا يتجاوز 
21

يكون الخطأ فيها محدوداً  19E ـيمكننا حساب قيمة تقريبيّة ل (31). و�ستخدام العلاقة 

  :لقيمة�

  1 1
0.0024

20 21
   
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84بخطأٍ لا يتجاوز  15Eتدريجيّاً، �يجاد قيمةٍ تقريبيّةٍ لـ  (31)تسمح علاقة التدريج  10 
65 هنا(التي نجري �ا الحسا�ت دقَّةِ الآلة لّ من وهذا الخطأ أق 10eps  ( . هذه�ستخدام 

  الطريقة نحصل على القيم التقريبيّة التالية:

20 14

19 13

18 12

17 11

16 10

15 9

0.0 0.0627322

0.0500000 0.0669477

0.0500000 0.0717733

0.0527778 0.0773523

0.0557190 0.0838771

0.0590176 0.0916123

E E

E E

E E

E E

E E

E E

 
 
 
 
 
 

  

قد اختفى �ائيّاً  20Eتقريب قيمة التكامل دائي المرتكب في تبالخطأ الا�ثير نلاحظ هنا أنّ 
هذه الطريقة، ومن ثمََّ نكون قد حصلنا على قيمٍ تقريبيّة  ؛ وهذا يعود إلى استقرار 15Eاعتباراً من الحد 

  للتكاملات

  9 15, ,E E  

ي �ا الحسا�ت، ومن هذا نستنتج أن جميع أرقام الجزء الكسري بدقةٍّ تفوق دقةّ الآلة التي نجر 
9في تمثيل القيم  15, ,E E  ٌمعنويةّ  هي أرقامssignificant digit  ستثناء الرقم الأخير الذي�

  يكون مدوَّراً.يمكن أن 
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  مسائل وتمارين 6.

  حاسوبي المواصفاتيعتمد تمثيل النقطة العائمة القياسيّة في نظامٍ  1.6.

  10  ،3p  ،min 8e  ، max 9e   

  في هذه النظام؟ normal numbers النظاميّةالأعداد كم يبلغ عدد 

10ليكن نظام التمثيل �لنقطة العائمة المحدّد �لوسطاء  ..62 ، 3p  ما هو الخطأ النسبي .
  المرتكب في حساب �تج العمليات الحسابيّة التالية:

  
2 3

2 3 8

(3.28 10 ) (6.98 10 )

[(3.28 10 ) (6.98 10 )] / (4.82 10 )

 

   




  

  في تمثيل النواتج. إلى الأقرب إذا كان هذا النظام يعتمد التدوير

  اً حقيقياً صغيراً �لقدر الكافي فإنّ حساب القيمة العددية للمقدارعدد xبينّ أنهّ إذا كان  ..63

1 cosx  

صيغة مكافئة لحساب هذه القيمة بحيث  عن عمليّة الطرح. اقترحْ  �جمٍ  كبيرٍ   بخطأٍ  يكون مصحو�ً 
  نتجنّب هذا الخطأ.

2نعلم أنّ أحد جذور المعادلة  ..64 0a x b x c     يعطى �لعلاقة  

  
2

1
4

2
b b ac

r
a

  
  

( )a  1عينّ قيمةr  �1كبر دقةّ ممكنة وذلك في حالة الأمثالa  ،111.11b   و
1.2121c .  

( )b  5احسب قيمة هذا الجذر مستخدماً نظام تمثيل بخمسة أرقامp  ما هو تعليقك على .
  النتيجة؟

( )c .اقترح صيغة مكافئة أكثر ملائمةً للحساب في نظام تمثيلٍ بخمسة أرقام  
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  ج التاليةنجد في الكتب التي تعرض جداول تكامليّة علاقة التدري 5.6.

  
2 1 2 2

d 1 1 d
( 0)

( ) 2 ( ) ( )m m m

x x
m

ax a x am a x x a x
  

  
   

( )a نعرّف  
2

21

d
( )

( )m
x

f m
x a x




  

  الذي يحقق العلاقة mcاستخدم علاقة التدريج السابقة في تعيين المقدار 

  1
( 1) ( )mf m c f m

a
    (M)  

( )b  الطريقة  استقرارتجريبياً ادرس(M).  

  لتكن المتتالية 6.6.

  
0 1

1
1

11 / 2, 61 / 11

1130 3000
111 , 1n

n n n

a a

a n
a a a



 

   
  

. Mapleأو  Mathematicaادرس التقارب النظري لهذه المتتالية بمساعدة أحد البر�مجين  أولاً:
  ماذا تلاحظ؟

 Mathematicaتالية مستخدماً نظام تمثيل الأعداد في بر�مج مثل تقارب هذه المت تجريبياً ادرس  :�نياً 
ست (و�لدقةّ المضاعفة  )ثمانية أرقام عشرية( ةوذلك �جراء الحسا�ت �لدقّة البسيط Mapleأو 

0بما في ذلك القيم الابتدائيّة  )عشرة رقماً عشر�ً  0ˆ ( )a fl a  1و 1ˆ ( )a fl a.  

0.937Axكن يل .6.7  قيمة تقريبيّة بثلاثة أرقام معنويةّ للقيمة الحقيقيّةTx.  

  .Axمن الأعلى للخطأ النسبي في القيمة التقريبيّة أفضل تحديد ممكنعينّ  أولاً:
) ليكن التابع :�نياً  ) 1x f x x .  

)من الأعلى للخطأ النسبي في حساب القيمة التقريبيّة أفضل تحديد  عينّ  )Af x  لمقارنة مع�
)الحقيقيّةالقيمة  )Tf x.  
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  لتكن المعادلة 8.6.

  2 40 1 0x x    
399أوجد جذور هذه المعادلة بدقّة خمسة أرقام، علماً أنّ  19.975 تقريبٌ �جمٌ  هو

  إلى خمسة أرقام. 399للجذر التربيعي  الحقيقيّةعن تدوير القيمة 

  المعرّف �لعلاقة f ليكن التابع ..69

    /2

3

ln 1
( )

xx x e
x f x

x

  
  

ما قيمة النهاية  أولاً:
0

lim ( )
x

f x


) ة للتابعالقيم العدديّ  احسب ؟ )f x النقاط عند:  

10 , 1 7mx m   

  التالية: Mathematicaبر�مج تعليمات استخدم يمكن  :توجيـه

  Limit[f[ ],{ 0}] , Table[f[10 ],{ ,1,7}] / /Nmx x m  

) للتابع تقديريةّ قيمة هي أفضل طريقة لحساب ما �نياً: )f x  عندما تكونx ؟قريبة من الصفر  
  منشور �يلور بجوار الصفر. استخدم وجيـه:ت

n أصغر دليل قيمةما  ..610   يكون عندها ا�موع الجزئي  

  
0

( 5)
!

n k

k k

  

  ؟310 طلقة�لقيمة الم لا يتجاوزبخطأٍ نسبي  5eتقريباً للقيمة 

    
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  الفصل الثاني
  مفاهيم أوليّة في التحليل العددي المصفوفاتي

 تعاريف ومفاهيم أساسيّة § 1.

 ردّ المصفوفات § 2.

  خواص ونتائج متعلقّة بفضاء المصفوفات المربعّة § 3.

 مفهوم الحساسيّة في الجبر الخطّي § 4.

 وتمارين مسائل § 5.

علّقة �لمصفوفات والفضاءات الشعاعيّة المنتهية نورد في هذا الفصل بعضاً من النتائج والخواص المت
  .البعد والتي نحتاجها لاحقاً في أغلب الموضوعات التي سنعالجها في الفصول القادمة

  تعاريف ومفاهيم أساسيّة 1.

جماعة . نقول عن nبعده منتهٍ ويساوي  )أو   )الحقل  علىفضاءً شعاعيّاً  Vليكن 
1 منتهية 2{ , , , }ne e e  من عناصر الفضاءV  إّ�ا تشكّل أساساً له إذا وفقط إذا كانت مستقلّة

vخطيّاً، وعندها نستطيع كتابة كل عنصر  V :بطريقةٍ وحيدة  

  
1

n

i i
i

v v e


   

)1حيث  )i i nv    هي مركّبات الشعاعv  1على عناصر الأساس( )i i ne   ستخدام الكتابة� .

المصفوفاتيّة، يمكننا تمثيل الشعاع 
1

n

i i
i

v v e


  بشعاع العمود  

1

,

n

v

v

v

          

  
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  :لأشعّة الأسطر التالية vو  Tvونرمز بـ 

1 2 1 2( , , , ) , ( , , , )T
n nv v v v v v v v    

 منقول Tv. نسمّي عادةً شعاع السطر إلى العدد العقدي المرافق للعدد حيث ترمز الكتابة 
  .vشعاع العمود  مساعد v، كما نسمّي شعاع السطر vشعاع العمود 

,نسمّي التطبيق  :V V      يلي: المعرّف كما  

  1

1

: , , , ,

: , , , ,

n
T T

i i
i
n

i i
i

u v u v u v v u u v v u

u v u v v u u v u v v u



 



          

          













  

عندما سلّمياً إقليد�ً  جداءً   عندما سلّمياً هرميتياً  جداءً  و  وعندما لا نحدد ماهيّة ،
  .نياً سلّمياً قانو  جداءً نسمّي هذا التطبيق  حقل الأعداد السلّميّة 

من هذا الفضاء  vو  uسلّمي قانوني. نقول عن شعاعين  بجداءٍ فضاءً شعاعياً مزوّداً  Vليكن 
,إّ�ما متعامدان إذا كان 0u v   ٍبوجهٍ عام، نقول عن عنصر .v V  إنهّ عموديّ على مجموعة

V U  ًونكتب اصطلاحاv U  عندما يكون الشعاعv  ًعلى كل عنصر عمود�u U .
}1من الأشعّة  مجموعةٍ وأخيراً، نقول عن  , , }kv v  من عناصرV  إّ�ا متعامدة نظاميّة إذا حقّقت

  الشروط

  , , 1 , ,i j i jv v i j k       

iحيث  j   كرونكر هو رمزKronecker :المعرّف �لعلاقة  

  1

0ij
i j

i j

    
  

)1، مزوَّدين �لأساسين فضاءين شعاعيين على نفس الحقل  Wو  Vليكن  )j j ne   
)1و  )i i mf    على الترتيب، وليكن:V W  تطبيقاً خطيّاً. يمُثَّل هذا التطبيق �لنسبة لهذين

  عموداً: nسطراً و  mة فيها الأساسين بمصفوف
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11 12 1

21 22 2

1 2

,

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

              




  


  

  الأمثال فيها معرّفة بطريقة وحيدة �لعلاقات:

  
1

, 1
m

j ij i
i

e a f j n


     

ممثّلاً �لأساس  jeالشعاع  Aمن المصفوفة  jبعبارةٍ أخرى، يمثّل العمود رقم 

1( )i i mf   1. نرمز �لكتابة 2( , , , )i i ina a a  لشعاع السطر رقمi من المصفوفة A نقول .
)عموداً إّ�ا من النمط  nسطراً و  mعن مصفوفة فيها  , )m n ونرمز �لرمز ،, ( )m n   أو

,m n  للفضاء الشعاعي على الحقل  المكوّن من المصفوفات من النمط( , )m n  والتي عناصرها

). عندئذٍ يكون شعاع عمود مصفوفة من النمط من الحقل  ,1)m  ويكون شعاع سطر مصفوفة
,1)من النمط )nقل . ونقول عن مصفوفة إّ�ا حقيقيّة أو عقديةّ تبعاً لكون عناصرها من الح  أو
  على الترتيب. من الحقل 

  لتكن, ( )m nA    نعرّف المصفوفة المساعدة ،, ( )n mA     ّ�ا المصفوفة�

  :الوحيدة التي تحقق الشرط

, , , ,n mu v Au v u A v           

)  نّ أي إ ) , 1 , 1ij jiA a i n j m       

 نعرّف منقول المصفوفة نفسها لطريقةو� ،, ( )m nA     ّ�ا المصفوفة الوحيدة�

, ( )T
n mA    التي تحقق الشرط  

  , , , ,n m Tu v Au v u A v           

  نقول عن مصفوفة من النمط( , )n n إّ�ا مربعّة من المرتبة n نرمز بـ .( )n   أوn  لحلقة

  . والتي تنتمي عناصرها إلى الحقل nالمصفوفات المربعّة من المرتبة 



الثانيالفصل   46 

    

  نسمّي المصفوفة( )ijI   المصفوفة المطابقة.  

  نقول عن مصفوفة( )nA     1إذا وفقط إذا وجدت مصفوفة قلوبة إّ�ا ( )nA    

  بحيث يكونمقلوب المصفوفة نسمّيها 

  1 1A A A A I      
 مصفوفتين Bو  Aكانت   . نلاحظ هنا أنهّ إذاغير قلوبة، نقول إنّ المصفوفة الحالة المعاكسةوفي 
  : فإنّ تينقلوب

1 1 1

1 1

1 1

( )

( ) ( )

( ) ( )

T T

A B B A

A A

A A

  

 

   

   

 

 

  

)نقول عن مصفوفة  :1 تعريف )nA    :إّ�ا  

TA  إذا كانت حقيقيّة وكان متناظرة: A  
A  إذا حقّقت الشرط هرميتية: A  
T  إذا كانت حقيقيّة وكان متعامدة: TAA A A I   
AA  إذا حقّقت الشرط واحديةّ: A A I    
AA  إذا حقّقت الشرط نظاميّة: A A   

  مربعّة  مصفوفةنقول عن( )ijA a  قت الشروطإذا حقّ  قطريةّإّ�ا  

  0i ji j a    

 ونرمز لها �لكتابة التالية

  11diag( , , )nnA a a   

  المربعّة  أثر المصفوفةنسمّي( )ijA a العدد المعرّف �لعلاقة:  

  
1

( )
n

ii
i

tr A a


   
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nليكن  :2تعريف   S 1,2}وعة الأدلّة تبديلاً �م, , }n نعرّف مصفوفة التبديل .P  ّ�ا�
  :المصفوفة

  ( )( )i jP    

  نلاحظ هنا أنّ مصفوفة تبديل ما هي مصفوفة متعامدة.

)لتكن  )nA     لمصفوفة �ّ�ا جذور كثير لهذه ا فة مربعّة. نعرّف القيم الذاتيّةمصفو

  المعرّف �لعلاقة: )مضاعفة مأبسيطة عقديةّ،  منت حقيقيّة أاكأ سواءً ( Aالمميّز 

( ) det( )A A I     

)1نرمز �لكتابة  ), , ( )nA A  لذاتيّة للمصفوفة إلى القيم اA  مع التكرار في حال كانت القيم
  الذاتية مضاعفة. كذلك نسمّي مجموعة القيم الذاتيّة:

  1{ ( ), , ( )} { : ( ) 0}n AA A         

)spنرمز إليها �لكتابة و  طيف المصفوفة )A.  

 :نذكّر هنا �لخواص التالية  

1

1

tr( ) ( ) tr( ) tr( )

tr( ) tr( ) tr( ) det( ) ( )

det( ) det( ) det( )

n

i
i

n
ii

A A A B B A

A B A B A A

A B A B





    

    
  





 

 


  

  :نسمّي العدد الحقيقي الموجب المعرّف �لعلاقة

  
sp( )

( ) max
A

A


    

)للمصفوفة المربعّة نصف القطر الطيفي )nA   .  لتكنsp( )A   قيمةً ذاتيّة للمصفوفة

\، نسمّي الشعاع Aالمربعّة  {0}nv    ًلهذه المصفوفة موافقاً للقيمة الذاتيّة  شعاعاً ذاتيّا  إذا
  حقّق الشرط وفقط إذا

  A v v    
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)spتولّد مجموعة الأشعّة الذاتيّة الموافقة لقيمة ذاتيّة  )A   ًن الفضاء الشعاعي شعاعياً جزئياً م فضاء
n ) الموافق للقيمة الذاتيّة الفضاء الجزئي الذاتينسمّيه  )على الأقل 1بعُده يساوي  ونرمز إليه

  .�Eلكتابة 

 صفوفاتردّ الم 2.

V:، وليكن nشعاعيّاً بعده منتهٍ ويساوي  فضاءً  Vليكن  V  ًتطبيقاً خطيّاً ممثلا
)�لمصفوفة المربعّة  )ijA a 1لأساسٍ  �لنسبة( )i i ne   صفوفة وممثّلاً �لم( )ijB b  لنسبة�

)1لأساسٍ آخر )i i nf   ّنعلم أن .  

  1B P A P    
)1هي مصفوفة الانتقال من الأساس  Pحيث  )i i ne    1إلى الأساس( )i i nf    أعمد�ا مكوّنة

)من مركّبات الأشعّة  )jf 1على عناصر الأساس( )i i ne  .  

Vمما تقدّم، نلاحظ أنّ التطبيق نفسه يمُثََّل بمصفوفاتٍ مختلفة تبعاً للأساس الذي نختاره للفضاء

لتطبيق تمثيلاً مصفوفاتياً بسيطاً قدر الإمكان. يجاد أساس مناسب يكون فيه لهذا اإ. نطرح هنا مسألة 
1Pأي المصفوفات من الشكل (، Aللمصفوفة  المشا�ةنبحث بين جميع المصفوفات  A P   

 ردّ عن المصفوفات التي لها أبسط شكل ممكن وهذا ما نسمّيه مسألة  )مصفوفة قلوبة Pحيث 
  .مصفوفة

بحيث تكون  Pإنّ أحسن حالات ردّ مصفوفة مربعّة هي تلك التي يمكن عندها إيجاد مصفوفة 
1Pالمصفوفة  A P   ّوعندها نقول عن المصفوفة قطرية ،A  وفي هذه  تقبل الرّد إلى القطريةّإّ�ا

1Pالحالة تمثّل عناصر القطر في المصفوفة  A P    1القيم الذاتيّة, ,n   للمصفوفةA  وتمثّل
,1الذاتيّة الأشعّة  Pأعمدة المصفوفة  ,np p :الموافقة على الترتيب، أي  

 

1 diag( )

, 1

i

j j j

P A P

A p p j n

    

     

  

  وجد أساس من الأشعّة الذاتيّة. إذا وفقط إذا الرّد إلى القطريةّمصفوفة  تقبلوبمعنى آخر، 
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)لتكن  :1مبرهنـة  )nA    :ٍمصفوفة مربعّة. عندئذ  

1Uبحيث تكون المصفوفة  Uوفة واحديةّ توجد مصف أولاً: AU ،مثلّثيّة من الأعلى  
1Vبحيث تكون المصفوفة  V واحديةّفإنهّ توجد مصفوفة  نظاميّة Aإذا كانت المصفوفة  :�نياً  AV 

  قطريةّ،
بحيث تكون المصفوفة  O متعامدةفإنهّ توجد مصفوفة  متناظرة Aإذا كانت المصفوفة  :�لثاً 

1O AO .ّقطرية  

  .الرّد إلى قطريةّتقبل  واحديةّأو  هرميتيّةإنّ كل مصفوفة  نتيجـة:

)لتكن  :3تعريف  )nA     للقيم الذاتيّة للمصفوفة  الجذور التربيعيّةمصفوفة مربعّة، نسمّي

A A لها  قيماً مميَّزة singular values.  

Aنلاحظ هنا أنّ القيم الذاتيّة للمصفوفة  A لأنهّ إذا كانوذلك  حقيقيّة وموجبة:  

  , 0A A p p p       

  فإنّ 

  ( )A p A p p p       

. قلوبة Aكانت المصفوفة   موجبة تماماً إذا وفقط إذالمصفوفة تكون ميَّزة القيم المكما نلاحظ أيضاً أنّ 
  :في الواقع لدينا

  
0 0

( ) 0 0

Ap A Ap

Ap Ap p A Ap



  

  
 

  

  

)كل مصفوفة مربعّة   أنّ  التاليةنة تبينّ المبره )nA    مصفوفتان  ناكهأيْ (مصفوفة قطريةّ  تكافئ

Q  وR  قلوبتان بحيث تكون المصفوفةQ A R  ّعناصر قطرها الرئيس مكوّنة من قيمها  )قطرية
  .زةالمميَّ 
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  2مبرهنـة 

  بحيث يكون Vو  Uمصفوفة حقيقيّة مربعّة، فإنهّ توجد مصفوفتان متعامد�ن  Aإذا كانت  أولاً:

    
  بحيث يكون Vو  Uد مصفوفتان واحديتّان مصفوفة عقديةّ مربعّة، فإنهّ توج Aإذا كانت  �نياً:

    
حيث  1i i n 

  للمصفوفة  ميَّزةالمأعدادٌ موجبة تمثّل القيمA.  

  خواص ونتائج متعلقّة بفضاء المصفوفات المربعّة 3.

  وفات المتناظرة والهرميتيّةخواص المصف 1.3.

)لتكن  )nA     مصفوفة مربعّة. نسمّي قسمةRayleigh  للمصفوفةA :التطبيق  

  : \{0}n
AR    

  المعرّف �لعلاقة

  ,
0, ( )

,A
v Av v A v

v R v
v v v v

 



 
   

 
  

  . من جهةٍ أخرى، لديناقيماً حقيقيّة�خذ  AR، فإنّ هرميتيّة Aنلاحظ هنا أنهّ إذا كانت المصفوفة 

  \ {0}, ( ) ( ).A AR v R v     

  ، قيمها الذاتيّةnمن المرتبة  مصفوفة هرميتيّة Aلتكن  :3مبرهنـة 

  1 n     

}1وليكن  , , }np p  ،أساساً متعامداً نظاميّاً مكوّ�ً من الأشعّة الذاتيّة الموافقة على الترتيب
  أيْ 

, 1 ,i j ijp p i j n       

1diag( , )T
nU AV   

1diag( , )nU AV   
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}1إلى الفضاء الشعاعي الجزئي المولّد �لأشعّة  kVنرمز بـ  , , }kp p  نرمز بـ وk  إلى
  . نضعkوالتي بعدها يساوي  nمجموعة الفضاءات الشعاعيّة الجزئيّة من 

0 0 0{0}, { },V V   

  :ليةالخواص التا Aعندئذٍ، تحقق القيم الذاتيّة للمصفوفة 

1

1

0

0

0

1

\{0}

min

(1) {1, , }, ( )

(2) {1, , }, ( )

(3) {1, , }, ( )

(4) {1, , }, ( )

(5) {1, , }, ( )

(6) Im( ) [ , ]

max

min

max

max min

k

k

k

k

k A k

k A

k A

v

k A

v

k A

v

A n

v V

v V

W v W

W v W

k n R p

k n R v

k n R v

k n R v

k n R v

R















 

 

   
   

   

   

   

  














  

[31]يمكن الرجوع إلى  Ciarlet P.G. على إثبات هذه الخواص. للاطلاع  

  في الختام، نذُكَّر ببعض التعاريف:

  نقول عن مصفوفة هرميتيّةA  إذا حققت الشرط معرّفة موجبةإّ�ا  
 \{0}, 0nv v Av    

  إذا حققت الشرطموجبة ل عنها إّ�ا ونقو  
 , 0nv v Av    

إذا وفقط  موجبة أو معرّفة موجبةيمكننا بمحاكمةٍ بسيطة أن نبرهن أنّ مصفوفةً هرميتيّة تكون  ملاحظـة:
  على الترتيب. موجبة أو موجبة تماماً كانت جميع قيمها الذاتيّة   إذا

  وفاتيالنظيم الشعاعي والنظيم المصف 2.3.

كلّ تطبيق   V. نسمّي نظيماً شعاعياً على الفضاء شعاعياً على الحقل فضاءً  Vليكن 
N :V   :يحقّق الخواص التالية  
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 N( ) 0 0x x    

 , , N( ) N( )x V x x          

 , , N( ) N( ) N( )x V y V x y x y        

للدلالة على نظيم شعاعي على  . نستخدم عادةً الرمز المتراجحة المثلّثيةتعرف الخاصّة الأخيرة �سم 
التالية هي الأكثر استخداماً من  ةلاث، النظائم الثVالبعد  ي، وفي حالة فضاء شعاعي منتهVفضاء 

  الناحية العمليّة:

 1 i
i

v v   

 
1/2

2 1/2
2 ,i

i

v v v v
        
  

 max ii
v v   

. وبوجهٍ عام، تعرض لنا المبرهنة التالية جماعة من النظائم الشعاعيّة الاقليديالنظيم  2يسمّى 
  السابقين. 2و  1لنظيمين تشمل ا

1البعد، وليكن  يشعاعياً منته فضاءً  Vليكن  :4مبرهنـة  p  عدداً حقيقياً. إنّ التطبيقp 
  :المعرّف �لعلاقة

  
1/p

p
p i

i

v v
      
  

  هو نظيمٌ شعاعي.

1pيمكن التحقق بسهولة من صحّة المبرهنة عندما  :الإثبـات  ، لذلك نقتصر على الحالة التي يكون

1 فيها p ليكن .q  ً1)عدداً حقيقيا )q قق المعادلةيح  

  1 1
1

p q
   

  عددين حقيقيّين موجبين فإنّ: و  نعلم أنهّ إذا كان 

  
p q

p q
 

      
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  وذلك لأنّ التابع الأسّي هو �بعٌ محدّب ويحقق المتراجحة:

  (1 )]0,1[, , , (1 )x y x yx y e e e               

1كفي أن نستبدل ي
p

logpو  بـ     بـx  وlogq  بـy.  

  فإنهّ تبعاً للمتراجحة السابقة يكون لدينا Vعنصرين من الفضاء  vو  uالآن، إذا كان 

1 1
,

p p
i i i i

p q
p p p q

u v u v
i

u v p qu v
  


  

  �خذ ا�موع عند طرفي هذه المتراجحات نجد

  p qi i
i

u v u v   ) متراجحةHölder( 

يكفي أن نبرهن صحّة المتراجحة المثلثيّة، وذلك لوضوح صحّة  هو نظيم شعاعي، pحتىّ نثبت أنّ 
  الخواص الأخرى.

  لدينا

     1 1p p p
i i i i i i i iu v u u v v u v

 
      

  �لجمع واستعمال المتراجحة السابقة نجد أنّ 

     
1/

( 1)
q

p p q
i i i ip p

i i

u v u v u v
        

   

)وتنتج المتراجحة المطلوبة من كون  1)p q p .    

2pلخاصّة في الحالة ا ملاحظـة:   خذ متراجحة�Hölder الشكل التالي  

1/2 1/2
2 2

i i i i
i i i

u v u v
               

    

 Bunyakovskiiمتراجحة أو  Cauchy-Schwarz متراجحةوتعرف في هذه الحالة �سم 
  .)وخاصّة في بلاد السوفييت سابقاً (
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  :pكما تعرف المتراجحة المثلثيّة في حالة النظيم 

1/ 1/ 1/p p p
p p p

i i i i
i i i

u v u v
                            
    

  .Minkowskiبمتراجحة 

البعد،  منتهي Vمن الجدير ذكره هنا، هو أنّ جميع النظائم الشعاعيّة، في فضاءٍ شعاعي 

1مين شعاعيين فإنهّ يوجد عددان نظي و  متكافئة، بمعنى أنهّ إذا كان  0c   2و 0c  
  بحيث يكون

1 2,v V c cv v v     

  :أمثـلة
2 1 2

2

1

x x n x

x x n x

x x n x
 

 

 

 
 

  

كلّ عنصر    منسو�ً لنظيمٍ شعاعي Vالبعد  يمنته شعاعي فضاءٍ نسمّي شعاعاً واحد�ً، في 
1xمن هذا الفضاء يحقق الشرط :كما نسمّي مجموعة العناصر . 

{ : 1}uS x V x

   

2Vسطح الكرة الواحديةّ في هذا الفضاء. في الحالة الخاصّة     ّيمكننا تمثيل سطح الكرة الواحدية
  ندسياً كما يلي:ه

 

1

uS


uS



2

uS

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نظيماً . نسمّي على الحقل nحلقة المصفوفات المربعّة من المرتبة  nلتكن  :4 تعريف

:كلّ تطبيق   مصفوفاتياً  n     التالية:يحقق الخواص  

i. , 0 0nA A A      

ii. , ,nA A A          

iii. , ,n nA B A B A B         

iv. , ,n nA B A B A B         

  :أمثـلة
  من بين النظائم المصفوفاتية الأكثر استعمالاً في الجبر العددي الخطي ما يلي:

 نظيم فروبينوس Frobinius ) أيضاً النظيم الإقليدي يسمّىو(:  

2
F ij

i j

aA    

 النظيم
p
:  

\{0}

, 1sup
p

p
n px

A x
pA

x



 


  

  نلاحظ هنا أنّ 

1\{0}

sup max
p

p p
xn px p

A x
A A x

x 


  


  

بوجهٍ عام، نستطيع ببساطةٍ �مّة إنشاء نظيمٍ مصفوفاتي انطلاقاً من نظيمٍ شعاعي على الفضاء 
nV    :ليكن  كما يلي  نظيماً شعاعياً على الفضاءV التطبيق ،: n    

  :المعرّف �لعلاقة

1\{0}

sup max
xnx

A x
A A x

x 

  

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. من جهةٍ أخرى، هناك شعاعي�لنظيم الالنظيم المصفوفاتي الملحق هو نظيمٌ مصفوفاتي، نسميّه 
هو نظيم  Fنظيم فروبينوس نظائم مصفوفاتيّة غير ملحقة �يّ نظيم شعاعي ؛ فعلى سبيل المثال، 

nمصفوفاتي غير ملحق ويحقق  F
I n. 

1nIدوماً الخاصّة لحق ميحقّق أيّ نظيمٍ مصفوفاتي  ملاحظة هامّة: .  

)لتكن  :5مبرهنـة  )ijA a مصفوفة مربعّة. الخواص التالية صحيحة:  

 1
1

1

sup max
def

ij
j i

Av aA
v

    

 2
2 2

2

sup ( ) ( )
def Av

AA A AA Av
         

 sup max
def

ij
i j

Av aA
v






    

  :ملاحظـات
 النظيم 

2
  لتحويل الواحدي: نظيم لا متغيرّ هو�  

2 2 2 2UU I A AU UA U AU       
 نظاميّة مصفوفة حالة في A لدينا يكون  

2 ( )A A   

  إذا كانتA  2فإنّ  )ومن ثمّ فهي نظاميّة(مصفوفة هرميتيّة أو متناظرة ( )AA  . 

  إذا كانتA  فإن: )ومن ثمّ فهي نظاميّة(مصفوفة واحديةّ أو متعامدة 

  2 ( ) ( ) 1A A A I      

  1من الناحية العمليّة، نلاحظ أنّ تعيين قيمة كلّ من النظيمينA  وA   بسيطٌ ولا
ليس  2A، على حين أن تعيين قيمة النظيم Aيتطلّب سوى معرفة قيم عناصر المصفوفة 

 بسيطاً.

[31]ونتائجها الرجوع إلى  5ننصح القارئ المهتم �ثبات المبرهنة  Ciarlet P.G..  
  دوراً هاماً في دراسة تقارب متتاليات المصفوفات. النتيجة التالية يؤدّ ت
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  .nمصفوفة مربعّة من المرتبة  Aلتكن  :6مبرهنـة 

  فإنّ  )غير ملحق مكان ملحقاً أأسواءٌ ( أ�ً كان النظيم المصفوفاتي  أولاً:

( )A A   

0أّ�ً كان العدد  �نيـاً:   ّنظيمٌ مصفوفاتي ملحق، يوجد على الأقل   بحيث
  تتحقق المتراجحة

  ( )A A     

 الإثبـات

)spلتكن  أولاً: )A   بحيث( )A  وليكن .p  شعاعاً ذاتياً موافقاً للقيمة ٍعندئذ .
  يكون

  ( ) T T T TA Ap p p p A pp p p           

0Tpبملاحظة أنّ  p   نستنتج صحّة المتراجحة( )A A .  

[31]راجع ع للاطلا(الإثبات هنا إنشائي  �نيـاً: Ciarlet P.G. (.      

  متتاليات الأشعّة ومتتاليات المصفوفات 3.3.

). نقول عن متتالية شعاعياً مزوّداً بنظيمٍ  فضاءً  Vليكن  )k kv   من عناصرV  إّ�ا
vقاربة نحو عنصرٍ مت V  أو نقول أيضاً إنّ العنصرv  هو �اية المتتالية( )k kv  إذا وفقط إذا ،

  كان
  lim 0k

k
v v


   

  ونكتب
  lim k

k
v v


  

1ذا بعدٍ يساوي  Vإذا كان الفضاء الشعاعي  n فإنّ تكافؤ النظائم يبينّ أنّ تقارب ،
 متتالية من الأشعّة مستقلّ عن النظيم المستعمل. من جهةٍ أخرى، فإنّ الاختيار الخاص للنظيم 

  متتالية عدديةّ مكوّنة من مركبّات الأشعّة. nيبينّ أنّ تقارب متتالية من الأشعّة يكافئ تقارب 
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,، نعرّف تقارب متتالية من عناصر فضاء المصفوفات نفسه لأسلوب� ( )m n   والذي

mبعده يساوي  n المستعمل وأنّ  ونلاحظ أيضاً أنّ تقارب متتالية من المصفوفات لا يتعلّق �لنظيم
)تقارب متتالية من المصفوفات من النمط  , )m n  يكافئ تقاربm n  متتالية عدديةّ مكوّنة من

مركّبات المصفوفات. تعطينا النتيجة التالية شروطاً متكافئة لتقارب قوى مصفوفة مربعّة نحو المصفوفة 
  الصفرية.

) أ�ً كانت المصفوفة  :7مبرهنـة  )nB     ّالتالية متكافئة: المقولات فإن  

(1)  lim 0k

k
B


  

(2)  , lim 0n k

k
v B v


    

(3)  ( ) 1B   
1Bيحقق  يوجد نظيم مصفوفاتي ملحق   (4) .  

 الإثبـات

(2) (1) ليكن :  نظيماً شعاعياً وليكن  النظيم المصفوفاتي الملحق به. إذا كانnv   
k  عنصراً ما، فإنّ المتراجحة  k vB v B   ّتبينّ أن  

  lim 0k

k
B v


  

(3) (2) 1: إذا كان ( )B  يجاد شعاع إ، فإنهّ من الممكنp يحقق  

  0, , 1p B p p       

kعندها يكون لدينا  kB p p     ومن ثمّ لا تكون المتتالية 
1

k
k

B p


 

  متقاربة من الصفر.
(4) (3) نيـاً ( 6المبرهنة : ينتج مباشرة من�(. 

(1) (4) يكفي أن نطبّق المتراجحة :kk BB  (4)في حالة النظيم المعطى في.    

)تعرض المبرهنة التالية بعض الخواص الهامّة والمفيدة للمصفوفات من الشكل  )I B.  
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)لتكن   :8مبرهنـة  )nB    .مصفوفة مربعّة  

)إذا كان  أولاً: ) 1B   فإنّ المصفوفة( )I B تكون قلوبة ويساوي مقلو�ا مجموع المتسلسلة  

  1
0

( ) k
k

I B B



    

إذا تقاربت المتسلسلة  �نيـاً:
0

k
k

B

  ّفإن( ) 1B .  

1B مصفوفاتياً يحقّق نظيماً  إذا كان  �لثـاً:   فإنّ المصفوفةI B  ًتكون قلوبة. إضافة
)1فإنّ المقلوب ملحقاً  لذلك، إذا كان النظيم  )I B  يحقق المتراجحة  

  1 1
( )

1
I B

B
 


  

  الإثبـات
Iقولنا أنّ المصفوفة  :أولاً  B  ّهي قيمة ذاتيّة للمصفوفة  1غير قلوبة يكافئ قولنا أنB،  ّأي أن

( ) 1B   وهذا يناقض افتراضنا و�لتالي فإنّ المصفوفةI B قلوبة. من جهةٍ �نية، لدينا  
  2 1( )( )m mI B I B B B I B         ($)  

)1بضرب طرفي هذه المطابقة �لمصفوفة  )I B  نجد  
  1 1( ) ( )m mI B B I B I B         

  ومنه يكون

  1 1

0

lim ( ) lim ( )
m

k m

m mk

B I B I B 
 

     

1limيكون  7المبرهنة واستناداً إلى  0m

m
B 


 ّأي أن ،  

  1

0

lim ( )
m

k

m k

B I B 
 

   

إذا تقاربت المتسلسلة  �نيـاً:
0

k

k

B



  ولنـَقُلْ أنّ مجموعهاS ْأي ،  

  2 mS I B B B        
  فإنّ 

  S BS S SB I     
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Iينتج من ذلك أنّ للمصفوفة  B  ًهو  مقلو�S خذ �اية الطرفين في المطابقة� .($) 
  نجد

  ( ) lim m

m
I B S I B


     

lim وهذا يعني بدوره أنّ  0m

m
B


  يكون  7المبرهنة واستناداً إلى( ) 1B .  

)فإنّ  6المبرهنة استناداً إلى  ـاً:�لث ) 1B  فإنّ المصفوفة  )أولاً (على ما سبق  اً ومن ثمّ واعتماد
I B تكون قلوبة ومقلو�ا هو  

  1

0

( ) k

k

I B B





    

  من جهةٍ أخرى، لدينا
1 1

0

( ) ( ) 1

1
1

mm m

k

k

I B I B I B B B B

B
B

 





          

 


 
  

1Iالنظيم المصفوفاتي ملحقاً في كون اعتمد� هنا على كون   ّينتج مما سبق أن .  

  1 1 1 1
lim ( ) ( ) ( )

1
m

m
I B I B I B

B
  


     


    

إذا كانت المصفوفة  نتيجة: I B  ّغير قلوبة فإن( ) 1B .  
  مثـال

4 1

1

1

1 4

A

 
 
 
   
 
 
  

 
 

  

)4لدينا هنا،  )A I B  1، حيث
2

B    ّ1ومن ثمّ فإن( )I B   موجودة وبحسب

  يكون 8المبرهنة 

1 1
2( )

1 1 / 2
I B 


  
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1عندئذٍ لدينا  11
4
( )A I B    ّ1ومن ثم

1
2A  ومنه .  

1 1
( ) 6 , ( )

2
A A     

  تحقق المتراجحة المزدوجة Aأنّ القيم الذاتيّة للمصفوفة أي 
Sp( ), 2 6A     

)أ�ً كانت   :9مبرهنـة  )nB     النظيم المصفوفاتي وأ�ً كان :ّفإن  

  
1/

lim ( )
kk

k
B B


   

  الإثبـات
)لدينا  6المبرهنة اداً إلى استن )B B  1، ومن المطابقة/( ) { ( )}k kB B   
  نستنتج أنّ 

  1/1, ( ) kkk B B     

0لنبرهن الآن، أنهّ أ�ً كان العدد     يوجد عددٌ صحيح بحيث يكون  

  1/ ( )kkk BB       

0وهذا يكفي لإثبات المطلوب. ليكن إذن،    عدداً معطى، نضع  

  1
( )

B B
B    

  

)نلاحظ هنا أنّ  ) 1B  يكون 8المبرهنة ، و�لاعتماد علىlim 0k

k
B

 وهذا يثبت .

  يحقق وجود عدد صحيح 

 
 

1
( )

k
k

k

B
k B

B
    

  
  

    وهو المطلوب.
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  مفهوم الحساسيّة في الجبر الخطّي 4.

Aعلى حلٍّ لجملةٍ من المعادلات الخطيّة  نحصلمن النادر أن  x b   دون أن يكون هذا
دّدة التي تتعرّض لها والتي بنتيجتها نحصل الحلّ مشوً� �لأخطاء. يعود ذلك إلى مصادر الأخطاء المتع

Aعلى حلّ فعلي لا يتطابق مع حلّ الجملة  x b  :وإنمّا يتطابق مع حل الجملة المشوّشة  

  ( )A A y b b       

، أً� كان مصدرها، تكون قابلة للتحديد بوجهٍ عام مجهولة، ولكنّها bو  Aطبعاً، الأخطاء 
 ثيل أي عدد في النظام الحاسوبي.والتقدير، فعلى سبيل المثال نعَرِف خطأ التدوير المرتكب عند تم

السؤال الذي يطرح نفسه هو كيفيّة تقدير أو تعيين الحدّ الأعلى للخطأ في الحل الذي يمثلّه 
xالفرق  y :للجملتين الخطيّتين  

  
( )

A x b

A A y b b

 
     

  

  .bو  Aبدلالة المقادير 

 لتكن الجملة الخطيّة :R.S. Wilsonلنتفحّص الآن مثالاً ينسب إلى 

A x b  

  حيث

 

10 7 8 7 32 1

7 5 6 5 23 1
, ,

8 6 10 9 33 1

7 5 9 10 31 1

A b x

                                                            

  

  عناصر هذه الجملة معرّضة للتشويش كما يلي:ولنفترض أنّ 

 

10 7 8.1 7.2 32.01

7.08 5.04 6 5 22.99
,

8 5.98 9.89 9 33.01

6.99 4.99 9 9.89 30.99

A A b b

                                  

  



 مفاهيم أوّليّة في التحليل العددي المصفوفاتي 63

    

 أي أنّ 

 

0 0 0.1 0.2 0.01

0.08 0.04 0 0 0.01
,

0 0.02 0.11 0 0.01

0.01 0.01 0 0.02 0.01

A b

                                      

  

)من جهةٍ أخرى، فإنّ حل الجملة  )A y b b     والتي تعرّض فيها الطرف الثاني
,1.82)للتشويش هو  0.36,1.35,0.79)Ty   ومن ثمّ يكون  

 

0.82

1.36

0.35

0.21

x y x

                 

  

)وكذلك فإنّ حلّ الجملة المشوّشة  )A A z b    هو( 81,137, 34,22)Tz    
  ويكون الخطأ في الحل مساو�ً 

  

82

136

35

21

x z x

                   

 

2نسبياً قَدْره  )تشويشاً (وهكذا فإننا نرى أنّ اضطراً�  4

2
3.3 10

b
b


  يصيب

ن المعادلات الخطيّة، يتسبّب في حدوث اضطراب نسبي في الحلّ قَدْره الطرف الثاني م
2

2
0.82

x
x
  مرةّ. 2460، وهذا يعني أنّ الخطأ قد تضخّم بمعدّل  

2وكذلك فإننا نلاحظ أنّ تشويشاً نسبياً قَدْره  3

2
7.6 10

A
A


 في عناصر مصفوفة ،

2الخطيّة، يتسبّب في خطأٍ نسبي في الحلّ قَدْره الجملة 

2
82.0

x
x
  وهذا يعني أنّ الخطأ قد ،

  مرةّ. 10758تضخّم بمعدّل 
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  مصفوفة قلوبة حساسيّة 1.4.

نعرّف فيما يلي مفهوم الحساسيّة للمصفوفات المربعّة والقلوبة. ونصطلح أن تكون حساسيّة 
  وفات المربعّة غير القلوبة لا �ائيّة.المصف

  5تعريف 

)نظيماً مصفوفاتياً ؛ ولتكن  ليكن  )nA     حساسيّة مصفوفة مربعّة وقلوبة. نعرّف

  �ّ�ا العدد الموجب: A المصفوفة
1( )A A A    

)condيرمز إليه أحيا�ً �لكتابة  والذي )A 1. وبوجهٍ خاص، لدينا( ) p pp A A A   
حيث 

p
  هو النظيم المصفوفاتي الملحق �لنظيم الشعاعيp نسمّي التطبيق . سيّة مؤثرّ الحسا
)تبينّ المبرهنة التالية بعضاً من خصائص عدد الحساسيّة  المصفوفاتيّة. )A.  

)لتكن   :10مبرهنـة  )nA    مصفوفة مربعّة وقلوبة. لدينا  

0أ�ً كان  أولاً:      ّفإن  

  ( ) ( )A A      

  فإنّ  أ�ً كان النظيم المصفوفاتي  �نيـاً:
1( ) 1A A A    

minلتكن  �لثـاً: 1 maxn         القيم المميَّزة للمصفوفةAعندها يكون ،  

  max
2

min
( )A


 


  

2 رابعـاً: ( ) 1A  ذا وفقط إذا كان إA Q    {0}\حيث    وQ  مصفوفة
 واحديةّ.

  :الإثبـات
  لدينا أولاً:

  11 1( ) ( ) ( )A A A A A A
                 
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  لدينا �نيـاً:
  1 1 11 ( ) ( )I A A I A A A A A              

  نعلم أنّ  �لثـاً:

 

2 max
sp( )

1 1 1
2

sp( ) min

( ) max

1 1
( ) max

A A

AA

A A A

A A A











  



     

   
 

  

  ينتج من ذلك أنّ 

  max122 2
min

( )A A A


   


  

 ومصفوفة قطرية  Vو  Uفإنهّ توجد مصفوفتان واحديتّـان  Aنعلم أنهّ أ�ً كانت المصفوفة  رابعـاً:
Aلهذه المصفوفة بحيث يكون المميَّزة هي القيم  عناصر القطر فيها U V    ًواعتمادا

)2على الخاصّة السابقة، في هذه المبرهنة، فإنّ  ) 1A   إذا وفقط إذا كانت جميع القيم
القيمة المشتركة لها، عندها يكون  متساوية فيما بينها. لنفرض  Aالمميَّزة للمصفوفة 

I     وA UV     حيثQ UV  .ّمصفوفة واحدية    

  ملاحظـات:
  إذا كانت حساسيّتها ليست كبيرة مقارنةً "جيّدة الحساسيّة"نقول عن مصفوفة إّ�ا ،

أنّ المصفوفات الواحديةّ تتمتّع بحساسيّة  10. تبينّ الخاصّة الأخيرة في المبرهنة �1لقيمة 
)2مثلى  ( ) 1)Q  ولهذا السبب فهي شائعة الاستعمال في العديد من خوارزميّات ،

  التحليل العددي.

 ها المصفوفة هرميتيّة، أي في الحالة التي تكون فيA A  ّفإن( )i i A   
  وعندها يكون

  1
2

max ( )
( ) ( ) ( )

min ( )

i
i

i
i

A
A A A

A



     


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  نعلم مما سبق أنّ مؤثرّ الحساسيّة لمصفوفةnA    يتبع النظيم المصفوفاتي

 و  فيما بينها، بمعنى أنهّ إذا كان  المستخدم، ولكنّ مؤثرّات الحساسيّة متكافئة
  بحيث يكون 2cو  1cمؤثرّي حساسيّة فإنهّ يوجد عددان موجبان تماماً 

  1 2, ( ) ( ) ( )nA c A A c A          

  فعلى سبيل المثال، لدينا:

  

2 1 2

2

2
1 12

1
( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) ( )

A A n A
n

A A n A
n

A A n A
n

 



     

     

     

  

 ارتباط بين القيمة التي �خذها محدّد المصفوفة وبين حساسيّة هذه المصفوفة  هناكيس ل
 كما تبينّ الأمثلة التالية.

  :أمثـلة
  لتكنA  معرّفة كما يلي: 100مصفوفة مربعّة وقطريةّ من المرتبة  

 11 1,

0.1, 2 100ii

a

a i


  

  

  لدينا هنا
 12 221, 10 ( ) 10AA A      

  في حين أنّ 

  99 99det( ) 1 10 10A      

  لتكنA :مصفوفة مثلّثية من الأعلى وثنائيّة القطريةّ معرّفة �لعلاقات  

 

1

2 1 , 1 ,

0
ij

i j

a j i i j n

else

     

  

  فوفةيبرهن أنّ مقلوب هذه المصفوفة هو المص
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1 1

1

1 2 4 ( 2) ( 2)

1 2

1 4

2

1 4

2

1

j n

A

 



                            

 
  
 
  




  

  لدينا في هذه الحالة

  1
11 1

1

3

1 2 4 2 1n n
A A

nA A


 



           
  

  ومن ثمّ يكون

  1( ) ( ) 3 2 3nA A       

)�detلرغم من كون  ) 1A .  

  دراسة أثر التشويش في حل جملة معادلات خطيـةّ 2.4.

شعاع الطرف الثاني في جملة معادلات خطيّة  لندرس أولاً حالة التغييرات الناجمة عن تشويش
  دون أن تتعرّض مصفوفة هذه الجملة لأي تغيير.

)لتكن  :11 مبرهنـة )nA     مصفوفة مربعّة وقلوبة، وليكنx  وx x  حَلَّيْ جمُْلَتي

  المعادلات الخطيّة:

 
( )

A x b

A x x b b

       
  

  عندها تتحقق المتراجحة

  ( )x bA
x b
    

)، حيث يمثّل العدد أ�ً كان النظيم الشعاعي  )A  حساسيّة المصفوفةA  ًمحسوبة
  �لنظيم المصفوفاتي الملحق �ذا النظيم.
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  الإثبـات:
  �خذ الفرق بين المعادلتين نجد

 A x b     
1xومنه يكون  A b  ومن تعريف النظيم الملحق لدينا .  

  
1 1

1
x bA b A

A
b A x A x

x b

     

    
  

  بضرب هاتين المتراجحتين، طرفاً في طرف، نحصل على المتراجحة التالية:

  ( )x bA
x b
       

دون أن نغيرّ الطرف الثاني فيها وذلك يش عناصر مصفوفة الجملة الخطيّة لنعالج الآن مسألة تشو 
  من خلال المبرهنة التاليـة.

)لتكن  :12مبرهنـة  )nA     مصفوفة مربعّة وقلوبة، وليكنx  وx x  ْجمُْلَتي حَلَّي

  المعادلات الخطيّة:

 
( ) ( )

A x b

A A x x b

        
  

  عندها تتحقق المتراجحة

  ( )x AA
x x A
   
 

  

)، حيث يمثّل العدد أ�ً كان النظيم الشعاعي  )A  حساسيّة المصفوفةA  ًمحسوبة
  نظيم المصفوفاتي الملحق �ذا النظيم.�ل

  الإثبـات:
  لدينا

( )( )A x b A A x x       
  ومنه

( ) 0A x A x x         
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  ومن ثمّ 
1 ( )x A A x x       

  من ذلك نستنتج أنّ 

1 1( ) x xA A x xx AA             

  وهذا يعني أنّ 

1 ( )x AAAA
x x A

     


    

الذي بدأ� فيه هذا الفصل. فإذا استعملنا النظيم  R. S. Wilsonلننظر في حالة مثال 
2نجد  الاقليديالشعاعي  60.025b   2و 0.02b  بحكم كون المصفوفة .A 

  يكون لدينا متناظرة

  
2 sp(A)

1 2
2 sp(A)

sp(A)

max 30.2887

1 1 1 , ( ) 2984
max

min 0.01015

A

A
A








       



  

22  من جهةٍ �نية، لدينا

2 2

2,
, 0.82

1.64

x x
xx

   



  

  وهذا يساوي تقريباً قيمة الحدّ 

  2
2

2

0.02
( ) 2984 0.994

60.025
bA

b

     

وأنّ  1يساوي الـ  محدّدهابكون  متناظرةونذكّر أخيراً �نّ هذه المصفوفة تتمتّع، إضافةً لكو�ا 
  هو مقلو�ا

  1

25 41 10 6

41 68 17 10

10 17 5 3

6 10 3 2

A

                     
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 امّة المتعلّقة بتشويش عنصري الجملة الخطيّة، أي المصفوفة لندرس الآن الحالة العA  وشعاع الطرف
  . نفترض أنّ الجملة الخطيّة المشوّشة تكتب على الشكل:bالثاني 

  ( ) ( ) , ( ),

(0)

n
nA F x b f F M f

x x

        


   

)فإنّ التطبيق  بةقلو  Aإذا كانت المصفوفة  )x    يكون قابلاً للاشتقاق بجوار الصفر
(0)1ويحقق الشرط  ( )x A f F x     ومن ثمّ فإنّ عبارة النشر المحدود للتطبيق ،

( )x   :بجوار الصفر تكتب كما يلي  

 2( ) (0) ( ) , 1x x x O u u          

نظيمٌ شعاعي ما. �ستخدام النظيم المصفوفاتي الملحق به، نحصل من العبارة السابقة على  حيث 
  :المتراجحة التالية

 1 2( )
( )

x x f
A F O

x x
              

  

  من جهةٍ �نية، لدينا

 b A x   
  ومن ثمّ نحصل على المتراجحة

   2( )
( ) ( )A b

x x
A r r O

x
 

      

  حيث

  ,A b
fFr r

A b
       

)لا يتجاوز  �xلنتيجة، فإننا نلاحظ أنّ الخطأ النسبي في الحل  )A  مرةًّ الخطأ النسبي في
)عناصر الجملة الخطيّة  )A br r ذا المعنى، فإنّ عدد الحساسيّة� .( )A  يقيس لنا حساسيّة الجملة

  الخطية للتشويشات وهو يمثّل، بناءً على ما سبق، معامل التضخيم الأعظمي للخطأ في الحل.



 مفاهيم أوّليّة في التحليل العددي المصفوفاتي 71

    

  �لعلاقة: تتمثّل Gastinelتتعلّق بحساسيّة مصفوفة مربعّة تعرف �سم مبرهنة  :هامّة خاصّة

{ :det( ) 0}

1
min

( )
E A E

E
A A

 




 

[77] انظر (لنتيجة تبينّ هذه ا Kahan 1966(  أنّ عدد الحساسيّة( )A  يسمح بقياس المسافة
  قلوبة.العن المصفوفات غير  Aالنسبيّة للمصفوفة 

  تبينّ المبرهنة التالية أثر التشويش في حساب مقلوب مصفوفة مربعّة.

)ن لتك  :13مبرهنـة  )nA     وليكن  ،قلوبةمصفوفة  و  ملحقنظيم مصفوفاتيE 

  مصفوفة تحقق

  1 1A E r     

)عندئذٍ تكون المصفوفة  )A E :قلوبة ويحقق مقلو�ا المتراجحتين التاليتين  

  

1
1

21
1 1

( )
1

( )
1

A
A E

r

E A
A E A

r





 

 



  



 

 :الإثبـات

)قلوبة، يمكننا أن نكتب  Aبما أنّ المصفوفة  )A E A I F     حيث
1F A E  . من جهةٍ أخرى، لدينا  

  1 1rF A E    

)ومن ذلك نستنتج أنّ المصفوفة  )I F  وأنّ  )8المبرهنة (قلوبة  

  1 1 / (1 )( ) rI F     

  لدينا أيضاً 

  1 1 1( ) ( )A E I F A       
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  ومن ثمّ 

  1
1( )

1
AA E

r


 


  

  وكذلك، لدينا

  1 1 1 1( ) ( )A E A A E A E           

  ومنه نستنتج أنّ 

  
1 1 11

21

( ) ( )

1

A E A A EEA

E A
r

  



    






  

    وبذا يتم الإثبات.
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  رينمسائل وتما 5.

  ليكن 1.5.
  1 2(1,2, 1) , (1,1, 3)T Tu u    

1بحيث تكون الجملة  3uشعاعين متعامدين. عينّ شعاعاً �لثاً  2 3{ , , }u u u  أساساً للفضاء
3.ًاستنتج من ذلك أساساً متعامداً نظاميا .  

nwليكن  ..52    2حيث 1w w w  نعرّف المصفوفة المربعّة .( )nA    

  �لعلاقة

  2A I w w    
  .وواحديةّ هرميتيّةهي مصفوفة  Aأثبت أنّ المصفوفة 

  المصفوفتين احسب القيم الذاتيّة والأشعّة الذاتيّة لكلٍّ من 3.5.

  1 4 1 1
,

1 1 1 3

               
  

)لتكن  ..54 )nU    .ّمصفوفة واحدية  

( )a  بينّ أنهّ أ�ً كان الشعاعx  من الفضاءn  ّ2فإن 2U x x.  
( )b  ّأثبت أن  

  ( , ) , , ,n nx y U x U y x y            

  .nبين الأشعّة في الفضاء تحافظ على الزوا�  التحويلات الواحديةّتبينّ هذه العلاقة أنّ 
( )c  1بينّ أنّ لجميع القيم الذاتيّة لمصفوفة واحديةّ طويلة تساوي.  

)لتكن  .5.5 )nA     ّمصفوفة هرميتيّة. بينّ أنA  تكون مصفوفة معرّفة موجبة إذا وفقط إذا

  كانت جميع قيمها الذاتيّة حقيقيّة وموجبة تماماً.
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0ليكن الشعاع  .6.5 ny   المصفوفة، نعرّفTA y y .  

(i  ّ0بينّ أن   1هي قيمة ذاتيّة درجة مضاعفتهاn .  
(ii  الذاتيّة الوحيدة غير المعدومة لهذه المصفوفة؟ القيمةما هي  

)لتكن  .7.5 )nA     مصفوفة مربعّة وقلوبة، وليكن  الفضاءنظيماً شعاعياً فيn.  

  نعرّف

  , n
Ax A x x     

  .nنظيمٌ شعاعي في الفضاء  Aأنّ  بينّ 

  برهن أنّ  8.5.

  
1/

11

, lim max

pn
pn

i i
p i ni

x x x
  

        
  

xهذا استخدام الرمز  غسوّ ي  .للدلالة على المقدار في الطرف اليميني من العلاقة  

  فإنّ  برهن أنهّ أ�ً كان النظيم المصفوفاتي  .9.5

  1

( ) 1

( ) 1 /

a I

b A A




  

)لتكن  .10.5 )nA   . :عينّ القيم والأشعّة الذاتيّة للمصفوفات في كلٍّ من الحالات التالية  

(i A I  حيث .عدد �بت  

(ii 1A  ّإذا افترضنا أنA .مصفوفة قلوبة  

(iii mA ( 2)m .  

  .Aبدلالة القيم والأشعّة الذاتيّة للمصفوفة 
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)لتكن  11.5 )nA   .  

( )a   ًكانت المصفوفة الواحديةّ بينّ أنهّ أ�U  ّفإن  

  F F FA U U A A     

( )b  إذا كانتA  ّمصفوفة هرميتية أثبت أن  

  2 2
1F nA       

,1حيث  , n  هي القيم الذاتيّة للمصفوفة A، وبينّ صحّة المتراجحة المزدوجة:  

  2
1

F FA A A
n

   

  مصفوفة متعامدة فإنّ  Qبرهن أنهّ إذا كانت  .12.5

2 2, ( ) ( )nA Q A A       

  برهن أنّ  13.5.

 2 2 2( ) max ( ), ( )A B A B      

  .متناظر�ن ومعرفتان موجبتانمصفوفتان  Bو  Aحيث 

)لتكن  .14.5 )nA    ّبرهن أن .،  

  2
2 2( ) ( )TA A A       

  فإنّ  Bمصفوفة قلوبة. برهن أنهّ أ�ً كانت المصفوفة المربعّة  Aلتكن  .15.5

 2 22( )AB I A BA I      

  تتحقق عندها المساواة. Bمصفوفات مربعّة  ناكه وبرهن أنّ 
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  نالتكن المصفوفت 16.5.
8

6 14

1 0 10 0
,

0 10 0 10
A A



 

  
       
     

  

  نضع

  ( ) ( )A x A A x x        

)2احسب  أولاً: )A 2بة وعينّ قيمة النس

2

A

A

.  

2عينّ قيمة الخطأ النسبي في الحل  �نيـاً:

2

x
x
.  

2قارن ذلك مع المقدار 
2

2
( ) AA

A

 .  

6لتكن المصفوفة  �لثـاً:

1 0

0 10
D

 
   
  

.  

  عينّ المصفوفتينD A  وD A   2واحسب قيمة( )D A .  

  2قارن النسبة

2

x
x
  2مع المقدار

2
2

( ) D AD A
D A

   


. 

  استنتاجك؟ ما

    
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  الفصل الثالث
  الطرائق المباشرة في حلّ جمَُل المعـادلات الخطَيـّة

 طريقة غاوص § 1.

 طريقة شولسكي § 2.

  QRهاوسهولدر وتفريق طريقة  § 3.
 الصغرى في حل جمل المعادلات الخطيّة التربيعاتطريقة  4. §

 مسائل وتمارين § 5.

  لتكن جملة المعادلات الخطيّة

  
11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

            




   


  (1)  

  ، على الترتيب، �لكتابةة معطاة. نرمز إلى هذه المعادلاتهي أعدادٌ حقيقيّ  ija ،jbحيث الأمثال 
  1, , nE E  

,1نبحث عن الحل المشترك  , nx x لات. في أغلب الأحيان نستخدم الكتابة المصفوفاتيّة لهذه المعاد
  في التعبير عن جملة المعادلات

  A x b   (2)  

)detتقبل حلاً وحيداً إذا وفقط إذا كان  (2)نعلم أنّ جملة المعادلات  ) 0A .  الطرائق يقوم مبدأ
Mبحيث تكون المصفوفة  Mالتي سنعرضها في هذا الفصل على تعيين مصفوفة مربعّة قلوبة  A 

  . ومن ثمّ نقوم بحلّ جملة المعادلات الخطيّة المكـافئة:)أو مثلّثية من الأسفل(مثلّثية من الأعلى 

  M A x M b     
  بطريقة التعويض.
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  يشكّل هذا المبدأ أساس الطرائق التاليـة:

  طريقة غاوصGauss )في حالة مصفوفات عامّة(، 

  طريقة شولسكيCholeski ) متناظرة معرّفة موجبةفي حالة مصفوفات(، 

  طريقة هاوسهولدرHouseholder ) تحويلات الإرجاع إلى الشكل المثلثي �ستخدام
 .)متعامدة

  وصطريقة غا 1.

)detولنفترض أنّ  (1)لتكن لدينا جملة المعادلات  ) 0A  11. إذا كان 0a  ّفإنه ،
لى، من المعادلات الثانية، الثالثة،...، إلى الأخيرة �ستعمال المعادلة الأو  1xمن الممكن حذف ا�هول 

  كما يلي:

1  نضع
1

11
, 2, ,i

i
a

m i n
a

    

  التحويل التـالي iEونجري على المعادلة 
  1 1i i iE E m E    

  وبنتيجة هذا التحويل نحصل على جملة المعادلات المكافئة التالية

  

(1) (1) (1) (1)
1 211 12 1 1

(1) (1) (1)
222 2 2

(1) (1) (1)
22

nn

nn

nn n nn

a x a x a x b

a x a x b

a x a x b

   

  

  




  



  (3)  

  حيث

  
(1) (1)

1 1 11
(1) (1)

1 1 11

,
2, ,

,

j ij ij i jj

i i i

a a a a m a
i n

b b b b m b

       

  

  إلى شعاع الطرف الثاني في هذه الجملة. b(1)و بـ  (3)إلى مصفوفة الجملة  A(1)نرمز بـ 

11في الحالة التي يكون فيها  0a  1، نبدّل المعادلةE  ٍبمعادلةiE  1يكون فيها 0ia  
)detوهذا ممكنٌ على الدوام لأننّا افترضنا  ) 0A .  
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  فإننا نلاحظ أنّ المعادلات (3)الآن، إذا نظر� إلى جملة المعادلات 

2, , nE E  
,2تشكّل بدورها جملة معادلات خطيّة ��اهيل  , nx xجزئيّة مرتبتها -. فهي جملة( 1)n .  

  من المعادلات 2xنستطيع أن نطبّق عليها المعالجة السابقة ذا�ا ونحذف بذلك ا�هول 

3, , nE E  
(1)�لعدد  (3)من جملة المعادلات  2Eمن الناحية العمليّة نضرب المعادلة  (1)

2 2 22/i im a a 
iE (3ونطرحها من المعادلة  )i n  ُمَل الخطيّة المتكافئة. بتكرار هذه المعالجة نحصل على الج  

  (1) (1) (2) (2) ( 1) ( 1)( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n nA b A b A b A b R c       

  إلى حل الجملة المثلثيّة التالية: (1)ويؤول حلّ الجملة الخطيّة 

  
11 1 12 2 1 1

22 2 2 2

n n

n n

nn n n

r x r x r x c

r x r x c

r x c

   
  





  

  (4)  

  كما يلي"بطريقة التعويض"   ةوالتي نستطيع حلّها بسهول

  
1

/

( ) / ( 1),( 2), , 1

n n nn
n

i i ij j ii
j i

x c r

x c r x r i n n
 

      
 

  (5)  

  تحويل غاوص 1.1.

)1ليكن  , , )T n
nc c c    0بحيث تكون المركّبةkc نعرّف الشعاع .  

  1
( )

0

, , 1k i

n

k n i

k

c
k i n

c


                          





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  نضع

  ( )

1

1

1

1

1

k T
k n k

k

n

M I e


 
 
 
 
 
        
 
 
   



 

  

  عندها، نجد أنّ 

  

1

0

0

k
k

c

c
M c

 
 
 
 
 
    
 
 
 
 
  





  

)يسمّى الشعاع و ما يسمّى بتحويل غاوص،  kMالمصفوفة  تعرّف )k .شعاع غاوص  

  لتكن المصفوفة مثـال:
1 4 7

2 5 8

3 6 10

A

 
 
   
 
  

  

  لدينا هنا

1 1

1 0 0 1 4 7

2 1 0 0 3 6

3 0 1 0 6 11

M M A

   
   
           
           

  

  وكذلك

 2 2 1

1 0 0 1 4 7

0 1 0 0 3 6

0 2 1 0 0 1

M M M A

   
   
          
         
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  خوارزميّة غاوص 2.1.

A، نستعمل طريقة حذف ا�اهيل في حل جملة معادلات خطيّة العامّةلة في الحا x b  
 قلوبة. هذا ما يعرف �سم خوارزميّة غاوص وهي كالآتي: Aمصفوفتها 

 

, 1

, ,

, , , , ,

Algorithm   Gauss (Input: ;Output : );

Begin

step 1 : put

step 2 : for to do

Begin

find

permute lines and ;

for 1 to do

for to 1 do

[ , ] ( );

{ , , } so that

max ;

/

n n

k j k
j k

i j i j i k k k k j

B A b

k n

B B

B

k

A,b x

= 1 n - 1

k

i k n

k

B

n

B B B

j





 







 
 

 









 

 , 1 ,1
,

, 1 ,

End;

step 3 : "Solve the obtained triangular system "

Begin

/ ;

for 1 downto 1 do

End;

End.{Gauss}

1 n
i i n i j jj i

i

n

i

n n n nx B B

n

x B

i

B x
B   


 





    

  :ملاحظة

عن المرتكز القطري  استراتيجيّة البحث الجزئيسابقة تمثّل المرحلة الثانية من خوارزميّة غاوص ال
Pivot من بين العناصر الواقعة تحت  )أكبر العناصر �لقيمة المطلقة(، أي البحث عن أفضل عنصر

  القطر في العمود الذي يجري فيه الحذف.
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  لتكن الجملة الخطيّة: مثـال

  
1

2

3

3 1 6 2

2 1 3 7

1 1 1 4

x

x

x

                                             

  

  صل علىبتطبيق الخوارزميّة السابقة نح

3 1 6 2 3 1 6 23 1 6 2

2 1 3 7 2/3 1/3 1 17/3 1/3 2/3 1 10/3

1 1 1 4 1/3 2/3 1 10/3 2/3 1/2 1/2 4

    
    
    

       
    
                

 

  
  ومن ثمّ تؤول جملة المعادلات إلى الجملة المكافئة

  
1

2

3

3 1 6 2

0 2 / 3 1 10 / 3

0 0 1 / 2 4

x

x

x

     
     
            
               

  

  ومنه

  

 

3

2 3

1 2 3

8,

3 10
7,

2 3
1

2 6 19
3

x

x x

x x x

 
      

   

  

  أيْ أنّ: 3و  2مصفوفة التبديل للسطرين  Pمن جهةٍ �نية، إذا كانت 

  
1 0 0 3 1 6

0 0 1 , 1 1 1

0 1 0 2 1 3

P P A

   
   
        
   
      

  

Pفإننا نلاحظ هنا تطابقاً بين المصفوفة  A  والجداءL R حيث  

  
1 3 1 6

1 / 3 1 , 2 / 3 1

2 / 3 1 / 2 1 1 / 2

L R

   
   
        
         
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  LRالتفريق  3.1.

)نقول عن مصفوفة  تعريف: )nA   تفريقاً تقبل  إّ�اLR )Right-Left( إذا وفقط إذا 

)أمكن إيجاد مصفوفة مثلثيّة من الأسفل  )ijL    1فيها( 1)ii i n   ومصفوفة
)مثلثيّة من الأعلى  )ijR r :بحيث يكون  

  A L R   
  ضّح المبرهنات التالية الخواص المتعلّقة �ذا التفريق.تو 

 1: مبرهنـة

)لتكن  )nA    مصفوفة مربعّة وقلوبة. إنّ تطبيق خوارزميّة غاوص في حل جملة

Aالمعادلات الخطيّة  x b   تسمح �يجاد تفريقLR  للمصفوفةP A:  

  P A L R    (6)  

  مصفوفتان مثلثيّتان من الشكل: Rو  Lهي مصفوفة تبديل،  Pحيث 

  
11 12 1

21 22 2

1 , 1

1

1
,

1

n

n

n n n nn

r r r

r r
L R

r

                               


 
    
  

 

  الإثبـات:

جميع التباديل الضروريةّ لترتيب معادلات الجملة الخطيّة بحيث لا نحتاج  مسبقاً ض أننّا أجرينا لنفتر 
  عند إجراء عمليّة حذف ا�اهيل إلى أي تبديل. عندئذٍ، �ستخدام تحويلات غاوص

  
21

31 321 2

1 2

1 1

1 0 1

0 1 0 1, ,

0 0 1 0 0 1n n

m

m mM M

m m

                                         


       

 
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  :نستطيع التعبير عن مراحل الحذف في خوارزميّة غاوص كما يلي

  (1) (1) (2) ( 2) ( 1)
1 2 1, , , n n

nM A A M A A M A A R 
     

  ومن ثمّ يكون
1 2 1

1
1 2 1

( )

( )

n n

n n

M M M A R

A M M M R

 


 

    

    






  

  هي (6)في العلاقة  Lبقي أن نبرهن أنّ المصفوفة 

  1
1 2 1( )n nM M M 
     

1M ،2M... ، ،1nMنطبّق تحويلات الحذف    على المصفوفةL  فتحذف بذلك العناصر تحت
  القطر ونحصل على المصفوفة المطابقة، أي أنّ 

  1 2 1( )n nM M M L I        

    وهو المطلوب.

)لتكن   :2 مبرهنـة )nA  . نعرّف المصفوفات المربعّة  
  1 ,( )k ij i j ka     

  إذا تحققت الشروط  :أوّلاً 
  det( ) 0, 1 1k k n      

  .LRتقبل تفريقاً  Aفإنّ المصفوفة 
  فإنّ هذا التفريق يكون وحيداً. LRقلوبة وكانت تقبل تفريقاً  Aإذا كانت المصفوفة   :�نيـاً 

  الإثبـات:

11إذا كان  :أولاً  0a   1فإنّ تحويل غاوصM .ًلنبرهن الآن أنهّ إذا كانت تحويلات  يكون معرّفا
  :غاوص

  1 1, , kM M   

  يكون معرّفاً أيضاً. kMمعرّفة فإنّ تحويل غاوص 
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  لدينا

  

( 1)
11

( 1)
( 1)

1 1

k

k
k kk

k

a

aA M M A








                           

  
  


 

 
 

  

  عندئذٍ، يكون

  ( 1) ( 1)
11det( ) 0k k

k kka a     

)ومنه نستنتج أنّ  1) 0k
kka   ومن ثمّ يكون تحويل غاوص .kM  معرّفاً أً� كان

1 1k n  .  

  هما: LRتقبل تفريقين  Aترض أنّ المصفوفة القلوبة نف :�نيـاً 
  1 1 2 2,A L R A L R     

1عندها يكون �لضرورة  1
2 1 2 1L L R R    1. المصفوفة

2 1L L   مثلّثيّة من الأسفل
1عناصر قطرها الرئيس 

2 1( ) 1kkL L   1، في حين أنّ المصفوفة
2 1R R  مثلّثيّة من

  الأعلى. من ذلك نستنتج أنّ 

  1 1
2 1 2 1 nL L R R I      

  و�لتالي يكون
  1 2 1 2,L L R R   

    وبذا يتمّ المطلوب

  ملاحظـات
  ًتوجد مصفوفات قلوبة لا تقبل تفريقاLR، منها على سبيل المثال، المصفوفة:  

  0 1

1 0
A

     
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  تتوضّح فائدة وجود تفريقLR  لمصفوفةA  عندما تطرح مسألة حل عدّة جمُلٍ خطيّة لها المصفوفة
A ة، يبينُّ التكافؤ التاليذا�ا: في هذه الحال  

  A L R L y b
A x b

R x y
        

  

  ومن ثمّ حلّ جملة المعادلتين: Aللمصفوفة  LRيجاد تفريق أنهّ يكفي إ

  ,L y b R x y     

  .bلكلّ قيمةٍ معطاة لشعاع الطرف الثاني 

  يسمح التفريقP A L R    بحساب محَُدّد المصفوفة المربعّةA  ّوذلك لأن  

  det( ) det( ) det( ) det( )P A L R    
)detوبما أنّ  ) ( 1)P    حيث  يّة غاوص أثناء تنفيذ خوارزم في المطبّقة المناقلاتهو عدد

  في حذف ا�اهيل، ومن ثمّ يكون
  11det( ) ( 1) nnA r r      

  يمكن حساب كلفة تطبيق خوارزميّة غاوص في حذف ا�اهيل والإرجاع إلى الشكل المثلّثي كما
  يلي:

  إلى: )A(1)إلى  Aالانتقال من  ( 1Mنحتـاج تطبيق تحويل غاوص على العمود الأول 
( 1)n  2  ،  عمليّة قسمة( 1)n  عمليّة ضرب وجمع  

  يتطلّب: 2Mوكذلك الأمر، فإنّ تطبيق تحويل غاوص 
2n  2  ،    عمليّة قسمة( 2)n  عمليّة ضرب وجمع  

معطاة  )LRأو كلفة التفريق (وهكذا، تكون الكلفة الإجماليّة لتطبيق خوارزميّة غاوص في الحذف 
  ��موع:

  
3

2 2 2 2 ( 1)(2 1)
( 1) ( 2) 2 1

6 3
n n n n

n n operations
 

         

  ، أي:)يّة جمععمليّة ضرب وعمل(عمليّة مركّبة  operationحيث تمثّل الواحدة 

  operation multiplication addition   
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يتطلّب  b(1)إلى  bو�لنسبة لتطبيق تحويلات غاوص على الطرف الثاني، فإنّ الانتقال من 
( 1)n   عمليّة مركّبة، ومن ثمّ، فإننا نحصل على شعاع الطرف الثانيc  بكلفة تقديرية

  تساوي:
2( 1) 2 1 / 2n n operations      

يتطلّب  -حل جملة المعادلات لإيجاد- (5)وعلى نحوٍ مشابه، فإنّ تطبيق طريقة التعويض 
2 / 2n .عمليّة مركّبة  

  إذا كانت مصفوفة مربعّةA  يقاً تقبل تفرLR ّيمكن النظر إلى عمليّة تعيين هذا التفريق ، فإنه
  مجهول: 2nمعادلة بـ  2nكعمليّة حلّ 

  { : , : }ik ikk i r k i   

  وهذه المعادلات هي

  
min( , )

1

, 1 ,
i k

ik ij jk
j

a r i j n


      

  حيث
{ 1, 1 }ii i n    

في تعيين المصفوفتين  Banachiewiczطريقة كذلك و  Croutطريقة وهذا أساس ما يعرف �سم 
L  وR.  

 طريقة Crout:  عمود وفق الترتيب الموضّح �لشكل التـالي:-المسح سطرأسلوب وتستخدم  

 1

2

3

4

5

7

6 9
8

1110  

)نعينّ وفق هذه الطريقة عناصر التفريق  )ki k i  و ik k i
r


  كالآتي:  
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1

1 1 1 1
1

1
1

1 1 1
111

2

2 2 2 2 21 1
1

, 1

, 2

, 2

k j jk k k
j

i
i ij j i

j

k j jk k k k
j

a r r a k n

a
a r i n

r

a r r a r k n







      

      

        









 

 

 

  

  :Croutخوارزميّة وهذا يقود� إلى صياغة 

  

 

 

1
1

1
1

Algorithm    Crout (Input:  ; Output: ,  );

for 1 to  do

Begin

for  to  do

for 1 to  do

Crout

Begin

1

End;

End;  

i
ik ik ij jkj

i
ki ki kj jij

ii

A L R

i n

k

r a r

a

k i n

i n r
r







  

 





  







 

  

 طريقة Banachiewicz:  سطر وفق الترتيب الموضّح -المسح سطرأسلوب وتستخدم
  :�لشكل التـالي

 1

2 3

4 5

6 7

8 9

10 11 

  :Banachiewiczخوارزميّة وهذا يقود� إلى صياغة 
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   

 

1
1

1
1

Algorithm    Banachiewicz (Input:  ; Output: ,  ); 

for 1 to  do

Begin

for 1 to 1 do

for  to  do

Banachiewicz

Begin

1

End;

End;  

j
ij ij ik kjk

jj
i

ik ik ij jkj

A L R

i

i a r
r

r

n

j

k n r ai







  

 



 







 



  

 اختيار المرتكز القطري 4.1.

ل في طريقة غاوص، مسألة اختيار معادلة يكون فيها تصادفنا، في بداية عمليّة حذف ا�اهي

1 0ia   المرتكز القطري ؛ نسمّي هذا العنصرPivot  والذي بواسطته نتمكّن من حذف ا�هول

1x  .العددي للحساب  دقّة الناتجاختيار عنصر الارتكاز القطري دوراً هاماً في  ؤدييمن بقيّة المعادلات
  يوضّح المثال الآتي. ا. كمالعائمة�لنقطة 

  لتكن جملة المعادلتين: (Forsyth)مثـال: 

  
4

1 2

1 2

1.00 10 1.00 1.00

1.00 1.00 2.00

x x

x x

    
   

  (7)  

  والتي تقبل حلاً معطى �لعلاقات:

  1 2
1 0.9998

1.000010001 , 0.99989998
0.9999 0.9999

x x      

ذلك مستخدمين نظاماً حاسوبياً تمثّل الأعداد لنطبّق طريقة غاوص في الحذف ولنفترض أننا ننفّذ 
  :لنناقش الحالتين التاليتينفيه �لنقطة العائمة بدقّة ثلاثة أرقام �لنظام العشري. 

4لنأخذ  )1
11 1.00 10a     كمرتكز قطري، عندها يكون  
4

21 21 11
(1) 4 4
22
(1) 4 4
2

/ 1.00 10

1.00 1.00 10 1.00 10

2.00 1.00 10 1.00 10

a a

a

b

  

    

     



  
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  ومن ثمّ يكون
  (1) (1)

2 2 22/ 1.00x b a   
  نحصل على القيمة 1xن �لنسبة لـ ولك

 1 1 12 2 11
4

( ) /

(1.00 1.00 * 1.00) / (1.00 10 ) 0

x b a x a


 

   
  

  التي حصلنا عليها هنا خاطئة تمـاماً. 1xنلاحظ هنا أنّ قيمة 
وتعطي عمليّة  1.00 ، فيصبح عندئذٍ المرتكز القطري(7)الآن، نقوم بتبديل المعادلتين في  )2

  حذف غاوص القيم التـالية:

  

4
21
(1) 4
22
(1) 4
2

1.00 10

1.00 1.00 10 1.00

1.00 2.00 1.00 10 1.00

a

b







 

   

    



  

  ومن جديد، نحصل على
  (1) (1)

2 2 22/ 1.00x b a   
  كما يلي  1xولكن، هذه المرةّ تكون قيمة 

  1 1 12 2 11( ) /

(2.00 1.00 1.00) / 1.00 1.00

x b a x a 
   

  

  تمثّل تقريباً جيّداً للحلّ. 1xوكذلك  2xنلاحظ هنا أنّ قيم كلّ من 

  طريقة شولسكي 2.

  :Aلندرس طريقة غاوص في الحالة الخاصّة التي تكون فيها المصفوفة 
TAمتنـاظرة أيْ  - A،  
0Txمعرّفـة موجبـة أيْ  - A x    0أ�ً كان الشعاع x.  

توضّح المبرهنة التالية، أنهّ لا حاجة، في هذه الحالة، إلى إجراء البحث عن عناصر الارتكاز 
  القطري في خوارزميّة غاوص في حذف ا�اهيل.
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)لتكن  :3 مبرهنـة )nA    عندئذٍ:ومعرّفة موجبة متناظرةمصفوفة .  

Aتفريقاً وحيداً  Aتقبل المصفوفة  أولاً: LR.  
Aيحقّق التفريق  �نياً: LR :الخاصّـة التالية 

  11, diag( , , )T
nnR D L D r r     (8)  

  الإثبـات:
11ينـا هنا لد أولاً: 1 1 0Ta e A e     1حيث (1, 0, , 0)Te   وذلك لكون المصفوفة ،

A  11معرّفة موجبة. ومن ثمّ يمكن اختيار العنصرa   كمرتكز قطري في المرحلة الأولى من طريقة
  غاوص:

  11(1)11
(1)0

TT a aa a
A A

a C C

                
  (9)  

  حيث

 (1) 1
1

11
, 2 ,i

ij ij j
a

c a a i j n
a

     

  أو بشكلٍ مكافئ

 (1)

11

1 TC C a a
a

    

  نفترض أنّ . معرّفة موجبةمتناظرة. لنبرهن أّ�ا أيضاً  C(1)من الواضح أنّ المصفوفة 

  1 \ {0}ny    

(1)حة ت صحّة المتراجاثبإ يلزمنا 0Ty C y   ومن كون  (9). �لاستفادة من الكتابة
  معرّفة موجبة نستطيع أن نكتب Aالمصفوفة 

  1 211
1 11 1 1( , ) 2 0

T
T T Txa a

x y a x x y a y C y
ya C

                   
  

1فإذا وضعنا  11/Tx y a a  في المتراجحة السابقة نجد  
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  (1) 2

11

1
( ) 0T T Ty C y y Cy y a

a
    

و�لتدريج، نجد أنّ المرحلة الثانية وكذلك المراحل الأخرى من طريقة غاوص في حذف ا�اهيل 
  قابلة للتنفيذ دون البحث عن مرتكز قطري جديد.

ة: في الواقع، إذا عرّفنا لمصفوفة قلوب LRهي نتيجة من وحدانيّة التفريق  (8)العلاقة  �نياً:
1ˆ TL R D  :فإننا نحصل على المطابقة التالية  

  ˆ ( )T T T TA A R L L D L       

L̂نستنتج أنّ  LRومن وحدانيّة التفريق  L  ّومن ثمTR D L .   

0أنّ العناصر بما ملاحظـة هـامة:  iir ) المصفوفةA فإنهّ يمكن تعريف المصفوفة)معرّفة موجبة ،  

   1/2
11diag , , nnD r r   

TAومن ثمّ يؤول التفريق  L D L   إلى الشكل  

  1/2 1/2 1/2 1/2( )( ) ( )( )T TA LD D L LD LD   
1/2Bنضع  L D فنحصل على التفريق ،  

  TA B B   (10)  

  . حيثAللمصفوفة تفريق شولسكي والذي يسمّى 

  
11

1

0

n nn

b

B

b b

          

 


  

TAبمقارنة طرفي المطابقة  B B  نجد  

  
2 2 2
1 2

1 1

:
, 1

:
kk k k kk

ik i k ik kk

i k a b b b
k n

i k a b b b b

           




  

  .متناظرة معرّفة موجبةفي تفريق مصفوفة خوارزميّة شولسكي منه نستنتج و 



 الطرائق المباشرة في حلّ جمل المعـادلات الخطيـّة 93

    

 
 

1 2
1

1
1

Algorithm    Choleski (Input:  ; Output: ); 

Choleski

Begin

for 1 to do

Begin

;

for 1 to do /

end;

End.

kj

k
kk kk j

k
ik ik ij kj kkj

k n

b a b

i k n b a b b

B

b

A









 

   





 

مع (فيما يتعلّق بكلفة خوارزميّة شولسكي، فيمكن تقدير عدد العمليّات الحسابيّة الأساسيّة 
  اللازمة كما يلي: )عمليّة جذر تربيعي nإهمال الـ 

  
2 3

1
( 1)

( )
6 6

n
k

n n n
n k k




     

  التي رأيناها سابقاً. LRوهذا يوافق نصف كلفة تعيين التفريق 

  QRهاوسهولدر وتفريق طريقة  3.

Aرأينا في طريقة غاوص كيف أدى ضرب طرفي الجملة الخطيّة  x b   لمصفوفة�

1 2 1nM M M    ويل هذه الجملة إلى الجملة المكافئة إلى تحR x c   حيثR  هي
تحويلات خطية مصفوفة مثلثيّة من الأعلى. في هذه الفقرة، نعرض أسلوً� مشا�اً لذلك �ستخدام 

غاوص على أعمدة . تطبّق هذه التحويلات كما في طريقة تحويلات هاوسهولدرتعرف �سم متعامدة 
1H،2H،،1nHبحيث تردّ إلى مصفوفة مثلثيّة من الأعلى. لتكن  Aمصفوفة الجملة الخطية   

  تحويلات خطية متعامدة بحيث يكون
  1 2 1n nH H H A R     

Aمصفوفة  مثلثيّة من الأعلى. عندها نحصل على التفريق  Rحيث  Q R حيث ،  

 1 2 1
T

n nQ H H H    
  مصفوفة متعامدة.
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Aبوجهٍ عام، نبحث عند حل جملة معادلات خطيّة  x b   عن مصفوفةQ  متعامدة
TQأي ( Q I(  وعن مصفوفة مثلثيّة من الأعلىR  بحيث يكونTQ A R   ٍأو بشكل

  مكافئ

  A Q R   

  ."A للمصفوفة QR تفريق"تسمّى الكتابة الأخيرة 

  انعكاسات هاوسهولدر 1.3.

nuليكن     1 الشرطيحققTu u  نسمّي مصفوفة هاوسهولدر .Householder 
  المصفوفة المعرّفة �لعلاقة: uالموافقة للشعاع 

  2 TH I u u    (11)  
  تمتلك مصفوفات هاوسهولدر الخواص التـالية:

(1 H  هي انعكاس �لنسبة للمستوي{ : 0}TE v u v :  

  
  حيث

     2 , ( )H x x u x u H x x u          
(2 H ،مصفوفة متناظرة  
(3 H :مصفوفة متعامدة  

  ( 2 ) ( 2 )

4 4

T T T T

T T T

H H I uu I uu

I uu uu uu I

  

   
  

.في رد مصفوفة تحويلات هاوسهولدر التالية طريقةً تستخدم  الفقرةنعرض في  ( )m nA    حيث

m n .إلى الشكل المثلّثي  

 

u

Hx

x
E
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 Householder-Businger-Golub هاوسهولدر خوارزميـة ..32

 نبحث عن مصفوفة هاوسهولدر :في المرحلة الأولى  

  1 1 1 1 1 12 , , 1T m T
mH I u u u u u     

  بحيث يكون

  
1

1
0

0

H A

                   




  


  (12)  

1، يكون لدينا Aللعمود الأوّل في المصفوفة  1Aفإذا رمز� ب ـ 1 1 1 1( , 0, , 0)TH A e     
1ويكون أيضاً  1 1 12 2

H A A   1. كما أنّ الشكل الخاص للمصفوفةH  يقتضي أن
  يكون

  1 1 1 1 1 1 1 12 TH A A u u A e      

1نلاحظ هنا أنّ المقدار  1
Tu A  ّهو عددٌ سلميّ. نستنتج من ذلك أن  

  1 1 1 1 1 1,u v v A e       

1من الشرط  يعينّ الثابت  2 1u  1. وبما أننّا نملك حريةّ اختيار إشارة العدد فإننا نختار  

  1 11 1 2sign( )a A     (13)  

لتجنّب عمليّة طرح حسابيّة قد ينجم عنها أخطاء تدوير محسوسة عند حساب قيمة 

1 1 1 1.v A e .  
)1و  jAنرمز بـ  )jH A  للعمود رقمj  من المصفوفةA  1والمصفوفةH A  على الترتيب. عندها
  يكون

  
1 1 1 1 1

1 1

( ) 2

2 /

T T
j j j j j

T

H A A u u A A v A v

v v

       

  (14)  
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  بمساعدة العلاقة التالية: يمكن حساب العدد 

   1 21 1
1 1 1 11 1 1 11 1

1
2 ( )

2 2

T
Tv v

A A a a           (15)  

 نطبّق العمليّة السابقة على المصفوفة الجزئيّة ذات الأبعاد  :في المرحلة الثانية( 1) ( 1)m n   
1Hوالتي نحصل عليها بحذف السطر الأول والعمود الأول من المصفوفة  A ٍذا نحصل على شعاع� .

1
2

mu    2ومصفوفة هاوسهولدر 1 2 22 T
mH I u u .  

2نضع  2(0, )Tu u  �2لمصفوفة  (12)ونضرب طرفي المساواة 2 22 T
mH I u u   فنحصل

  على:

  

1 1

2 1 2
2

1

2

0 0

0 0

0

0 0

0 0

H H A H
C H C

                                     
                       

 

 

 



   


 

  صل على مصفوفة مثلثيّة من الأعلى:بمتابعة هذه التحويلات على الأعمدة نح

  

11 1

2 1 0 0

0 0

T

n

nn
n

Q

r r

r
H H H A R

                       


 

 
 


  

1مع  Aللمصفوفة  QRوهذا يعطينا تفريق  2 nQ H H H  .يمكن صياغة خوارزميّة تفريق 

Householder  تيلآاعلى النحو:  
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 1 2

2

2 2

1 2 1
1

2

Algorithm Householder (Input: ; Output : , );

Begin

; [ , , ,

;

for 1 to do

begin

= [ , , ];

if 0 then

begin

if [1] 0 then else ;

[0, , 0, , , , ];

[ ] [ ] ;

/ ;

2

n

m

k

m k
k

m

A Q R

R A R R R R

Qt I

k n

v R k m

v

v v v

u v v v

u k u k

u u u

H I

 


 





     


 


 





 

;

;

end;

end;

; diag[ ( ),1 ];

;

End;

T

T
ii

u u

Qt H Qt

R H R

Q Qt S sign R i n

Q Q S

R S R


 
 

   
 
 

  

  كلفة التفريقQR:  1في المرحلة الأولى، نقوم بحساب  وهذا يتطلّب تقريباً  (15)من العلاقة
m  1عمليّة حسابيّة، وأمّا حساب المقدار 12 / Tv v  فهو مهمل وفيما يتعلّق  (15)عن طريق العلاقة

بحساب الأشعّة  1 2, ,
( )j j n
H A

 
فإنّ ذلك يتطلّب تقريباً  (14)�ستخدام العلاقة  

2( 1)n m  2قريباً عمليّة حسابيّة. �لمحصّلة، تتطلّب هذه المرحلة تm n  .عمليّة حسابيّة
  يتطلّب: Aللمصفوفة  QRومن ثمّ فإنّ الحصول على التفريق 

  
2 2 3

2

2( ( 1) 1) 2 / 3 ( )

2 ( ( 1) 1) ( )

n n n operations m n

m n n mn operations m n

    

   

 

  
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  :مثال

  للمصفوفة QRلنطبق خوارزميّة هاوسهولدر في تعيين التفريق 

  

9 27 99 198

15 35 107 2001
3 61 29 2218
3 61 115 4

A

                         

  

 تحويل هاوسهولدر الأوّل: �لحساب نجد 

  1

3 1 5 1 1
2 2 6 6 6
5 5 225 29 5 5

3 36 3 6 54 54 54
1 1 1 10 41 1 5 53 1

3 36 54 24 546 3
10 201 5 1 531
3 36 54 54 546 3

1,

1 2 3 4

0 15
, ,

0 2

0 1

u H R

 

                                                              

        

  

 تحويل هاوسهولدر الثاني: �لحساب نجد 

  2

2 1 2 2
3 3 3 3

2 2 21 2 2 1
3 3 36
2 1 21
3 3 36

5,

0 1 0 0 0 1 2 3 4
0 0 5 6 7

, ,
0 0 8 90

0 0 0 100

u H R

 

                                                      

  

  وبذلك نكون قد حصلنا على تفريقQR  للمصفوفةA :عناصره  

   

1 1 1 1
2 2 2 2

7 75 1
6 18 18 18

2 1 1 11 13 5
6 18 18 18
1 11 5 13
6 18 18 18

1 2 3 4

0 5 6 7
,

0 0 8 9

0 0 0 10

T
Q H H R

                                           
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  الصغرى في حل جمل المعادلات الخطيّة التربيعاتطريقة  4.

  لتكن جملة المعادلات الخطيّة

  
11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

                     




    


  (16)  

nحيث  mتكتب هذه الجملة مصفوفاتياً �لشكل .  

  ,, ( ), ,n m
m nA x b A x b         

حلولاً. تكمن الفكرة في طرح هذه المسألة في البحث  (16)بوجهٍ عام، لا تملك جملة المعادلات 
  يحقق الخاصّة التالية: xعن شعاعٍ 

  2 2min
ny

A x b A y b


    


  (17)  

مجموع مربعّات  (" على اختيار النظيم الاقليدي لقياس خطأ التقريب الصغرىالتربيعات يدلّ اسم "
  .)الأخطاء

,لتكن  :4مبرهنـة  ( )m nA   حيث ،n m  وليكنmb   يكون الشعاع .
nx    كان   إذا وفقط إذا (17)حلاً للمسألةx حلاً لجملة المعادلات الخطيّة  

  T TA A x A b   (18)  

nzإذا كان  :الإثبـات    و    ّفإن:  

  2 2 22
2 22( ) 2 ( )T TA x z b Ax b z A Ax b Az            

  إذا كان الشعاع  ط:لزوم الشر( )Tz A Ax b   غير معدوم فإنّ المقدار 

  2 22 2
2 22 ( ) 2T T Tz A Ax b Az z z Az                

 صغيرةً �لقدر الكافي وعندها يكون يكون ذا إشارة سالبة عندما تكون قيمة الوسيط 
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  2 2( )Ax b A x z b     

  .(17)حلاً للمسألة  xوهذا يتعارض مع افتراض 

 :إذا كان  كفاية الشرطx  فإنّ  (18)يحقق الشرط 

  2 2 22
2 22, ( )nz A x z b Ax b Az         

  ومن ثمّ يكون

  2 2,ny A x b A y b        

    وهو المطلوب. (17)لٌ للمسألة ح xأي أنّ 

  لمسألة التربيعات الصغرى التمثيل الهندسي 1.4.

}تشكّل ا�موعة  : }nE Ay y    فضاءً شعاعياً جزئياً من الفضاءm إذا كان .
mb    ّالشعاع  شعاعاً اختيار�ً، فإنnx    كان إذا وفقط إذا   (17)يكون حلاً للمسألة

zالعنصر  Ax  هو المسقط العمودي للشعاعb  على الفضاءE.  

  
 .Eعلى الفضاء الجزئي  bاط العمودي للشعاع الإسق

  وهذا يعني أنّ 

  , ( )ny A x b A y       

)نستنتج من ذلك أنّ  ) 0TA Ax b  4المبرهنة . و�ذا نكون قد أثبتنا مرةّ أخرى.  

 

b

z Ax
0

E

m
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  :اتملاحظـ
  للشعاع المسقط العمودي على الأقل، وذلك لأنّ حلاً  دوماً  (18)تمتلك جملة المعادلاتb  على

  موجودٌ دائماً. Eالفضاء 

TAمن جهةٍ �نية، المصفوفة  A  2 شبه معرّفة موجبةو متناظرة
2( 0)T Tx A Ax Ax  

  ، أيْ:مستقلّة خطياً  A أشعّة الأعمدة في المصفوفةإذا كانت معرّفة موجبة  وتكون

  0, 0x A x     
. ولكن غالباً، ما (18)وفي هذه الحالة، يمكننا استخدام خوارزميّة شولسكي لحل جملة المعادلات 

  .(18)دون استعمال المعادلات  (17)اد الحلّ مباشرةً من المسألة يجإيجري 

  نبحث عن مصفوفة متعامدة  (17)لحلّ مسألة التربيعات الصغرى( )mQ   بحيث يكون  

  ( )
0

T R c
Q Ax b x

c

                 
  

)حيث  )nR    مصفوفة مثلثيّة من الأعلى، ويمثّل الشعاع( , )Tc c  تجزئةً للشعاعTQ b 

ncحيث    ،m nc   قليدي افظ على النظيم الا. وبما أنّ التحويلات المتعامدة تح
  نايكون لدي

  
22 2 2

2 222( )TAx b Q Ax b Rx c c        (19)  

  :يؤول إلى حل الجملة الخطيّة (17)يجاد حلٍ للمسألة إومن ثمّ، فإنّ 

  R x c   
  في الحالة التي تكون فيها أعمدة المصفوفةA " ًبطة خطيّاً، فإنهّ يستحسن حلّ المسألة مرت "تقريبـا

 مباشرةً. فعلى سبيل المثال: (18)بدلاً من حلّ المعادلات  �QRستخدام التفريق  (17)

  
1 1 1

0 , 0

0 0

A b

                          
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2 يحقق هو عددٌ صغيرٌ  حيث  eps   المقدارو eps  ّدقةّ الآلة التي نجري فيها الحسا�ت ل يمث
  العددية �لنقطة العائمة.

  نحصل على )دون تقريب عددي(�جراء حسا�ت �مّة 

  
2

2

1 1 1
,

11 1
T TA A A b

                  
  

  هذه الحالة القيم في (18)ويعطى حلّ المعادلات 

  2
1 2 2

1 1
( )

22
x x O    

 
  

TAمن المصفوفة  2نلاحظ هنا أنّ إجراء الحسا�ت العددية �لنقطة العائمة يخفي الحدّ  A  وبذلك
  .(18)تصبح غير قلوبة، ولا يكون هناك �لنتيجة حلٌ للمعادلات 

  :يعطي النتائج التالية )�2همال الحدّ (�Householderلمقابل، فإنّ تطبيق خوارزميّة 

  1

1

1,

(2, , 0) ,Tv

  

  
  

  وفي النهاية نحصل على

  
1 1 1

0 2 , / 2

0 0 / 2

TR Q b

                              

  

  يعطي حل الجملة

  1

2

1 1 1

0 2 / 2

x

x

                       
  

  لنظري للمسألة.تقريباً جيّداً للحل ا
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  تطبيق: معالجة معطيات �بعية بطريقة التربيعات الصغرى 2.4.

لتكن  ( , ) : 1i ix y i m   2معطيات �بعية عددهاm   وليكن
( )E C I  ًشعاعياً جزئياً بعده  فضاءm n قيقية مستمرة على مجالٍ ومكوً� من توابع ح

I    1يحوي النقاط المختلفة{ , , }mx x.  

}1ليكن  , , }n   أساساً للفضاءE ٍنبحث في هذا التطبيق عن �بع .f E  من
  الشكل:

  
1 1( ) ( ) ( )n nf x c x c x      

  يجعل المقدار

   21
1

( , , ) ( )
m

n i i
i

c c f x y


    

  أصغر ما يمكن. لمعالجة هذه المسألة نلاحظ أنّ 

  
1 1 1 1 1

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n

m m n m n

f x x x c

f x x x c

                                            


    


  

  فإذا وضعنا

1 1 1 1 1

1

( ) ( )

, ,

( ) ( )

n

m n m n m

x x c y

A x b

x x c y

                                                  


    


  

  نستطيع أن نكتب المقدار السابق �لشكل:

  2
1 2

( , , )nc c Ax b    

سألة تربيعات صغرى نحلّها �لبحث عن حل جملة المعادلات من ذلك يتبين أن المسألة هي م
T TA Ax A b نلاحظ هنا أن مصفوفة .TA A  متناظرة وتكون معرّفة موجبة إذا كانت أعمدة

 اً.مستقلة خطياً وفي هذه الحالة يكون للمسألة حلاً وحيد Aالمصفوفة 
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  معطياتٍ تجريبيّة  -�لقدر الممكن  -في مسألة البحث عن �بعٍ يستوفي  :مثال

  {( , ) :1 }i ix y i m   

]حيث  , ]ix a b :مختلفة مثنىً مثنى، نرغب في تعيين �بعٍ كثير الحدود  

  0 1, ( ) ( )n
n n np p x a a x a x n m        

  بحيث تكون قيمة المقدار

  2
0

1

( , , ) ( ( ) )
m

n n i i
i

a a p x y


    

  ليكن أصغر ما يمكن.

  2{1, , , , }nx x x  

  يكون: ئذٍ ، عندnفي الفضاء  الأساس القانوني

  

2
1 1 1 0 1

2
1 22 2 2

2

1

1
, ,

1

n

n

n n mm m m

x x x a y

a yx x x
A x b

a yx x x

                                                         




     



  

TAمستقلة خطياً ومن ثمّ تكون المصفوفة  Aنلاحظ أنّ أعمدة المصفوفة  A  متناظرة ومعرّفة
  موجبة ويكون للجملة الخطيّة

  T TA Ax A b  
  حلاً وحيداً.

  :فعلى سبيل المثال، في حالة المعطيات التابعيّة المشوّشة

  
1 0 1 2 3

, ( 5)
0.123 1.00 0.906 0.821 1.06

i

i

x
m

y


  

  الموافقة للتابع
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  2( ) / (1 2 )xf x e x   

3nنجد في حالة   :الحل الوحيد لمسألة التربيعات الصغرى  

  2 3
3( ) 0.961846 0.307872 0.4141 0.107708p x x x x   

  في الشكل التالي: fوالذي نمثلّه بيانياً مع المعطيات والتابع 
  

  

  

1.2

3p

310 21

0.2

f
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  مسائل وتمارين 5.

Aلتكن  .1.5 x b   ّة معرّفة كما يليجملة معادلات خطي  

  
0.780 0.563 0.217

,
0.913 0.659 0.254

A b
                

  

,1)تقبل هذه الجملة الحل  1)Tx  ليكن . 

1 2(0.999, 1.001), (0.341, 0.087)x x    

)�نهّ الشعاع  xالشعاع "راسب"  لهذه الجملة. نعرّف حلّين تقريبيّين )r x b A x  .  
)1كلاً من احسب    أولاً: )r x  2و( )r x؟. ما تعليقك على النتيجة  
  بينّ أنّ   �نيـاً:

  1 659000 563000

913000 780000
A

       
  

)وأوجد قيمة  )A.  

)لتكن  .52. )nA    ًمصفوفة تقبل تفريقاLR  1حيثij   ًّكان أ� 

1 j i n   نرمز بـ .T
ia  وT

ir  إلى الأسطر رقمi  من المصفوفةA  والمصفوفةR 
  الترتيب. برهن أنّ على 

  
1

1

i
T T T
i i ik k

k

r a r



     

12nR  واستنتج أنّ  A
  .  

Rمصفوفتين مربعّتين. نعرّف المصفوفة  Cو  Aلتكن  .53. I CA  ّ1. نفترض أنR  
  هو نظيمٌ مصفوفاتي ملحق. حيث 

  قلوبتان وأنّ  Cو  Aبرهن أنّ المصفوفتين   أولاً:

  
1

1
R A C R

A C C R

 
 

 
  



 الطرائق المباشرة في حلّ جمل المعـادلات الخطيـّة 107

    

Aحلاً تقريبياً لجملة المعادلات  x̂ليكن   �نيـاً: x b  نعرّف .ˆr b A x   .أثبت صحّة 
  :المتراجحة التالية

  ˆ
1

C r
x x

R


 


  

)لتكن  .54. )nA   مصفوفة قلوبة. نعرّف التحليل  

  A M N   
  نظيماً مصفوفاتياً ملحقاً بحيث تتحقق المتراجحة التالية: مصفوفة قلوبة. وليكن  Mحيث 

  
1

1

2
N

A
  

)1برهن أنّ  ) 1M N .  

  نعرّف مصفوفات هلبرت التالية: 5.5.

  
1 ,

1
, {3,6,9,12,15}

1 i j n
A n

i j  

      
  

TAاحسب تفريق شولسكي  أولاً: B B  .لكلّ من مصفوفات هلبرت السابقة  

  :المعطاة �لعلاقات Bقارن النتائج العددية مع القيم الفعليّة لعناصر المصفوفة  �نيـاً:

  2 1 ( 1)! ( 1)!
( )! ( 1)!jk
k j j

b
j k j k
    


   

  (20)  

  ؟)ذات الدلالة(ما عدد الأرقام المعنويةّ 

ˆترمز إلى النتيجة العدديةّ، احسب الفرق  B̂إذا كانت  �لثـاً: T̂A B B واحسب أيضاً الفرق .  

  TA B B   
  .(20)المعرّفة �لعلاقات  Bفي حالة مصفوفة التفريق 
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  لتكن 6.5.

    ( )ij nA a    

نرمز بـ  مصفوفة مربعّة. ( )k
ija  لمصفوفات المراحل الانتقاليّة في خوارزميّة غاوص. برهن أنهّ عند

  يكون لدينا )البحث عمود�ً (يجاد المرتكز القطري إاتبّاع استراتيجيّة البحث الجزئي في 

  ( ) 1

, , ,
max 2 maxk n

ij ij
i j k i j

a a   (21)  

  بينّ أنّ المتراجحة السابقة تكون مساواة في حالة المصفوفة التالية

  

1 0 0 1

1 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1

A

                     


 

    


  

)لتكن  .57. )nA    عددين موجبين مصفوفة متناظرة ومعرّفة موجبة. نفترض وجود

0     :بحيث يكون  

  ,n T T Tx x x x Ax x x         

  أثبت أنّ 

  , 1ija i j n        

)لتكن  .58. )nA   .مصفوفة قلوبة  

وحيداً لهذه المصفوفة يكون  )مثلثيّة من الأعلى Rمتعامدة و  Qحيث ( QRبرهن أنّ تفريق 
  قت الشروط:إذا تحقّ 

  0, 1iir i n    
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)لتكن  .59. )nG    لشكل�مصفوفة متناظرة ومعرّفة موجبة، تكتب  

  , ( )mT

A B
G A

B C

 
   
  

   

1TCأثبت أنّ المصفوفة  أولاً: B A B .متناظرة ومعرّفة موجبة  

TGوكتابتها �لشكل  Gفريق المصفوفة مبرهنة شولسكي يمكن ت على�لاعتماد  R R  
  :مصفوفة مثلثيّة من الأسفل من الشكل Rحيث 

  11
11

21 22

0
, ( )m

R
R R

R R

 
     

   

TNنّ المصفوفة مصفوفة مربعّة وقلوبة فإ Nبينّ أنهّ إذا كانت  �نيـاً: N .تكون متناظرة ومعرّفة موجبة  

1برهن أنّ  �لثـاً:
22 22

T TR R C B A B .  

  أثبت صحّة المتراجحتين التاليتين رابعـاً:

  
2

20 1
2

22
2

0

1
min , 1

max , 1

T

ii Tx

T

ii Tx

x G x
r i n

x x R
x G x

r R i n
x x

 



 
   

 
   

  

  برهن أنّ  خامساً:

  2
1 ,

( ) max ii

i j n jj

r
R

r 
   

    
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  الفصل الرابع
  الطرائـق التكراريةّ في حلّ جمَُل المعادلات الخطيّـة

 لمحة عامّة عن الطرائق التكراريةّ § 1.

 عرض وصفي لبعض الطرائق التقليديةّ النموذجيّة § 2.

 دراسة تقارب الطرائق التكراريةّ § 3.

  كِتليـاً   ثلاثية الأقطارحالـة المصفوفات  § 4.

 ي لمسألة بواسون بطريقـة الفروق المنتهيـةتطبيـق: الحل العدد § 5.

 مسائل وتمارين § 6.

  ندرس في هذا الفصل بعضاً من الطرائق التكراريةّ "النموذجيّة" من الشكل

  0

1 , 0

n

k k

x

x B x c k

     

  (1)  

Aخطيّة معادلات �دف حل جملة  x b  . تحدّد المصفوفة( )nB    والشعاع
nc   تتعلّق المصفوفة ( من معطيات الجملة الخطيّةB  فقط �لمصفوفةA(.  

  لمحة عامّة عن الطرائق التكراريةّ 1.

)لتكن  )nA   كن قلوبة، ولي مصفوفةnb   نفترض وجود مصفوفة .

( )nB    وشعاعnc    الجملة الخطيّةبحيث تكون  

  ( )I B x c    

Aمكافئة للجملة الخطيّة  x b  يوحي شكل الكتابة .x B x c    للجملة الخطيّة
  لحلّها: طريقةٍ تكراريةّالمكافئة بتعريف 
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0نختـار شعاعاً 
nx   :ونعرّف متتالية الأشعّة 

 1 , 0k kx B x c k      
 نّ الطريقة التكراريةّ هي آليّة لتوليد متتاليات أشعّة انطلاقاً من أشعّة ابتدائيّة اختياريةّ.أيّ إ

 إّ�ا متقاربة إذا تحقّق الشرط (1)عن الطريقة التكراريةّ  نقول :تعريف

  0 , limn
k

k
x x x


    

يجاد إفي  Picard)طريقة (تمثّل الطرائق التكراريةّ حالة خاصّة من طريقة التقريبات المتتالية  :ملاحظة
  نقطة �بتة للتطبيق:

  :

( )

n nf

v f v B v c


  

 


  

يكون من أجله  ى مثل هذا التطبيق "مقلّصاً" إذا وُجِدَ نظيمٌ مصفوفاتي ملحق يسمّ 
1B وعندها يكون ،  

  ( ) ( )f v f u B v u     

  دراسة الطرائق التكراريةّ حول المسألتين التاليتيـن: تتمحور

  أيْ أنْ ندرس إذا كان  (1)النمط دراسة تقارب طريقة تكراريةّ من( ) 1B   أو بشكلٍ مكافئ
1Bإذا وجد نظيمٌ مصفوفاتي يكون من أجله  . 

  مقارنة الطرائق التكراريةّ من حيث سرعة التقارب: الطريقة الأسرع هي الطريقة التي يكون لمصفوفة
  نصف قطر طيفي أصغر. Bها تكرار 

  التقليديةّ النموذجيّة الطرائقعرض وصفي لبعض  2.

Aلتكن  x b   جملة معادلات خطيّة مصفوفتهاA  قلوبة. نفترض أنهّ يمكن كتابة هذه
  لشكل�المصفوفة 

  A M N   (2)  

؛ أي أّ�ا عمليّاً إمّا أن تكون قطريةّ أو مثلثيّة نقطياً  التعيينسهل مقلو�ا و قلوبة مصفوفة  Mحيث 
  أو أن تكون قطريةّ أو مثلثيّة كتليـاً.
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  :يكون لدينافي هذه الحالة، 

  1 1

B c

A x b M x N x b x M N x M b               

  يوحي �لطريقة التكراريةّ وهذا الشكل

  0
1 1

1 , 0

n

k k

x

x M N x M b k 


     

  

  ويكون في هذه الحالة

  1 1B M N I M A      

Iمن ذلك يتبينّ لنا أنّ المصفوفة  B  قلوبة. يجري حساب التكرارات عند الانتقال من شعاع التكرار

kx  1إلى الشعاعkx  بحلّ جمل المعادلات الخطيّة  

  1 , 0k kM x N x b k      

 Jacobiطريقـة جاكوبي  .1.2

)لتكن  ) ( )ij nA a    ْمصفوفة مربعّة عناصر قطرها الرئيس غير معدومة، أي:  

  0, 1iia i n    
Aوليكن التحليل  D E F   المعرّف �لمصفوفات:  

  
11

12 1

21

1,

1 , 1

diag( , , ),

0 0 0

0
,

0 0 00

nn

n

n n

n n n

D a a

a a

a
E F

a

a a






                                  



  
    

      


  

Mتوافق طريقة جاكوبي اختيار  D :فنحصل عندها على التكافؤات التاليـة  

  1 1

( )

( )

A x b D x E F x b

x D E F x D b 

       

      
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  كالآتي:  )النقطيّة(وهذا يقود� إلى تعريف طريقة جاكوبي التكراريةّ 

  1 ( )k kD x E F x b      
  أو �لشكل

  1 1
1 ( ) , 0k k

J

x D E F x D b k 
         

  ومن ثمّ، فإنّ مصفوفة التكرار لهذه الطريقة هي

  1 1( )J D E F I D A        

  .)النقطيّة(مصفوفة جاكوبي وتسمّى 

 يحسب شعاع التكرار  :حساب التكرار 1 1 1
( )

n
k k i
x x i  

 من المعادلات الخطيّة التالية:  

  
1,1 1 1,2 1,3 1, 1 1, 1

2,2 1 21 2,3 2, 1 2, 2

, 1 ,1 ,2 , 1

(1) (2) (3) ( 1) ( )

(2) (1) (3) ( 1) ( )

( ) (1) (2) ( 1)

k k k n k n k

k k k n k n k

n n k n k n k n n k n

a x a x a x a x n a x n b

a x a x a x a x n a x n b

a x n a x a x a x n b

 

 

 

                    




   
   
  



(3)  

  يكتب تكرار جاكوبي كما يلـي: الخوارزميّةومن الناحية 

  
1

1
1 1

1
( ) ( ) ( ) , 1

i n

k i ij k ij k
ii j j i

x i b a x j a x j i n
a




  

          
   

 Gauss-Seidelسايدل -طريقـة غاوص .2.2

) �لقيم (3)إذا استبدلنا في معادلات تكرار جاكوبي  )kx i  1القيم الجديدة( )kx i  فإننا
 نحصل على جملة المعادلات التاليـة:

  
1,1 1 1,2 1,3 1, 1 1, 1

2,2 1 21 1 2,3 2, 1 2, 2

, 1 ,1 1 ,2 1 , 1 1

(1) (2) (3) ( 1) ( )

(2) (1) (3) ( 1) ( )

( ) (1) (2) ( 1)

k k k n k n k

k k k n k n k

n n k n k n k n n k n

a x a x a x a x n a x n b

a x a x a x a x n a x n b

a x n a x a x a x n b

 

  

    

              

     




   
   
  





  (4)  
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  سايدل كما يلـي:-يكتب تكرار غاوص الخوارزميّةومن الناحية 

  
1

1 1
1 1

1
( ) ( ) ( ) , 1

i n

k i ij k ij k
ii j j i

x i b a x j a x j i n
a



 
  

          
   

  ف طريقةً تكراريةّ جديدة يمكن صياغتها �ستخدام الصيغة المصفوفاتيّة على الشكل التالـي:وهذا يعرّ 

  1 1k k kD x E x F x b        

  أو �لشكل المكافئ

  
1

1 1
1 ( ) ( ) , 0k kx D E F x D E b k 

        


  

  تسمّى المصفوفة
  1

1 ( )D E F    
  .)النقطيّة(سايدل -غاوصمصفوفة 

  :ملاحظة
كو�ا تحتاج فقط إلى شعاع   سايدل عن طريقة جاكوبي-تي تميّز طريقة غاوصإحدى الفوائد ال

، وهذا مفيدٌ جداً في حالة الجمل )بدلاً من شعاعين في حالة جاكوبي(واحد لتخزين وإجراء التكرار 
nxالخطيّة الكبيرة. من الناحية العمليّة يجري حساب التكرارات على شعاع التكرار     انطلاقاً من

0xالوضع الابتدائي  x  :كما يلـي  

  
1

1 1

1
( ) ( ) ( ) , 1

i n

i ij ij
ii j j i

x i b a x j a x j i n
a



  

            
   

  SORطريقـة  .3.2

وهذا الاسم هو  SORسايدل هي الطريقة المسمّاة -إحدى التعديلات الهامّة لطريقة غاوص
  .”Successive Over-Relaxation“ ارة الانكليزيةّاختصارٌ لكلمات العب

0نْ ندخل وسيطاً حقيقياً �سايدل -طريقة غاوص نجُري تعديلاً في   من خلال تحليل
Aالمصفوفة  M N  بحيث يكون  
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  1 1,M D E N D F
 

     
  وافقة لهذا التحليل كمـا يلـيعندها يكتب تكرار الطريقة التكراريةّ الم

  1 1
1( ) ( ) , 0k kD E x D F x b k

 
        

  أو على الشكل

  1( ) [(1 ) ) , 0k kD E x D F x b k                 

  .Relaxationأو طريقة الـ SORيعرف �سم طريقة  تعرّف العلاقة التكراريةّ السابقة ما

  :لتكتب مصفوفة التكرار لهذه الطريقة �لشك

  
11 1

1

( ) ( )

( ) [(1 ) ]

D E D F

D E D F

 
  



   

         

  

1إنّ اختيار قيمة الوسيط   سايدل التي رأيناها سابقاً، أيْ أنّ -يوافق طريقة غاوص:  

  1
1 ( )D E F    

  قرة السابقة.سايدل في الف-الذي أعطيناه لمصفوفة تكرار طريقة غاوص 1الرمز  وهذا يسوغّ

  النقطتين الأساسيّتين: SORتتضمّن دراسة طريقة 
Iالبحث عن مجـالٍ  (1)   :لا يحوي الصفر ويحقق الخاصّة التالية  

  ( ) 1I       

I للوسيط البحث عن قيمةٍ  (2)  بحيث يكون  

  ( ) inf ( )
I

  
     

  على حلّ جملة المعادلات الخطيّة التاليـة: SORيقوم حساب تكرار طريقة الـ 

  
1,1 1 1,1 1,1 1,2 1, 1

2,2 1 2,2 2,1 1 2,2 2, 2

, 1 , ,1 1 , 1 1 ,

(1) (1) [ (1) (2) ( ) ]

(2) (2) [ (1) (2) ( ) ]

( ) ( ) [ (1) ( 1) ( ) ]

(5)

k k k k n k

k k k k n k

n n k n n k n k n n k n n k n

a x a x a x a x a x n b

a x a x a x a x a x n b

a x n a x n a x a x n a x n b



 

   

        
       



        












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  كما يلـي:  SORيكتب تكرار طريقة الخوارزميّة ومن الناحية 

  
1

1

( ) ( ) ( ) ( ) , 1
i n

i ij ij
ii j j i

x i x i b a x j a x j i n
a



 

           
   

  دراسة تقارب الطرائق التكراريةّ 3.

  :جميع الطرائق التي عرضناها في الفقرة السابقة هي من النمطإنّ 

  0

1 , 0

n

k k

x

x B x c k

     

  (6)  

بحث في هذه الفقرة في تقارب الطرائق التكراريةّ من النمط مصفوفة تكرار الطريقة. ن Bحيث تمثّل 
نلاحظ هنا أنهّ إذا تقاربت المتتالية المولّدة بعلاقة  كما نبحث في مفهوم سرعة تقارب هذه الطرائق.  (6)

nxنحو الشعاع  (6)التكرار    ا الأخير يحقق المعادلةفإنّ هذ  

  x B x c    (7)  

  طرفاً لطرف نحصل على (7)و  (6)بطرح العلاقات 

  1
1 0( ) ( )k

k kx x B x x B x x
          

kالفرق �نهّ  kنعرّف شعاع الخطأ في الخطوة  ke x x  عندئذٍ يكون  

  0
k

ke B e   (8)  
  يتبينّ من ذلك أنّ 

   0 , lim , lim 0 ( ) 1n n k
k

k k
x x x v B v B

 
             

  وبذلك نكون قد أثبتنا المبرهنة التاليـة:

) ط إذا كانإذا وفق (6)الطريقة التكراريةّ تتقارب  :1مبرهنـة  ) 1B .  

1Bإذا كان  :نتيجـة   نظيمٌ مصفوفاتي ما، فإنّ المصفوفة  حيثI B  تكون قلوبة
  متقاربة. (6)وتكون الطريقة التكراريةّ 
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  أمثـلة
 ن الجملة الخطيّةلتك  

  10 1 11 1
,

2 10 12 1
x x

                              
  

 استخدام طريقة جاكوبي 

  لدينا هنا

  0 0.1 1.1
,

0.2 0 1.2
J c

                  
 

0بتطبيق خوارزميّة جاكوبي انطلاقاً من شعاع البدء  (0, 0)Tx  نحصل على التوالي  

  1 2 3 4
1.1 0.98 1.002 0.9996

, , ,
1.2 0.98 1.004 0.9992

x x x x
                                            

  

 سايدل-استخدام طريقة غاوص 

  الدينا هن

  1
0 0.1 1.1

,
0 0.02 0.98

c
                 

 

0سايدل انطلاقاً من شعاع البدء -بتطبيق خوارزميّة غاوص (0, 0)Tx  نحصل على التوالي  

  1 2 3
1.1 1.002 1.00004

, ,
0.98 0.9996 0.999992

x x x
                              

  

  لننظر الآن في الجملة الخطيّة

  1 10 11 1
,

10 2 12 1
x x

                              
  

 في حالة تكرار جاكوبي لدينا  

  0 10 11
,

5 0 6
J c

                  
 

0بحساب تكرار جاكوبي انطلاقاً من شعاع البدء  (0, 0)Tx  نحصل على التوالي  
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  1 2 3 4
11 19 501 2499

, , , , ...
6 49 251 2499

x x x x
                                              

  

 سايدل لدينا-في حالة تكرار غاوص  

  1
0 10 11

,
0 50 49

c
                 

 

0سايدل انطلاقاً من شعاع البدء -بحساب تكرار غاوص (0, 0)Tx  صل على التوالينح  

  1 2 3
11 501 25001

, , , ...
49 2499 124999

x x x
                                

  

سايدل يمكن أن -يتبينّ لنا من المثالين السابقين أنّ المتتاليات المولّدة بطريقتي جاكوبي وغاوص
  عن الحل."تبتعد" من الحلّ أو على العكس يمكن أن  "تقترب"

 لدينا في حالة الجملة الخطيّة الأولى التقارب: دراسة  
   1sp( ) { 2 / 10}, sp( ) 1 / 50,0J     

  ومنه

  2
1( ) 2 / 10 , ( ) 1 / 50 ( )J J         

  سايدل.-وهذا يبينّ تقارب كلاً من طريقتي جاكوبي وغاوص

  ولدينا في حالة الجملة الخطيّة الثانية
   1sp( ) { 5 2 }, sp( ) 50,0J i    

  ومنه

  2
1( ) 5 2 , ( ) 50 ( )J J         

  سايدل.-من طريقتي جاكوبي وغاوص وهذا يبينّ تباعد كلٍّ 

 ريتشاردسون تكرار  

  ندرس في هذا المثال طريقة تكراريةّ من الشكل:

  1 ( ), 0k k kx x b A x          
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  يمكن إعادة كتابة هذا التكرار على الشكل المألوف:

  1 ( )k kx I A x b        

Bوهكذا، نلاحظ أنّ مصفوفة التكرار في هذه الحالة هي المصفوفة  I A    ّومن ثمّ فإن 
)تقارب هذه الطريقة مرهون �لعدد  )I A   .أنّ جميع القيم الذاتيّة  لنفترض( )i  للمصفوفة

A  حقيقيّة بحيثmin maxi     عندها تحقّق القيم الذاتيّة .( )i  فة للمصفوB 
  المتراجحة:

  max min1 1i      

minوبشكلٍ خاص، عندما يكون  0   ّفإنّ قيمةً ذاتيّة واحدةً على الأقلi  ًتكون أكبر تماما
)من الواحد، ومن ثمّ يكون  ) 1B  0انت قيمة الوسيط أ�ً ك  في هذه الحالة تتباعد .

minالطريقة التكراريةّ. نفترض الآن، أنّ  0   أيْ أنّ جميع القيم الذاتيّة للمصفوفةA  .ًموجبة تماما
  طين التـاليين:بتحقق الشر  ، يصبحُ تقارب هذه الطريقة مرهو�ً عندئذٍ 

  min max1 1 , 1 1      

0الشرط الأوّل محقق إذا كان   أمّا الشرط الثاني فيقتضي أن تكون قيمة الوسيط .  محققة
max2للشرط  /   يحقق الوسيط . بمعنى، أنّ طريقة ريتشاردسون تكون متقاربة عندما 
  الشرط:

  max0 2 /     

)التي تجعل  لنبحث الآن عن قيمة الوسيط  )B :ًأصغر�  

min  لدينـا max( ) max{ 1 , 1 }B     (9)  

)لتطبيق بيان ا )1(يوضّح الشكل  )B   ،والذي يمثّل نصف القطر الطيفي لمصفوفة التكرار
  �خذها التطبيق عند تقاطع نصف المستقيم للوسيط  optونلاحظ أنّ القيمة الأمثليّة 

   max max1 : 1 /      

  مع نصف المستقيم

   min min1 : 1 /      
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  أيْ أن يكون:
  max min1 1opt opt         

 

max1 

min1 

min

1
max

1




1

opt

  
)بيان تبعيّة  :1الشكل  )B  للوسيط.  

  ومنه نجد

min max

2
opt 

  
  

  نجد (9)وبتعويض هذه القيمة في الصيغة 

  max min

max min
( )

opt
B

  
 

  
  

Aفي حل جملة معادلات خطيّة  SORلطريقة  تحقق مصفوفة التكرار  :2مبرهنـة  x b  
  الشرط:

  ( ) 1     

ا�ال  خارج اختيار الوسيط  جرىباعدة إذا تكون مت SORومن ثمّ، فإنّ طريقة الـ 
]0,2[.  

  الإثبـات:
  نعلم أنّ 

11 1( ) ( )D E D F 
  
     
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فإذا كانت  i  ّهي مجموعة القيم الذاتيّة لهذه المصفوفة فإن  

  
1

1
1

det( )
det( ) (1 )

det( )

n
n

i
i

D F

D E





 


     


  

  ومن ثمّ 

  
1/

1
( ) 1

nn
ii 

          

  تقدير الخطأ وسرعة التقـارب 1.3.

إنّ الطريقة التي تتقارب فيها المتتالية  kx  نحو الحلx  معقّدة نسبيّاً، ويتعلّق ذلك �لقيم
k. لكن سلوك الخطأ Bالذاتيّة والأشعّة الذاتيّة لمصفوفة التكرار  ke x x   في معظم الحالات

التطبيقيّة يكون بسيطاً إلى درجةٍ ما، حيث يتناقص هذا الخطأ في كلّ تكرارٍ بمعدّلٍ �بت تقريبـاً. نعلمُ 
)أنهّ عندما تكون الطريقة التكراريةّ متقاربة فإنّ ذلك يعني أن  ) 1B   وهذا بدوره يقتضي وجود

  يحقق الشرط نظيمٍ مصفوفاتي ملحق 

  ( ) ( ) 1, 0B B B          

)وهذا يعني وجود عدد  ) 1B    بحيث يكون  

  1 , 0k k kx x x x       (10)  

  نتطلّع إلى العلاقة التكراريـّة(10)يحقق الشرط  لتعيين قيمة تقريبيّة لعددٍ 

  1 1 1 1( ) ( ), 1k k k k k k k kx x e e B e e B x x k              

  توحي لنا هذه العلاقة �ستعمال التقديرات

  1

1
, 1k k

k
k k

x x
k

x x





  


  

  محققة فإنّ  (10)من جهةٍ أخرى، إذا افترضنا أنّ 

  1 1k k kk k kx x x xx x x x x x           

  و�لتـالي
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  1
1

1 k kk x xx x  
 

  

  أو

  1 11k k kx x x x 


 
 

  

1تبينّ هذه المتراجحة أنهّ عندما يكون    يكون تقارب الطريقة التكراريةّ بطيئاً. وفي هذه
1kالحالة يكون الفرق  kx x   1بكثير من الخطأ الفعلي أصغرkx x .  

 سرعة التقـارب  
  نريد في هذه الفقرة أن نجيب على التساؤلين التالييـن:

 معيّنة؟ما هو عدد التكرارات اللازمة للحصول على حلّ تقريبي يتمتّع بدقةٍّ  -

لّ جملة متى يكون استعمال طريقةٍ تكراريةّ مفضّلاً على استعمال طريقة غاوص في ح -
Aالمعادلات الخطيّة  x b ؟  

  يكون عندها mللإجابة على التساؤل الأوّل، نبحث عن قيمةٍ 

  0 , 0mx x x x        

دَ عددٌ جِ . فإذا وُ mالتكرار النسبة التي نريد �ا إنقاص الخطأ الابتدائي عندما نصل إلى  حيث يمثّل 
1موجبٌ    فإننا نستطيع أن نكتب (10)بحيث تتحقق المتراجحات  

  0 , 0m
m kx x x x      

  تحقق الشرط: mنختار عندئذٍ، أصغر قيمة للدليل 
  m    

  أيْ 

  ln
ln

m m    
   

  (11)  

يتبينّ من هذه العلاقة أنّ عدد التكرارات اللازم للوصول إلى الدقةّ المطلوبة يتناسب عكساً مع المقدار 
ln .  
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Aيجاد حلٍ لجملة معادلات خطيّة كثيفة إعند  x b  ) مصفوفتهاA لا تحوي أصفاراً كثيرة( 
0انطلاقاً من  (1)بطريقة تكراريةّ من النمط  0x  في البحث عن عدد  نستخدم العلاقة السابقة

  لكي تتحقق المتراجحة:اللازم  mالتكرارات 

  610mx x

x





    (12)  

)فإذا كانت  )nA    2فإنّ عدد العمليّات التي يتطلّبها تكرارٌ واحد هوn  ّعمليّة ومن ثمّ حتى

  ددٌ من التكرارات يساوييلزمنا ع (12)يتحقّق الشرط 

  6 ln10
ln

m  
 
   

  (13)  

  يقابل هذا العدد من التكرارات عددٌ من العمليـاّت الحسابيّة يعادل

  2 26 ln10
ln

m n n  
   
   

  

قارب من العمليـاّت ي غاوص في حذف ا�اهيل يتطلّب عدداً من جهةٍ أخرى، نعلم أنّ استخدام طريقة 
3 / 3n :عمليـةّ، ومن ثمّ فإنّ الطريقة التكراريةّ تكون أكثر فعّاليّة إذا تحقق الشرط  

  2 3 / 3m n n    
  أو

  / 3m n   (14)  

)51لتكن  :مثـال )A  17إلى الشكل  (14)رط . في هذه الحالة يؤول الشm  يتضمّن .

0.44. فعندما يكون الموافقة لقيمٍ مختلفة للمعامل  mالجدول التالي قيم    تكون
  ن طريقة غاوص في حذف ا�اهيل.الطريقة التكراريةّ أكثر فعّاليّة م

ln

0.9 0.105 131

0.8 0.223 62

0.6 0.511 27

0.4 0.916 15

0.2 1.61 9

m  
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ننوّه هنا إلى أنهّ في أغلب الأحيان يجري استخدام الطرائق التكراريةّ في حالة جمل المعادلات 
قريبة  الخطيّة الكبيرة والتي تكون مصفوفتها كثيرة الأصفار، ومع أنهّ في هذه الحالة غالباً ما تكون قيمة 

  فإنّ فعّاليـة الطرائق التكراريةّ المتاحة تبقى متفوّقة. 1جداً من 

يمكن لنا أنْ نميّز طريقةً تكراريةّ عن أخرى من خلال السرعة التي يسعى فيها الخطأ 

k ke x x  .نحو الصفر  

  هي مصفوفة التكرار لطريقةٍ ما فإنّ: Bرأينا أنهّ إذا كانت 

  0
k

ke B e   

  و�ستخدام نظيم مصفوفاتي ملحق يكون

  0 0
kkke e eBB     

  ومن ثمّ يكون

  
0

k k
e

Be
  

  نهّ العدد الحقيقيتكرار � kللتقارب بعد المعدّل الوسطي نعرّف تعريف: 

  
1/

( ) ln
kk

k B B    (10)  

0بنسبة  0eنلاحظ أنّ عدد التكرارات اللازمة لخفض الخطأ الابتدائي     ٌيتناسب
  بحيث يكون kعكساً مع المعدّل الوسطي للتقارب: في الواقع، لتعيين قيمة 

0ke e    

kBتحقق الشرط  kأصغر قيمة لـ  minkنبحث عن    :أو الشرط المكافئ  

  ln
( )k B k

 
   

  ومنه نستنتج 

  min
ln

min :
( )k

k k k
B

         
  (11)  
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  لهذا التعريف العديد من المساوئ، منها:: ملاحظة

  معدّل التقارب يتعلّق �لعددk .و�لنظيم المستعمل  

  تعيين القيمة العدديةّ للمقدار
1/kkB  مكلفٌ من حيث عدد العمليّات ولا نقوم بحسابه

  ةً.عاد

، بمعنى، أنْ نبحث في �اية المعدّل الوسطي معدّل مقارب للتقاربلذلك نلجأ إلى تعريف 
عندما يسعى عدد التكرارات إلى اللا�اية. في الحالة الخاصّة التي تكون فيها  تكرار kبعد للتقارب 

  يكون لدينا: )هرميتيّة(مصفوفة التكرار متناظرة 

  
1/ 1/ 1/
2 ( ) ( ) ( )
k k kk k kB B B B              

  

  ويكون
  ( ) ln ( )k B B     

�lnبتاً ويساوي  تكرار kعد إذن، في هذه الحالة يكون المعدّل الوسطي للتقارب ب ( )B .  

  �نهّ العدد الحقيقي: Bطريقةٍ تكراريةّ مصفوفتها معـدّل تقـارب نعرّف تعريف: 

  ( ) lim ( ) ln ( )k
k

B B B 
       (12)  

  ه الخاصّة المعروفة:نلاحظ هنا أنّ هذا التعريف تسوّغ
1/

lim ( )
kk

k
B B


   

 Bيةّ مصفوفتها اللازم لخفض الخطأ الابتدائي لطريقةٍ تكرار  minkعدد التكرارات يحقق : 3مبرهنـة 
    المتراجحة: بنسبة 

  min
ln
( )

k
B

 



  (13)  

  بما أنّ  الإثبـات:
( ) ( )k k kB B B     

  فإنّ 
1/( ) kkB B   
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  ومن ثمّ يكون
1/

ln ( ) ln
kkB B     

  والذي يكتب �لشكل
  ( ) ( )kB B    

    .(13)نستنتج صحّة المتراجحة  (11)و�لاعتماد على العلاقة 

بحيث تكون كلفة حساب (عندما تتوافر لدينا طريقتان تكراريـّتان لحل جملة معادلات خطيّة ملاحظـة: 
  .أكبرمعدّل تقار�ا الطريقة التي يكون  )نفضّل( نختارفإننا  )منهما متقاربةالتكرار في كلّ 

)من الناحية العمليّة، لتعيين قيمة  ) ln ( )B B     نكتفي بتقديرٍ جيّد لنصف
)القطر الطيفي لمصفوفة التكرار  )Bبتقطيع  . سنرى لاحقاً، من خلال بعض الأمثلة المتعلّقة

)المعادلات التفاضليّة أنّ قيمة  )B  فمثلاً عندما يكون 1غالباً ما تكون قريبة من ،
( ) 1B     ّفإن 

0
( ) ln(1 )B       وهذا العدد قريبٌ من

lnالصفر وعندها يكون المقدار  / ( )B    .ًكبيرا 

  حالـة مصفوفة ذات قطرٍ رئيسٍ مسيطرْ  2.3.
)نقول عن مصفوفة تعريف:  )nA    إذا وفقط إذا حقّقت قطرٍ رئيسٍ مسيطر تماماً إّ�ا ذات

  عناصر قطرها الرئيس الشروط التاليـة:

  , 1ijii
j i

a i na


    (14)  

ط مفهوم القطر الرئيس المسيطر بنتيجةٍ هامّة في الجبر الخطّي العددي تعرفُ �سم مبرهنةيرتب
Gershgorin تحدّد هذه المبرهنة التوضّعات المحليّة للقيم الذاتيّة لمصفوفة مربعّة .A  في المستوي

منطقة توضّع هذه القيم �ستعمال معرفتنا لعناصر المصفوفة العقدي. نحتاج في بعض الأحيان إلى تحديد 
A:فمثلاً، من أبسط هذه التحديدات المتراجحة التالية .  

  Sp( ),A A    

بتحديدٍ أفضل لتوزعّ القيم  Gershgorin. تزوّد� مبرهنة وذلك أً� كان النظيم المصفوفاتي 
  الذاتيّة في المستوي العقدي.
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 4مبرهنـة  Gershgorin  
)لتكن  )nA   عناصرها حقيقيّة أو عقديةّ. إذا كانت  مصفوفةSp( )A   قيمة

1ذاتيّة لهذه المصفوفة، عندئذٍ يوجد دليلٌ  i n  بحيث يكون:  

  
1

n

ijii
j
j i

aa



    

  موجودة في اجتماع الأقراص Aأي أنّ جميع القيم الذاتيّة للمصفوفة 

  { : | | | | }, 1, ,i ii ij
j i

D z z a a i n


      

  الإثبـات:
0vليكن    شعاعاً ذاتيّاً موافقاً للقيمة الذاتيّة 1. وليكن i n  بحيث يكون  

  , 1i jv v j n    

Avمن المطابقة  v  نجد  

  ( )ij j ii i
j i

a v a v


    

  صل علىو�ستخدام المتراجحة المثلثيّة نح ivبتقسيم طرفي العلاقة السابقة على 

  j
ii ij ij

ij i j i

v
a a a

v 
         

  تسمّى الأقراص
{ : }iji ii

j i

aD z z a


     

)1Sp. توضّح المبرهنة السابقة أنّ Gershgorinأقراص  ) nA D D  .  

 يحوي تماماً عن بقيّة الأقراص فإنّ هذا القرص  معزولاً ، إذا كان أحد هذه الأقراص من جهةٍ �نية
  قيمة ذاتيّة واحدة.

)إذا كانت  نتيجـة: )nA    ٍقلوبةفإنّ هذه المصفوفة  مسيطر تماماً مصفوفة ذات قطرٍ رئيس.  
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لها  Gershgorinفإنّ اجتماع أقراص  قطرٍ رئيسٍ مسيطر تماماً ذات  Aبما أنّ المصفوفة  الإثبـات:
0لا يحوي الصفر أي أنّ القيمة    يجاد إليست قيمة ذاتيّة لهذه المصفوفة. ومن ثمّ لا يمكن

0vشعاع    0بحيث يكونAv   وهذا يعني أنّ المصفوفةA .قلوبة  

)إذا كانت  :5مبرهنـة  )nA    مصفوفة ذات قطرٍ رئيسٍ مسيطر تماماً فإنّ طريقة جاكوبي

Aالتكراريةّ في حلّ الجملة الخطيّة  x b  .تتقارب  
  الإثبـات:

1في هذه الحالة  لدينا 1 ( )J M N D E F     أنْ  (14). يقتضي الشرط
  يكون:

  1
1 , 1ij

ii j i

a i n
a 

    

  :وهذا بدوره يقتضي صحّة المتراجحة
1

max 1ij
i ii j i

aJ
a




     
      

)كانت   إذا :6مبرهنـة  )nA    0وكان  قطرٍ رئيسٍ مسيطر تماماً مصفوفة ذات 1   

Aلّ الجملة الخطيّة التكراريةّ في ح SORفإنّ طريقة  x b  تتقارب.  
  الإثبـات:

  تكتب �لشكل SORنعلم أنّ مصفوفة تكرار طريقة 

  
1

1 1 1

( ) [(1 ) ]

( ) [(1 ) ]

D E D F

I D E I D F




  

          

          

  

  بوضع
1 1,U D F L D E    

  يكون

  1( ) [(1 ) ]I L I U
             

  يكتب �لشكل من ذلك نجد أنّ كثير الحدود المميّز لمصفوفة التكرار 



عالرابالفصل   130 

    

   
 
 

1( ) det det ( ) [(1 ) ]

det ( ) (1 )

det ( 1)

( 1) det
1 1

n

p I I I L I U

I L I U

I L U
L U

I


                  

            
           

                      



  

  نضع

  ,
1 1

 
   

       
  

)، أيْ قيمةً ذاتيّة لمصفوفة التكرار  عندئذٍ، تكون  ) 0p   :إذا تحقق واحد من الشرطين  

  1 , det( ) 0I L U         

1تحقق  قيمة ذاتيّة للمصفوفة  لنفترض أنّ   نرى في هذه الحالة أنهّ من .
1المستحيل أن يكون     ) ّ1لأن 1    ( ًاستحالة تحقق الشرط . لنبرهن أيضا

)detالثاني  ) 0I L U   نضع .  
, 1ia e a    

  عندها يكون

  
2 22 2

2 2 2( cos 1) sin

a

a a


   

     
  

  ولكن، لدينا
2 2 2 2 2

2 2

2

( cos 1) sin 2 (1 )cos (1 )

2 (1 ) (1 )

( 1 )

a a a a

a a

a

             

      

   

  

1aففي حالة    0و 1   :يكون  

     

 2 2 2

(1 ) 1 1

( 1 )

a a a

a a

            

      
  

  نستنتج مما سبق أنّ 
1     
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1Dمن جهةٍ أخرى، المصفوفة  A I L U    ) كما هي حال المصفوفةA(  ذات
Iقطرٍ رئيسٍ مسيطر تماماً، وكذلك الحال �لنسبة للمصفوفة  L U    فة والتي تنتج عن المصفو

I L U   بضربِ العناصر غير القطرية �عدادٍ لا تتجاوز الواحد �لقيمة المطلقة، فهي إذن ذات
  ومن ثمّ فهي قلوبة وهذا يعني أنّ ، قطرٍ مسيطر تماماً 

det( ) 0I L U     
    وهو المطلوب.

Aفي حالة جملة خطيّة  SORطريقة  لتقاربشرطاً كافياً السابقة  6المبرهنة تمثّل  ملاحظـة: x b  
عندما  SORطريقة مصفوفتها ذات قطرٍ رئيسٍ مسيطر تماماً وهي لا تثبت عدم تقارب 

1يكون   يبينّ المثال التالي تقارب طريقة .SOR  أ�ً كانت قيمة الوسيط ال في ا�
0 2    علماً أنّ مصفوفة الجملة الخطيةA x b   ذات قطرٍ رئيسٍ مسيطر

  تماماً.

  
2 1 1

, 20 5 0 1
A 

                     
  

1قيمة ذاتيّة مضاعفة هي  للمصفوفة     إذن، تتقارب طريقة .SOR هذه  في
1الحالة إذا تحقّق الشرط  1    ْ0أي 2  .  

  متنـاظرة ومعرّفـة موجبـة حالـة مصفوفة 3.3.

ندرس في هذه الفقرة تقارب مجموعة الطرائق التكراريةّ التي عرضناها سابقاً في حالة جملة معادلات 
  موجبـة.خطيـّة مصفوفتها متنـاظرة ومعرّفـة 

)لتكن  :7مبرهنـة  )nA    وليكن متناظرة ومعرفة موجبةمصفوفة .A M N   ًتحليلا

TMكانت المصفوفة المتناظرة إذا  . قلوبة Mبحيث تكون المصفوفة  N  معرفّة موجبة
)1فإنّ  ) 1M N .  

TMالمصفوفة  الإثبـات: N  ّمتناظرة لأن  

  T T T T TM N A N N A N N M N          
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1لنبرهن الآن أنّ  1M N   :في حالة النظيم المصفوفاتي الملحق �لنظيم الشعاعي  

  1/2: ( )n Tv v v Av    

  لدينا

  1 1 1

1
sup
v

M N I M A v M Av  


       

1wنضع  M Avعندئذٍ نستطيع أن نكتب .  

  

2 2

2

2
( )

T T T

T T T T

T T

v w v v Aw w Av w Aw

v w M w w Mw w Aw

v w M N w

    

   

  

  

  ومن ثمّ، يكون
  11 1v v M Av     

TMوذلك لأنّ المصفوفة  N :ْمعرّفة موجبة حسب الفرض، أي  

  10 0 ( ) 0T Tv w M Av w M N w        

1nvمن جهةٍ �نية، التطبيق  v M Av      مستمرٌ على سطح الكرة
  الواحديةّ:

{ : 1}nS v v    

v، بمعنى أنهّ يوجد الأعلى عند إحدى نقاط هذا السطح فهو يبلغ حدّه S  يكون عنده  

  1 1

1
sup 1
v

v M Av v M Av   


     

    وهو المطلوب.

  نتـائج
 إذا كانت ( )nA   فإنّ طريقة متناظرة ومعرّفة موجبة  مصفوفةSOR)النقطية أو الكِتلية( 

0تتقارب أ�ً كان  2  .  
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1بوجهٍ خاص، عندما   سايدل.-تتقارب طريقة غاوص  
  الإثبـات:

Aنعلم أنّ التفريق  M N   في حالةSOR يكتب �لشكل  

     1 1M N D E D F
 

      

  ومنه نجد

  
1 1

2

T TM N D E D F

D


 



    


  

  وذلك لأن

  ,T TD D E F   

ومن ثمّ فإنّ  )تليةكِ   مكانت نقطية أأسواءً (هي مصفوفة متناظرة ومعرفةّ موجبة  Dالمصفوفة 
TMالمصفوفة  N  0تكون معرّفة موجبة إذا وفقط إذا كان 2   و�لاعتماد .

    يتمّ المطلوب. 7المبرهنة على 

 إذا كانت ( )nA   وكانت المصفوفةمتناظرة ومعرّفة موجبة  مصفوفة  

2D A  
  تتقارب. )النقطيّة أو الكتليّة(فإنّ طريقة جاكوبي  معرّفة موجبة

  الإثبـات:
  في هذه الحالة يكون لدينا

  2

2

TM N D E F

D D E F

D A

   
   
 

  

    يتمّ المطلوب. 7المبرهنة و�لاعتماد على 
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  حالـة المصفوفات ثلاثية الأقطار كِتليـاً  4.

)نقول عن مصفوفة تعريف:  )nA    إذا كانت تكتب �لشكل:ثلاثية الأقطار كتلياً إّ�ا  

  
11 12

21

1,

, 1 ,

p p

p p p p

A A

A
A

A

A A




              

 
 

  

  حيث

  
1

, ,

( ), 1 ,

( ) , 1

i

i j

p

ii n i
i

i j n n

A i p n n

A i j


       








  

Aنستعمل هنا أيضاً التحليل الكتلي من الشكل  D E F    حيثD  مصفوفة
طْرها الرئيس من المصفوفات قُطْرية كتلياً يتكوّن قُ  1ii i p

A
 

 ،E  مصفوفة مثلثيّة من الأسفل و
F .مصفوفة مثلثيّة من الأعلى  

)لتكن  :8مبرهنـة  )nA    مصفوفة ثلاثية الأقطار كتلياً، وليكن  :نعرّف .  
  ( ) (1 / )A D E F       

detعندها يكون  ( ) detA A .  
  الإثبـات:

  نعرّف المصفوفة القطريةّ كتلياً 

1

p
p

I

S

I

            

  

  . لديناinتمثّل مصفوفة مطابقة من المرتبة  iIحيث 
2

1 2det det( ) det( ) det( ) 0p k
pS I I I         

  حيث
1 22 pk n n p n       
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  نلاحظ هنا أنّ 

  
1

1
1

p
p

I

S

I







            

  

  و�جراء عمليّة ضرب المصفوفات كتلياً نجد

  
 

     

1

1 1 1

1

p
i

ij j ii i ii
j
p i

j jj iji ij jij

S A S A S A A

S A S S A S S A S A



  



      


         







  




  

  نلاحظ هنا أنّ 
   

 
 
 

1

1
, 1, 1

1
, 1, 1

1
,

, 1, ,

, 2, ,

1
, 1, , 1

0, 1

iiii

i ii i

i ii i

i j

S A S A i p

S A S A i p

S A S A i p

S A S i j











   

     

     


    







  

)1وبذلك نكون قد برهنّا المساواة  )A S A S   أنّ  . ينتج من ذلك  
  1det ( ) det( ) detA S A S A      

    وهو المطلوب.

)لتكن  :9مبرهنـة  )nA    مصفوفة ثلاثية الأقطار كتلياً بحيث تكون كتل القطر الرئيس

  قلوبة: )iiAالمصفوفات (
  إذا كانت 1يّة لمصفوفة تكرار جاكوبي الكِتلية قيمة ذات( )J D E F   ّفإن 

  تكون أيضاً قيمة ذاتيّة لهذه المصفوفة.
 أو  نتتقار�(سايدل الكِتليّة في طبيعة التقارب -تشترك طريقة جاكوبي الكِتليّة مع طريقة غاوص

  .)معاً  نتتباعدا
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  سايدل الكِتليّة فإنّ معدّل تقار�ا يساوي ضِعْفَي معدّل تقارب طريقة -يقة غاوصفي حالة تقارب طر
  جاكوبي الكِتليّة، أي

  1( ) 2 ( )J      
  الإثبـات:

  ليكن( )JP    1كثير الحدود المميّز لمصفوفة تكرار جاكوبي 1J D E D F  لدينا .  
  1 1( ) det( ) det( )JP I J I D E D F          

  ومنه
  1 1det ( ) det( ) det( )JD P D I D E D F         

Dعلى المصفوفة  8 المبرهنةبتطبيق  E F    1مع   نجد 

  
det( ) ( ) det( )

( 1) det( )

( 1) det( ) ( )

J
n

n
J

D P D E F

D E F

D P

     

    

   

  

)detوبما أنّ  ) 0D   ّفإن  
  ( ) ( 1) ( )n

J JP P      
  1الحدود المميّز لندرس الآن كثيرP 1سايدل -لمصفوفة غاوص

1 ( )D E F  :  
   1

1( ) det ( )P I D E F      
0فإذا كان   نستطيع أن نكتب  

  
 

  
 

1
1/2 1/2 1/2 1/2

/2 1/2 1/2 1/2

det( ) ( ) det ( ) det( )

det

detn

D E P D E F D E F

D E F

D E F





           

      

      

  

  نجد 8 المبرهنةو�ستخدام 

   1/2 1/2 1/2
1/2

1/2

det det

det( ) ( )J

F
D E D E F

D P

          
  

  

  ومن ثمّ يكون
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    /2 1/2
1det ( ) det( ) ( )n

JD E P D P       

  ولكن لدينا

  
1

det( ) det det( ) 0
p

ii
i

D E A D


     

  ومن ثمّ يكون
  /2 1/2

1( ) ( )n
JP P     

0ينتج من هذه العلاقة أنهّ إذا كانت    1قيمة ذاتيّة للمصفوفة  ّ1/2فإن   
0. و�لعكس، إذا كانت Jتكون قيماً ذاتيّة للمصفوفة    قيمة ذاتيّة للمصفوفةJ  ّفإن

2    1تكون قيمة ذاتيّة للمصفوفة.  
  أنّ نستنتج مما سبق، 

  2
1( ) ( )J    (15) 

  ومن ثمّ 
  1( ) 1 ( ) 1J      

  سايدل الكِتليّة تتقار�ن معاً أو تتباعدان معاً.-جاكوبي وغاوص أنّ طريقتيأيْ 
  لدينا (15) العلاقةمن  

  
2

1 1( ) ln ( ) ln ( )

2 ln ( ) 2 ( )

J

J J




      
      

   (16) 

سايدل الكتليّة أسرع مرتّين من تقارب طريقة جاكوبي الكتليّة -هنا أنّ تقارب طريقة غاوصنلاحظ 
    في حالة المصفوفات ثلاثية الأقطار.

)لتكن  :10مبرهنـة  )nA    مصفوفة ثلاثية الأقطار كتلياً بحيث تكون كتل القطر الرئيس

  قلوبة: )iiAالمصفوفات (
  إذا كانت  قيمة ذاتيّة لمصفوفة تكرار جاكوبيJ وكان ،  ًيحقق العلاقة: عددا  

  2 2 2( 1)        (17)  

 .ذاتيّة غير معدومة لمصفوفة التكرار  قيمة عندئذٍ تكون 
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 إذا كانت �لعكس ،  قيمة ذاتيّة غير معدومة لمصفوفة التكرار  وكانت  ّقيمة عددية
  .J لمصفوفة التكرارتكون حينئذٍ قيمة ذاتيّة  فإنّ  )17(تحقق العلاقة 

  الإثبـات:
  هي جذور كثير الحدود المميّز: لمصفوفة التكرار  الذاتيّةالقيم 

    1( ) det ( ) (1 )P I D E D F
           

  ولدينا

   
 

det( ) ( ) det ( ) (1 )

det ( 1)

D E P D E D F

D E F
            

        
  

1و�ستثناء حالة   )ليس قيمةً ذاتيّة للمصفوفة  0فإنّ  )سايدل التي عالجناها سابقاً -حالة غاوص

:ّلأن ،  

   
1

det (1 ) (1 ) det 0
p

n
ii

i

D F A


         

  ومن ثمّ 

  1/2 1/2
1/2 1/2

/2 1/2
1/2 1/2

1 1
det ( ) det

1 1
detn n

D E P D E F

D E F



                             
               

  

  نجد 8 المبرهنةوبتطبيق 

  
/2

1/2

/2
1/2

1
det( ) ( ) det

1
det

n n

n n
J

D E P D E F

D P



                  
               

  

)detوبما أنّ  ) detD E D   يكون  

  /2
1/2

1
( ) n n

JP P

               
  

) قيمة ذاتيّة غير معدومة للمصفوفة  نستنتج أنهّ إذا كانت  1)   ّفإن  
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1/2

1   

 
  

  .Jاتيّة للمصفوفة قيمة ذ
  :تحقق الشرط وكانت القيمة  Jقيمة ذاتيّة للمصفوفة  و�لعكس، إذا كانت 

  
2

2 2( 1)   
  


  

  .  ة ذاتيّة للمصفوفة تكون قيم فإنّ 

)لتكن  :11مبرهنـة  )nA    مصفوفة ثلاثية الأقطار كتلياً بحيث تكون كتل القطر الرئيس

  قلوبة: )iiAالمصفوفات (
جاكوبي طريقة قيّة فإنّ كلاً من إذا كانت جميع القيم الذاتيّة لمصفوفة تكرار جاكوبي الكتليّة حقي

  .تتباعدان معاً أو تتقار�ن معاً الكتليّة  SORوطريقة  الكتليّة
  تعطى �لعلاقة: قيمة أمثليّة في حالة التقارب، توجد 

  
2

2

1 1 ( )J

 
  

  (18)  

)تجعل المقدار  )  :ٍأصغر�ً ويكون عندئذ  
  

0 2
( ) min ( ) 1


 

        (19)  

  الإثبـات:
تكون أيضاً  قيمة ذاتيّة لمصفوفة تكرار جاكوبي الكِتليـّة فإنّ  برهنّا سابقاً أنهّ إذا كانت 

  حلاً للمعادلة: ، عندئذٍ تكون قيمة ذاتيّة للمصفوفة  . لتكن )8 برهنةم(قيمةً ذاتيّة لها 

  2 2 2(2 2 ) ( 1) 0             (20)  

وإنمّا تتعلّق فقط بقيمتها المطلقة،   نلاحظ هنا أنّ حلول هذه المعادلة لا تتعلّق بتغيرّات إشارة
0عندما تكون  ولهذا السبب يكفي أن ندرس تغيرّات   .  

  �لشكل (20)يكتب مميّز المعادلة 
  2 2 2 2 2 2 2 2(2 2 ) 4( 1) ( 4 4)                  
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  من إشارة المقدار فإشارة 

  2 2 4 4      

1)24مميّزه المختصر هو  ب الذي بدوره يمثّل ثلاثي حدود من الدرجة الثانية  )   .  

 حالـة ( ) 1J   
1تحقق  Jللمصفوفة  يوجد عندها على الأقلّ قيمة ذاتيّة     0وعندها يكون   

2ويكون  20 ( 2)       2ن جذران حقيقيا )20(ومن ثمّ يكون للمعادلة 1   
  ويكون

  

1

2 2 2 2 1/2

2 2 1/2

2

( )

1 1
( 2 2) ( 4 4)

2 2
1 1
( 2 2) ( 4 4)

2 2
1 1
( 2 2) (2 ) 1

2 2

  

            

          

         



  

أ�ً كانت (تتباعد أيضاً  SORل ذلك أنهّ إذا تباعدت طريقة جاكوبي فإنّ طريقة انستنتج من 
  .)قيمة الوسيط 

 حالـة ( ) 1J   

0في هذه الحالة يكون     ومن ثمّ يكون للمُمَيّز ن:اجذران حقيقي  

  

2

1 2 2

2

2 2 2

2 2 1 2

1 1

2 2 1 2

1 1

                  

  

وهذان الجذران موجبان لأنّ مجموعهما يساوي 
2

4


وجداؤهما يساوي أيضاً  

2

4


. بمقارنة هذين 

1الجذرين مع    2و   1نجد 20 1 2     .  ّ0وبما أن 2   
  : هذا ا�ال على النحو التاليفي تكون تغيرّات إشارة 
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  10 1 2

0 0

 

  
  

 1  :  

0في هذه الحالة يكون     وعندها تكون القيم الذاتيّة( )   للمصفوفة  عقديةّ مترافقة
)2ن جداؤهما يساوي جذران عقدّ�ن مترافقا )20(مثنىً مثنى ويكون للمعادلة  1)   ّومن ثم  

  1 1      

 10    :  
0في هذه الحالة يكون     وتكون القيم الذاتيّة( )   للمصفوفة  حقيقيّة موجبة، وذلك

  لأنّ 
  2 2 2( 1) / ( )         

  �تم هنا �لقيمة الذاتيّة الكبرى

  
2 2 2 2 1/2

1
2 2 ( 4 4)

2
           

   

وذلك �دف تعيين 
,

max
 

  لنحصل على تحديد من الأعلى لنصف القطر الطيفي( ) .  

0فعندما يكون  1   ،0 2   تتحقق المتراجحة التالية  

  
2 2 1/2

1
2 2 ( 4 4)

1
2

         
    

0نستنتج من هذا أنهّ أ�ً كانت  2    ّل طريقة افإنSOR  تتقارب. وهكذا، نكون قد
  .)لهما طبيعة واحدة في التقارب(تتقار�ن معاً أو تتباعدان معاً  SORأثبتنا أنّ طريقتي جاكوبي و 

)عل التي تج للوسيط  نرغب الآن في تعيين القيمة الأمثليّة  )  يمكن. لذا  أصغر ما
,0[1في ا�ال  بدلالة  ندرس تغيرّات  ]  مع ثبات القيمة الذاتيّة.  

  نجد �لنسبة للوسيط  )17(�شتقاق العلاقة 

  2 2 22( 1) 2( 1) 2
 

             
 
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  ومنه

  
2

2 2

2 ( 1) 2(1 )

2( 1)

      


       
  

  تحقق المتراجحة )20قيمة الجذر الأكبر للمعادلة ( 1وبما أنّ 

  2 2 2 2
1(2 2 2) ( 4 4) 0                

فإنّ مقام الكسر 


  ما يتعلّق �لبسط، لديناذو إشارةٍ موجبة. في 

  22 ( 1) 2(1 ) 4( 1) 2(1 ) 2( 1) 0                 

  لأنّ 
  0 2, 0 1, 0 1          

  ومن ثمّ 

  0





  

  :و�ذا نحصل على جدول التغيرّات التـالي

  

1

1

0 1

1

1
1

 


   




 

 

  
  نلاحظ هنا أنّ 

  
0

2

0 0

lim 1

1 (1 ) ( )

( 1) ( ) lim 1

O

O









  

        
 

         
 
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1وعند النقطة     1يكون 1    من جهةٍ �نية، المشتق .


غير معرّف عند النقطة  

1    ولكن النهاية من اليسار تساوي بتجميع الدراسة السابقة نحصل على منحني .
( )   0في ا�ال 2   ) مع ثبات قيمة(.  

  

)من الواضح أنّ القيمة الأصغريةّ للتابع  )   1تكون عندما   لندرس الآن تغيرّات .
  بدلالة  0عندما 1   17(. لدينا من العلاقة(  

  2 2 22 ( 1) 2
 

         
 

  

  أو

  
2

2 2

2

2( 1)

 


       
  

0وكذلك الحال �لنسبة للبسط. إذن  )كما رأينا سابقاً (المقام هنا موجب 





  ن ثمّ وم 

  
( )

( ) max ( ) ( ( )) ( ( ))
Sp J

J J 
           

والتي تحقق: أمّا القيمة الأمثليّة 
0 2

( ) min ( ) ( ) 1
 

 
          فهي  

  
2

2

1 1 ( )J

 
  

  

    المطلوب.إثبات وبذا يتمّ 

1 1 


21 10


1
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  تطبيـق: الحل العددي لمسألة بواسون بطريقـة الفروق المنتهيـة 5.

[0,1]في المربعّ  Poissonفقرة مسألة بواسون ندرس في هذه ال [0,1]   ) مسألة
(Dirichlet:  

  ( , ) ( , ) ( , )( )
( , ) ( , ) ( , )

u x y g x y if x yP
u x y f x y if x y

      



  (21)  

\ حيث   


   �بعان معروفان fو   .gيمثّل مجموعة النقاط المحيطيّة للمربعّ  
مطبّقةً على شبكة مربعّة طريقة الفروق المنتهية بخمس نقاط نبحث عن حلٍّ عددي للمسألة �ستخدام 

  :خطو�ا
1 /h x y n      

  
  .hشبكة النقاط المربعّة 

  عرّفن
 :"شبكة النقاط" 

 ( , ) ( , ), 0 ,h i jx y ih jh i j n      
 :"النقاط المحيطيّة" 

 ( , 0),( ,1),(0, ),(1, ), 0 ,h i i j jx x y y i j n     
 :"النقاط الداخليّة" 

\h h   


  

y

x

0
0

ix

jy

1

1
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 :نذكّر هنا �لخاصّة التحليليّة التاليـة  
إذا كان  4 [ , ]G C x h x h    ّفإن  

  
2

(4)
2

( ) 2 ( ) ( )
( ) ( )

12
G x h G x G x h h

G x G
h

x h x h

      

    

  

)افترضنا أنّ حلّ المسألة فإذا  )P  :كان نظامياً بما يكفي فإننا نستطيع أن نكتب  

  

1, , 1, , 1 , , 1
2 2

2 4 4

, 4 4

2 2

( , ) ( , )
12

1 , 1

i j i j i j i j i j i j

i j i j i j

u u u u u u

h h

h u u
g y x

x y
i j n

   
           

          
  

  

  حيث

  , 1 1

, 1 10 , 1 , 1

( , )
,

( , )
i j i j i i i

i j i j i j ji j n i j n

u u x y x x

g g x y y y
 

     

   
   

  

  التاليـة:المسألة المنقطعة وهذا يقود� إلى 

  ( , ) ( , ), 1 , 1,
( )

( , ) ( , ), {0, } {0, }
h h i j i j

h
h i j i j

u x y g x y i j n
P

u x y f x y i n j n

        
  (22)  

  حيث

  1 1 1 1

2

( , )

4 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
h h i j

h i j h i j h i j h i j h i j

u x y

u x y u x y u x y u x y u x y

h

   

 
     

 الشروط عند الأطراف  

)يؤول الشرط عند المحيط  , ) ( , )u x y f x y  في المسألة( )P  إلى شروط عددية عند النقاط
  :hالمحيطيّة 

  ,( , ) ( , ) , ( , )h i j i j i j i j hu x y f x y f x y     
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 جملة المعادلات الخطيـّة  
)نقاط الشبكة وفق ترتيبٍ نختاره بشكل مناسب تؤول المسألة  بترقيم )hP  إلى جملة معادلات

  خطيّة ��اهيل

  { ( , ) : 1 , 1}h i ju x y i j n    

مصفوفتها مربعّة من النمط  2( 1)n
 .  

  سطر-الترقيم سطر أسلوبأولاً: 

اليسار إلى اليمين ومن الأسفل إلى الأعلى كما هو مبينّ في  من الأسلوب يجري الترقيم وفق هذا
5nالشكل التالي في حالة  :  

  

13 14 15 16

9 10 11 12

5 6 7 8

1 2 3 4

  

  الشكل:الأسلوب في الترقيم وفق هذا  الخطيّة�خذ مصفوفة الجملة 

  
2

1

G I

I G I

A
h I G I

I G

                      

    

1nمصفوفة مطابقة من المرتبة  هي Iحيث   ،G 1: مصفوفة مربعّة من المرتبةn  :من الشكل  

  

4 1

1 4 1

1 4 1

1 4

G

                      

    
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ذات قطرٍ ، وهي أيضاً رّفة موجبةثلاثية الأقطار كِتلياً متناظرة ومع Aنلاحظ هنا أنّ المصفوفة 
i,. يمكن التحقق بسهولة من أنّ القيم الذاتيّة رئيسٍ مسيطر j  والأشعّة الذاتيّة,i jV  للمصفوفةA 

  تعطى �لعلاقات:

   2 2
, 2 22

,

4
sin sin , 1 , 1

[ , ] sin( ) sin( ), 1 , , , 1

i j n n

i j n n

i j i j n
h

V p q p i q j i j p q n

 

 

     

    
  

القيم الذاتيّة هي نلاحظ هنا أنّ أصغر 
2

28
1,1 2

sin
nh
   وأنّ أكبرها هي

2
28

1, 1 2
cosn n nh


  .  

  من اليسار إلى اليمين ومن الأعلى إلى الأسفل-قطر�ً الترقيم  أسلوب: �نياً 

5nقطر�ً كما هو مبينّ في الشكل التالي في حالة وفق هذا الأسلوب يجري الترقيم  :  

  

7 11 14 16

4 8 12 15

2 5 9 13

1 3 6 10

  

  الشكل:الأسلوب في الترقيم �خذ مصفوفة الجملة الخطيّة وفق هذا 

  

1 1

1 2 2

2 3 3

3 4 32

3 3 2

2 2 1

1 1

4

4

4
1

4

4

4

4

T

T

T T

T

T

I C

C I C

C I C

A C I C
h

C I C

C I C

C I

                           

  

  مصفوفات معرّفة كما يلي: 1C ،2C ،3Cوحيث  kهي مصفوفة مطابقة من المرتبة  kIحيث 

   1 2
1 1

1 1 ,
1 1

C C
            
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  3

1 1

1 1

1 1

C

               

  

الكتل . ونلاحظ أنّ ، متناظرة وذات قطرٍ رئيسٍ مسيطرثلاثية الأقطار كِتلياً  Aنلاحظ هنا أنّ المصفوفة 
مراتبها مصفوفات مربعّة قطريةّ هي فيها  القطريةّ 1, 2, 3, 4, 3, 2,   على الترتيب. 1

  يجري الانتقال من نظام الترقيم وفق الأسطر إلى نظام الترقيم القطري �جراء التبديل التالي: ملاحظة:

  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

( ) 1 3 6 10 2 5 9 13 4 8 12 15 7 11 14 16

i

i
  

  يعرّف هذا التبديل مصفوفة الانتقال:

   
1 ( )

,
0 ( )ij ij

j i
P p p

j i

      
  

  متعامدة وتحقق العلاقة: Pالمصفوفة 

  TA P AP  
)spمتشا�تان. ينتج من ذلك أنّ  Aو  Aأيْ أنّ المصفوفتين  ) sp( )A A.  

  لتي نعرضها في المبرهنة التالية:يمكن التحقق بسهولة من صحّة الخواص ا

 Aسطر، ولتكن -الترقيم سطر أسلوب مصفوفة الجملة الخطيّة الموافقة لاختيار Aلتكن  :12مبرهنـة 
مصفوفة الانتقال  Pالترقيم القطري. ولتكن  أسلوب مصفوفة الجملة الخطيّة الموافقة لاختيار

  الخواص التالية:سطر إلى نظام الترقيم القطري. عندئذٍ تتحقق -من نظام الترقيم سطر

الكتليّة في حالة مصفوفة  SORالنقطيّة مع طرائق جاكوبي و  SORتتطابق طرائق جاكوبي و  أولاً:
iiAية مصفوفا�ا القطر  Aثلاثيّة الأقطار كتلياً 

 :ّهي مصفوفات قطرية نقطياً، أيْ أن  

  1, 1, , ,, ,p B p B p BJ J              

,ترتبط مصفوفات الطرائق التكراريةّ  �نياً: ,, , ,p p p pJ J     الموافقة للمصفوفتينA  وA 

  �لعلاقات:
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       

, ,

, ,

,

,

T T
p p p p

p p p p

J P J P P P

J J

 

 

 

     

 

 

 

 
  

المتعلّقة بتقارب الطرائق التكراريةّ في الحالة الكتليّة لمصفوفة ثلاثيّة  10و  9بتطبيق المبرهنات  نتيجة هامة:
  السابقة نجد: 12خواص المبرهنة  علىواعتماداً  Aالأقطار كتلياً على المصفوفة 

  

       

   

   

 
 

2 2
1, 1,

2 2

, ,, 0 2 0 2

,

2

2

2 2

1 1 1 1

min min

1

1 1
1

1 1

p

p

p p p p

p p

p p

p pp

pp

p
p

p

J J

J J

J

J





 

   






      

    
     

       
       

  
   

  

 

  




 






 

  

  د ووحدانية الحل العددي للمسألة المنقطعة وجو( )hP  

2أ�ً كانت قيمة  :13مبرهنـة  n  فإنّ المسألة( )hP  ًتقبل حلاً وحيدا  

{ ( , ) :0 , }h i ju x y i j n   

)4، إذا كان حل مسألة بواسون لذلكإضافةً  )u C  :ّفإن  

  2

0 ,
max ( , ) ( , )i j h i j
i j n

u x y u x y c h
 

    

  حيث

  
4 4

4 40 , 1 0 , 1

1
max ( , ) max ( , )

24 x y x y

u u
c x y x y

x y   

          
  

سايدل -لنبحث الآن في تعيين نصف القطر الطيفي لكلّ من الطرائق التكراريةّ: جاكوبي، غاوص
  .النقطيّة والكتليّةوذلك في الحالتين  SORو طريقة 
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  الحالـة النقطيّة 1.5.
(a :تعطى مصفوفة التكرار في هذه الحالة �لعلاقـة: طريقة جاكوبي  

  
2

1

4p
h

J I D A I A     

  هي pJيتبينّ من ذلك أنّ القيم الذاتيّة للمصفوفة 
  21

,4
sp( ) {1 : 1 , 1}p i jJ h i j n       

  لدينا .Aفوفة أمّا الأشعّة الذاتيّة لهذه المصفوفة فهي ذات الأشعة الذاتيّة للمص

  
2

2 2
,

cos cos
1 1 sin sin

4 2 2 2i j
h i h j h

i j
n n
    

       

  ومن ثمّ يكون

  
1 , 1

cos cos
( ) max cos( )

2p
i j n

i h j h
J h

  

  
     

ينتج من ذلك أنّ نصف القطر الطيفي لمصفوفة تكرار جاكوبي أصغر تماماً من الواحد، أي أنّ 
  طريقة جاكوبي النقطيّة تتقارب. من جهةٍ �نية، لدينا

  
2 2

4cos( ) 1 ( )
2
h

h O h


     

  أي أنّ معدّل التقارب لطريقة جاكوبي النقطيّة يساوي

  
2 2 2 2

4( ) ln 1 ( )
2 2p
h h

J O h

           
  

(b لاعتماد على النتيجة السابقة نستطيع أن نكتب سايدل:-طريقة غاوص�  

  2 2 2 2 4
1,( ) ( ) cos ( ) 1 ( )p pJ h h O h          

  ومن ذلك نستنتج معدّل التقارب لهذه الطريقة

  2 2
1, 1,( ) ln ( )p p h        

  نلاحظ هنا أيضاً بطء هذه الطريقة ولكنّها أسرع مرتين �لمقارنة مع طريقة جاكوبي النقطيّة.
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(c طريقةSOR: :لدينا، اعتماداً على النتيجة السابقة أيضاً النتائج التالية  

  
2 2

2 2 2
1 sin( )1 1 ( ) 1 1 cos ( )

p

p
hJ h

   
      

  

  ومنه

 
,

3
2

3

2 1 sin( )
( ) 1 1

1 sin( ) 1 sin( )

1 ( )
1 2 ( )

1 ( )

p
pp

h
h h

h O h
h O h

h O h





 

      
   

  
    

  


  

  ويعطى معدّل التقارب �لعلاقة
  

,
( ) 2

p p
h 

    

مقارنةً �لحالتين السابقتين حيث كان  hنلاحظ في هذه الحالة أنّ معدّل التقارب أصبح من رتبة 
  .2hمن رتبة 

pلربح الذي نجنيه من استعمال القيمة الأمثليّة إن ا ملاحظـة:
  في طريقةSOR  هامٌ جداً، وذلك

  لأنّ 

  ,

2 2
1,

( )
2 2 2

( )
p p

p

h n
hh

 






 
  




  

1فعلى سبيل المثال، في حالة  / 100h   تقوم طريقةSOR  الأمثليّة بعدد من التكرارات

200ب  أقلّ 
63.662


 سايدل للوصول إلى الدقةّ -مرةّ من العدد اللازم لطريقة غاوص

 المطلوبة في حل الجملة الخطيّة.

  الحالـة الكِتليـّة 2.5.
  لدينا في هذه الحالة

  
2

1
B

G

D
h G

          

  

i,لنبرهن أنّ الأشعة الذاتيّة  jV  للمصفوفةA  هي أيضاً أشعّة ذاتيّة للمصفوفةBDفي الواقع .  
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        

    

     

( 1) ( 1), 2

( 1) ( 1)
2

2

1
[ , ] 4 sin sin sin sin sin sin

1
sin 4 sin sin sin

2
sin sin 2 cos

pi qj p i qj p i qjB i j n n n n n n

qj pi p i p i
n n n n

D V p q
h

h

q j p i i
n n nh

      

    

           

                  
       
 

  

  ومن ثمّ، يكون

  , ,2

2
2 cosB i j i jD V i V

nh

     
     
 

  

i,وبما أنّ الأشعّة  jV  هي أشعة ذاتيّة للمصفوفةA  1وكذلك للمصفوفة
BD
 فهي أشعّة ذاتيّة ،

  لمصفوفة تكرار جاكوبي الكِتليّة:
  1

B BJ I D A    
  لدينا

  2 2
, ,2

4
sin ( ) sin ( )

2 2i j i jA V i j V
n nh

      
  

  

  ومنه

  
2

2 2
, ,2

, ,

4
1 sin ( ) sin ( )

2 22(2 cos( ))
B i j i j

n

i j i j

h
J V i j V

n ni h

V



             
 

  

  حيث

  ,
2 cos( ) cos( ) cos( )

1
2 cos( ) 2 cos( )i j
i h j h j h

i h i h

              
  

  ومن ثمّ 

  2 2 4
1,1,

,

cos( )
( ) max 1 ( )

2 cos( )B i j
i j

h
J h O h

h
       

 
  

  ويكون معدّل التقارب في هذه الحالة مساو�ً 

  2 2( )BJ h   

  مرتّين من طريقة جاكوبي النقطيّة:نلاحظ هنا أنّ طريقة جاكوبي الكِتليّة أسرع 

  2 21
2

( )pJ h   
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ذاتيّة �لاعتماد على المبرهنات والخواص المتعلّقة �لمصفوفات ثلاثية الأقطار، وكون القيم ال
  :لمصفوفة جاكوبي حقيقيّة، يكون لدينا

  
2 2

1,
2 2

1,

( ) 1 2

( ) 2
B

B

h

h

  

 








  

  وكذلك

  
2

2
, 2

1 1 ( ) 1 2
( ) 1 2 2 ( )

1 21 1 ( )B

B
B

B

J h
h O h

hJ


    
     

   
   

  ومنه
  

,
( ) 2 2

B B
h 

    

  

  الي:ـنلخّص النتائج السابقة في الجدول الت

  الحالة الكِتليّة  الحالة النقطيـّة  

          

  جاكوبي
2 2

1
2
h

  
2 2

2
h  2 21 h  2 2h  

2  سايدل-غاوص 21 h  2 2h  2 21 2 h   2 22 h  

SOR 1  الأمثليّة 2 h   2 h  1 2 2 h   2 2 h  

  .)لي بوسيطٍ أمث(الأمثليّة  SORتوضّح الدراسة السابقة أهميّة طريقة 

فإنّ عدد التكرارات اللازمة لذلك  برهنّا فيما سبق أنهّ إذا أرد� خفض الخطأ الابتدائي بنسبة 
  .يتناسب عكساً مع معدّل تقارب الطريقة التكراريةّ 
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  فعلى سبيل المثال، إذا كان

  
6

2

10

10 100h n





 

  
  

  فإنّ عدد التكرارات اللازم للوصول إلى الدقّة المطلوبة يكون من رتبة:

  
6ln10 6 ln10 13.8

  




  
  

  بتطبيق ذلك على الطرائق التكراريةّ السابقة نحصل على النتائج التاليـة:

 الأمثليّة SOR  سايدل-غاوص  جاكوبي  

  219  13982  27964  النقطيّةالحالة 

  155  6991  13982  الحالة الكتليّة

  عدد التكرارات في الحالتين النقطيّة والكتليّة.

  لة النقطيّةالتطبيق العملي للخوارزميات التكراريةّ في الحا 3.5 .
  أولاً: صياغة العلاقات التكراريةّ

سايدل أو خوارزميّة -لتبسيط كتابة العلاقات التكراريةّ صياغة خوارزميّات جاكوبي، غاوص
SOR  نرمز �لكتابة( )

,
k
i jU  لقيمة شعاع التكرار( )h ku  عند النقطة( , )i jx y  ،من نقاط الشبكة

0أ�ً كان  ,i j n .  

)0نذكّر هنا أنّ الهدف هنا هو إنشاء متتالية من الأشعّة  )h ku   تتقارب من الحلّ العددي

hu  عندما يسعى الدليلk لا�اية، أيْ إلى ال  

  lim ( )h k h
k

u u


  
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  خوارزميّة جاكوبيJacobi  

  تكرار جاكوبي في الحالة النقطيّة يكتب �لشكل: أنّ يمكن أن نرى بسهولة 

  
 

2
( 1) ( ) ( ) ( ) ( )
, 1, , 1 1, , 1

1
( , )

4 4

1 1

1 1

k k k k k
i j i ji j i j i j i j

h
U U U U U g x y

i n

j n


   

           

  

)علماً أنّ  )
, ( , )k
i j i jU f x y  عندما( , )i j hx y  .  

 سايدل -خوارزميّة غاوصGauss-Seidel 

  سايدل في الحالة النقطيّة الشكل:-�خذ تكرار غاوص

  
 

2
( 1) ( ) ( ) ( 1) ( 1)
, 1, , 1 1, , 1

1
( , )

4 4

1 1

1 1

k k k k k
i j i ji j i j i j i j

h
U U U U U g x y

i n

j n

  
   

           

  

  خوارزميّةSOR  

1أ�ً كان  في الحالة النقطيّة كالآتي: SORيكتب تكرار  , 1i j n    ّفإن  

   
2

( 1) ( ) ( ) ( 1) ( 1)
, 1, , 1 1, , 1

( )
,

1
( , )

4 4

(1 )

k k k k k
i j i ji j i j i j i j

k
i j

h
U U U U U g x y

U

  
   

 
        
  

   

  

  �نيـاً: ترتيب الحساب العددي

)تحسب قيم التكرار  1)
,
k
i jU   وفق خطوط الشبكة، سطراً سطراً، من الأسفل إلى الأعلى ومن
  اليسار إلى اليمين كما يلي:

  ( 1)
,

: 1 1

: 1 1 k
i j

for j to n do

for i to n do Compute U 

  
    

  



عالرابالفصل   156 

    

  ةالتكراريّ الطرائق تقارب  �لثـاً:

  وجد� عند دراسة تقارب الخوارزميّات التكراريةّ في الحالة النقطيّة النتائج التالية:
 طريقة جاكوبي 

  
 

2 2
4

2 2

0

( ) cos( ) 1 ( )
2

( ) ln cos( )
2

p

p

h
J h O h

h
J h


     


    

  

 سايدل-طريقة غاوص 

  
2 2 2 2 4

1,
2 2

1, 1,
0

( ) ( ) cos ( ) 1 ( )

( ) ln ( )
p p

p p

J h h O h

h

        

    



  
  

  طريقةSOR مع وسيط أمثلي  

  

 
2

,

, , 0

2
1 sin( )

( ) 1 1 2 ( )

( ) ln ( ) 2

p

pp

p p

h

h O h

h



 






  

              



  

  

  وضع الابتدائي للتكرارال رابعـاً:

    0, , ,0 ,0
1

( , ) (1 ) (1 )
2

1 , 1

h i j i j i n j j i j i nu x y x f x f y f y f

i j n

            
  

  

  اختبار التوقّف خامساً:

0ليكن  :تتوقف عمليّة الحساب التكراري عندما يتحقق الشرط .  

  
1 , 1

( , ) ( ) ( , )max( ) h i j h k i jh h k i j n
u x y u x yu u    

    

  أثناء الحساب، نستخدم اختباراً من النمط:في وللتحقق من هذا الشرط 

  1( ) ( )
1

k
h k h k

k
u u 


 

 
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  :نستعملعند تطبيق خوارزميّة جاكوبي 

  cos( ) ( ), 0k ph J k       

 يمكننا استعمالسايدل-عند تطبيق خوارزميّة غاوص : 

  1

1

( ) ( )

( ) ( )
h k h k

k
h k h k

u u

u u
 

 


 


  

 ويلاحظ في هذه الحالة أنّ 

  2
1,lim cos ( ) ( )k p

k
h


       

  عند تطبيق خوارزميّةSOR :تعملنس  

,

1 sin( )
( ) 1 , 0

1 sin( )k pp

h
k

h



 

       
 

  

  تطبيق عددي للخوارزميات التكراريةّ في الحالتين النقطيّة والكتلية 4.5 .

[0,1]نعالج في هذا المثال مسألة بواسون المعرّفة على المنطقة  [0,1]    :كما يلي  

  ( , ) ( , ) ( , )

( , ) cos(2 ) ( , )
x y

u x y g x y if x y

u x y x y e if x y


       



 

  حيث

  2 2 2( , ) ( ) (4 1)cos(2 ) 4 sin(2 )
x y

g x y e x y x x y x y
          

 

  لتي تقبل حلاً تحليلياً وحيداً معطى �لصيغةوا

  ( , ) cos(2 )
x y

u x y x y e


   

)بيانياً للحل  تمثيلاً يبينّ الشكل التالي  , )u x y .إضافةً إلى خطوط السوّية له  
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بي لمقارنة كفاءة طرائق الحل التكراريةّ التي رأيناها في هذا البحث نطبّق خوارزميات جاكو 
الأمثليّة في الحالتين النقطيّة والكتليّة عند تجزئة المربعّ  SORسايدل وخوارزميّة -وغاوص

[0,1] [0,1]    1بخطوة مقدارها / 32h   ودقّة في تعيين الحل التقريبي تساوي
510 . رزميّة عدد التكرارات اللازمة للوصول إلى تقريب �لدقةّ المطلوبة للحل نسجّل لكل خوا

 :العددي

  ( , ) : 1 , 32h i iu x y i j  

  فنحصل على النتائج المبيّنة في الجدول التالي:

 الأمثليّة SOR  سايدل-غاوص  جاكوبي  

  83  1116  2203  النقطيّةالحالة 

  59  560  1141  الحالة الكتليّة

32nعدد التكرارات في حالة    510و .  

ئج النظريةّ المتعلّقة بسرعة تقارب كلّ من نلاحظ من الجدول السابق تطابق النتائج العمليّة مع النتا
  الخوارزميات الثلاث في الحالتين النقطية والكتليّة.
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  مسائل وتمارين 6.

aليكن   ..61    2ولتكن( )A   من الشكل  

  1

4 1

a
A

a

       
  

)احسب كلاً من  لاً:أوّ  )J  1و( )   بدلالة الوسيطa.  
1نفرض �نيـاً:  / 4a  ّبرهن أن .  

  1/2( ) 1   
  وأنّ 

  1/2

1 ( )
( )

2

J 
   

aليكن   .6.2    3ولتكن( )A   من الشكل  

  
1

1

1

a a

A a a

a a

          

  

aعينّ قيم الوسيط لاً: أوّ     التي تجعل المصفوفةA .معرّفة موجبة  
aما هي قيم الوسيط �نيـاً:    التي تتقارب عندها طريقة جاكوبي؟  
aالوسيط ما هي قيم  �لثـاً:   سايدل؟-التي تتقارب عندها طريقة غاوص  
aما هي قيم الوسيط  :رابعاً     أسرع من طريقة جاكوبي؟ سايدل-غاوصالتي تكون عندها طريقة  

  ليكن  3.6.

  5 1 5
,

0 1 / 2 1 / 2
B b

   
             

  

1  نعرّف الطريقة التكراريةّ: , 0k kx B x b k      

1بينّ أنّ  لاً:أوّ 

1
x

 
     

xيحقق المعادلة   B x b  .  
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0ليكن  �نياً:
1

1
x

       
  .بدلالة  kx. احسب 

هل تتقارب المتتالية   0k kx  إلى x ؟  

0نختار الآن  �لثاً:
1 2

1 9
x

        
. هل تتقارب المتتالية   0k kx   إلىx.؟ اشرح لماذا  

)3لتكن   .6.4 )A    معرّفة �لعلاقةA I E F   حيث  

  
0 2 0 0 0 0

1 0 0 , 0 0 0

0 0 0 1 1 0

E F

   
   
       
   
      

  

  الموافقة لهذا التحليل، أيْ  SORمصفوفة تكرار طريقة  لتكن   
   1( ) (1 )I E I F

          
)ومن ثمّ استنتج نصف القطر الطيفي  القيم الذاتيّة للمصفوفة  احسب بدلالة  لاً:أوّ  ) .  

الذي  . عينّ قيمة الوسيط الأمثلي SORالتي تتقارب عندها طريقة  عينّ قيم الوسيط  �نياً:
)يجعل  )  .ًأصغر�  

)لتكن   .6.5 )nA    مصفوفة قلوبة و( )nB  :ولتكن جملة المعادلات الخطيـّة .  

  1 2 1

1 2 2

A z B z b

B z A z b

   
   

  

1نضع  .nأشعّة من  2bو  1z ،2z ،1bحيث  2 1 2( , ) , ( , )T TZ z z b b b .  
  الطريقتين التكراريتّين التاليـتين:  لازماً وكافياً لتقارب كلٍّ منأوجد شرطاً  لاً:أوّ 

  
1 1

1
1 1 1

2

0
( )

0
k k

A B A b
i Z Z

A B A b

 

  

                       
  

  
1 1

1
1 1 2 1 1

2 1

0
( )

0 ( ) ( )
k k

A B A b
ii Z Z

A B A b B A b

 

   

                          
  

  لات تقارب الطريقتين السابقتين.قارن معدّ  :�نياً 
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)مصفوفتين من  Bو  A لتكن  .6.6 )n   وليكنa  وb شعاعين منn نعرّف العلاقات .

 ريةّ:التكرا

  1
0 0

1

, 0,
, ,

, 0,
k kn n

k k

x B y a k
x y

y A x b k




          
   1(M )  

)من المتتاليتين  لتقارب كلٍّ  الشرط اللازم والكافي أوجد أولاً: )kx  و( )ky.  

2kنضع  �نيـاً: n
k

k

x
z

y

 
     

 1. برهن أنّ جملة التكرارات(M تكتب �لشكل المكافئ  (

1k kz C z c     2مصفوفة مربعّة من المرتبة  حيثn . ّمن  صيغة كلٍّ  عين
M)1بدلالة عناصر  cوالشعاع  Cالمصفوفة  ).  

)أنّ  برهن :�لثـاً  ) ( )C AB  .  

  نعرّف الآن العلاقات التكراريةّ التاليـة

  1
0 0

1 1

, 0,
, ,

, 0,
k kn n

k k

x B y a k
x y

y A x b k


 

          
   2(M )  

)الشرط اللازم والكافي لتقارب المتتاليتين  أوجد رابعـاً: )kx  و( )kyلة..في هذه الحا  
M)2كما في الطلب الثالث أنّ جملة التكرارات   برهن خامسـاً:   :تكافئ تكراراً من الشكل (

  1k kz D z d     

  .dتحديدها وتحديد الشعاع  يطلب 2nمصفوفة مربعّة من المرتبة  Dحيث 
)أنّ  برهن :سادسـاً  ) ( )D AB  .  
M)1معدّلات التقارب لكلّ من التكرارين  قارن :سابعـاً  M)2و  ( ).  

)لتكن  .6.7 )nB   نفترض وجود عدد .   بحيث  صفوفاتي ملحق ونظيم م

1B يكون   .  

 الأشعّة لتكن متتالية

  0

1 0

n

k k

x

x B x c k

     

  
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برهن تقارب المتتالية  لاً:أوّ  kx ما العلاقة التي تحققها النهاية .x؟  
متتالية الرواسب الموافقة للمتتالية  نعرّف �نياً: kx لعلاقـة�:  

  ( ) , 0k kr c I B x k      

1  :برهن صحّة العلاقات التالية

1
0, k k k

k k

r x x
k

r B r




      
  

  واستنتج أنّ 
  1 0 0( )kkx x I B B r        

  أثبت أنّ  �لثاً:
  1 1

0 0 0( ) ( )k
kx x I B r x B I B r          

  نّ أثبت أ رابعاً:

  1 1
( )

1
I B

B
 


  

  واستنتج المتراجحة التاليـة

  01

k

k
B

x x r
B

  


  

  لتكن المصفوفة خامساً:

  

2 1 0 0

3 2 0 11
0 1 2 110
2 1 1 1

B

 
 
 
    
 
  

  

اختر نظيماً مصفوفاتياً ملحقاً وأوجد تقديراً مناسباً للعدد     بحيث يكون
1B    واستنتج قيمة الحد الأدنى ،m  لعدد التكراراتm  اللازم لكي يتحقق

  الشرط:

  0, mm m x x r      
  عددٌ معطى. حيث 
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)لتكن  .6.8 )nA    0مصفوفة قلوبة. وليكن ( )nX    1تقريباً للمقلوبA .

وذلك  1Aيهدف هذا التمرين إلى توضيح خوارزميّة تسمح بحساب تقريبٍ أفضل للمقلوب 
  �نشاء متتالية من المصفوفات تتقارب إليها.

  نضع

0 0R I A X    

0 نفترض أنّ و  1R   .  

  برهن أنّ  لاً:أوّ 
  1 1 2

0 0 02A X I A X A R       
  نعرّف المتتاليتين :�نياً 

   1 12 , 1

, 0
k k k

k k

X X I A X k

R I A X k
 

        
  

  برهن أنّ 
  2

1k kR R   
  واستنتج أنّ 

  1lim k
k

X A


  

  نعيد صياغة العلاقات التكراريةّ السابقة �لشكل التالي: :�لثاً 

  1 1
2

1

( )
, 1k k k

k k

X X I R
k

R R
 



    
  (H)  

  أثبت أنّ 

       12 2
1 1 0 0 0 0

k

k k kX X I R X I R I R I R


 
         
  

  ملاحظـة:
تقريب جيّد  في تعيين Hotelling-Bodewigخوارزميّة  (H)تمثّل علاقات التدريج 

  .1Aللمقلوب 
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[0,1]ليكن  .6.9 [0,1]  :ولتكن المسألة التفاضليّة التالية .  

  ( , ) 0 ( , )(P)
( , ) 1 ( , )

u x y x y

u x y x y

      



  

  :بشبكةٍ فيها أربع نقاط داخليّة كما في الشكل التالي نقطّع الساحة 

  

 1
2
1

2


1/3

1/3

1/3 1 2

3 4

  
التي نحصل عليها بتطبيق طريقة الفروق المنتهية بتقريب المؤثرّ  )بدلالة (اكتب المعادلات الخطيّة  لاً:أوّ 

 نقاط. بخمس  
)استنتج مصفوفة تكرار جاكوبي  �نياً: )J .  
)احسب قيمة  �لثاً: ( ))J .  

  
  

    
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  الفصل الخامس
  القيم والأشعّة الذاتيّة

 حساسيّة العناصر الذاتيّة § 1.

 طريقة القوى التكراريةّ § 2.

 طريقة التكرار المتعامد § 3.

  QR خوارزميّة .4 §
  جاكوبي طريقة § 5.

 مسائل وتمارين § 6.

لذاتيّة لمصفوفةٍ مربعّة. تواجهنا هذه ندرس في هذا الفصل مسألة حساب القيم الذاتيّة والأشعّة ا
المسألة في العديد من المواضع حيث �خذ المصفوفة المربعّة أشكالاً متنوّعة، فقد تكون كثيرة الأصفار أو 
كثيفة، صغيرة المرتبة أو كبيرة، وفي أغلب الأحيان تكون متناظرة. تتعلّق الطريقة المستعملة في حساب 

  .)كلّها أو بعضها(التي نريد حسا�ا  القيم الذاتيّة بعدد القيم

هي مسألة غير سهلة ويمكن أن تكون أيضاً  غير متناظرةإنّ تعيين القيم والأشعّة الذاتيّة لمصفوفة 
غير مستقرةّ �لنسبة للتشويشات في عناصر المصفوفة، وهذا ما يجعل تصميم خوارزميّات عامّة لمعالجة 

ى، تتميّز المصفوفات المتناظرة �ستقراريةّ جيّدة في مسألة حساب هذه المسألة أكثر صعوبة. من جهةٍ أخر 
  عناصرها الذاتيّة.

؛ ومن ثمّ نستعمل هذه القيم في تعيين الأشعّة الذاتيّة إذا رغبنا دةً بتعيين القيم الذاتيّة أولاً نقوم عا
ح بتعيين أكبر القيم في تعيين هذه الأشعّة. يستثنى من هذه القاعدة طريقة القوى التكراريةّ التي تسم

  الذاتيّة طويلةً إضافةً إلى شعاعٍ ذاتيّ موافق.

. تتلخّص مسألة تعيين العناصر الذاتيّة لهذه المصفوفة nمصفوفة مربعّة من المرتبة  Aلتكن 
�لبحث عن أعدادٍ     ٍ0وأشعّة nv  بحيث يكون ،  



الخامسالفصل   166 

    

  .Av v    (1)  

شعاعاً ذاتيّاً موافقاً لهذه  vكما نسميّ الشعاع   Aقيمةً ذاتيّة للمصفوفة  نسميّ العدد 
  على الشكل (1). يمكن كتابة المعادلة القيمة

  ( ) 0nA I v     (2)  

0vحلاً  (2)تقبل المعادلة   إذا وفقط إذا كان  

  ( ) det( ) 0A nA I       

)نسميّ كثير الحدود  )A    كثير الحدود المميّز للمصفوفةA يتبينّ من ذلك أنّ القيم الذاتيّة .
  هي جذور كثير الحدود المميّز. Aللمصفوفة 

  حساسيّة العناصر الذاتيّة 1.

متتالية من تحويلات التشابه  Aفةٍ مربعّة تولّد العديد من خوارزميّات حساب القيم الذاتيّة لمصفو 

kX  1هدفها جعل المصفوفةX A X    أقرب ما يمكن إلى القطريةّ. وهنا نتساءل عن مدى
  التالية �لإجابةٍ. Gershgorin ؟ تزوّد� مبرهنةة في المصفوفة لقِيَمها الذاتيّةتقريب قيم العناصر القطريّ 

)Gershg 1مبرهنـة  orin)  

1Xمصفوفة مربعّة وليكن التحويل  Aلتكن  A X D F      حيث

1diag( , , )nD d d   وF الرئيس معدومة. عندها يكون مصفوفة مربعّة عناصر قطرها  

  
1 1

sp( ) , :
nn

i i i ij
i j

A D D z z d f
 

             
  (3)  

  من الفصل الرابع. 4انظر المبرهنة  الإثبـات:

  ملاحظات:

   يبرهن أنهّ في حالة كون أحد الأقراصiD  ّمعزولاً عن بقيّة الأقراص في المستوي العقدي فإن
  .Aمن القيم الذاتيّة للمصفوفة فقط يحوي قيمة ذاتيّة واحدة هذا القرص 
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   ّبما أنsp( ) sp( )A A   فإنّ المبرهنة السابقة تبقى صحيحة عند استعمال عناصر أعمدة
مما يسمح  iDقراص بدلاً من عناصر أسطرها في حساب أنصاف أقطار الأ Fالمصفوفة 

  بتحديدٍ أفضل لتوضّع القيم الذاتيّة في المستوي العقدي.

  لتكن المصفوفة مثـال:

  
10 2 3

1 0 2

1 2 1

A

           

  

  لدينا هنا
sp( ) {10.226, 0.387 2.2216 , 0.387 2.2216 }A i i    

  في هذه الحالة: Gershgorinوتكون أقراص 

1

2

3

{ : 10 5}

{ : 3}

{ : 3}1

D z z

D z z

D z z

  
 
 

  

نلاحظ هنا أنّ استعمال عناصر العمود الأوّل بدلاً من السطر الأوّل يسمح بتحديدٍ أفضل لنصف قطر 
}فيصبح  1Dالقرص  : 10 2}z z    وهذا تحديدٌ أفضل لتوضّع القيمة الذاتيّة

1 10.226 .  

ن تطبيقات حساب القيم الذاتيّة، إلى معرفة مدى �ثير التشويشات تبرز الحاجة، في العديد م
  الصغيرة في حساب القيم الذاتيّة لمصفوفة. المبرهنة التالية تلقي بعض الضوء في هذا الخصوص.

 2مبرهنـة  Bauer-Fike  

)spولنفترض أنّ  nربعّتين من المرتبة مصفوفتين م Eو  Aلتكن  )A E   إذا .
  وجد تحويلٌ يحقق

  1
1diag( , , )nX A X D        

  فإنّ 
  

sp( )
min ( ) pp

A
X E


       (4)  

1أ�ً كان  p.  
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  الإثبـات:
)spلحالة التي يكون فيها يكفي أن نبرهن ا )A  .نعلم في هذه الحالة أنّ المصفوفة  

1 ( )X A E I X        
  غير قلوبة ومن ثمّ تكون المصفوفة

1 1( ) ( )I D I X E X        
  غير قلوبة أيضاً وهذا يقتضي بدوره أن يكون

  1 1

1 1

1,

1 ( ) ( )

( )
p

p p pp

p

D I X E X

D I X E X

 

 

 

      

     

  

)1وبما أنّ المصفوفة  )D I    ّهي مصفوفة قطريةّ فإن  

  
1

sp( )

sp( )

1
max( )

1
min

p A

A

D I 




     


  

  

  ومنه نجد

  
sp( )

min ( ) pp
A

X E


         

10nن من المرتبة لتكن المصفوفتان المربعّتا مثـال: :  

  9
10

0 00
,

0 0 10 0

I
A E 

              
 

  لدينا في هذه الحالة

  1sp( ), sp( ), 10A A E           

 110من رتبة  في عناصر المصفوفة يقود إلى تغييرٍ  1010من رتبة  اً يتّضح من ذلك أنّ تغيير 
  في القيم الذاتيّة.
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  حساسيّة القيم الذاتيّة 1.1.

لضرورة أنّ حساسيّة تتمتّع القيم الذاتيّة لمصفوفة نظاميّة بحساسيّة جيّدة، ولكن هذا لا يعني �
القيم الذاتيّة لمصفوفة غير نظاميّة تكون كبيرةً. في الواقع، تمتلك المصفوفات غير النظاميّة، بوجهٍ عام، 
مزيجاً من القيم الذاتيّة في طيفها، فبعضها يكون جيّد الحساسيّة للتغيرّات وبعضها الآخر لا يكون 

للتغيرّات التي قد  )بمفردها(حساسيّة كلّ قيمة ذاتيّة كذلك. لهذا السبب، نجد أنهّ من المفيد دراسة 
  تتعرّض لها عناصر المصفوفة وتجنّب الحديث عن حساسيّة طيف المصفوفة كَكُل.

ن من شعاعان ذاتيّا yو  xولنفترض أنّ  Aقيمة ذاتيّة بسيطة للمصفوفة المربعّة  لتكن 
  اليمين ومن اليسار على الترتيب بحيث يكون

  22
, , 1y A y A x x x y            

)ولتكن  )ijF f  مصفوفة مربعّة من المرتبةn  2تحقق 1F تحليل . يمكن �ستخدام نتائج ال
)التابعي، أن نبرهن على وجود توابع  )x   و( )  :قابلة للاشتقاق في جوار الصفر وتحقق  

  2( ) ( ) ( ) ( ), ( ) 1A F x x x             

(0)حيث     (0)وx xحوّل . �شتقاق العلاقة السابقة �لنسبة للمت عند الصفر نجد  
  (0) (0) (0)A x F x x x            

  على طرفي هذه المعادلة نجد yبتطبيق 
1

(0) y F x
y x




   


  

  ومنه
1

(0)
y F x

y x y x



 
   
 

  

1حدّها الأعلى  (0)تبلغ قيمة المقدار 

y x 
Fعندما   y x  ولهذا السبب نشير إلى .

  مقلوب العدد:
  ( )s y x    

  .عدد الحساسيّة للقيمة الذاتيّة البسيطة على أنهّ 



الخامسالفصل   170 

    

)نستنتج مما سبق أنهّ يمكن التعبير عن  )  :لصياغة التالية�  

  2( ) ( )
y F x

O
y x





 
        


  (5)  

يقود إلى تغييرٍ في القيمة الذاتيّة  Aفي عناصر المصفوفة  يبينّ هذا التحليل أنّ تغييراً من رتبة 
  من رتبة/ ( )s  وهكذا، إذا كانت قيمة .( )s   صغيرة فإنهّ ينظر إلى القيمة الذاتيّة  على

  .Aأّ�ا سيّئة الحساسيّة وتتأثرّ كثيراً �لتغيرّات التي تتعرّض لها عناصر المصفوفة 

)أخرى، نلاحظ هنا أنّ المقدار من جهةٍ  )s   يمثّل العددcos   حيث  هي الزاوية بين
  .الموافقين للقيمة الذاتيّة  yو  xالشعاعين الذاتيين 

 x

y

  
): يتعلّق المقدار 1الشكل  )s   لزاوية� .المحصورة بين الشعاعين الذاتيين  

  بسيطة. وهو مقدارٌ وحيدٌ إذا كانت القيمة الذاتيّة 

  نتـائج
 تكون فيها المصفوفة في الحالة التي A  نظاميّة( )A A AA   أو بشكلٍ مكافئ إذا وجدت

)1diagتحقق المساواة  Vمصفوفة واحديةّ  , , )nV AV     1يكون 1y x 
)2بعد إهمال الحدّ  (5)وتؤول العلاقة  )O  :إلى الشكل  

  21 1( ) F        (6)  

  لأنّ 
  2 21 1 1 12 2y F x y xF F

        

 )مثلاً متناظرة أو متناظرة عكسياً (وهذا يعني أنّ مسألة حساب قيمة ذاتيّة بسيطة لمصفوفة نظاميّة 
  .)لا تتأثرّ كثيراً �لتشويش...(حساسيّة ممتازة هي مسألةٌ ذات 
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  في حالة مصفوفة غير نظاميّة، يمكن أن تكون مسألة حساب قيمة ذاتيّة بسيطة ذات حساسيّة
  . فعلى سبيل المثال، في حالة المصفوفة:)تتأثرّ كثيراً �لتشويش(عالية 

1

0 2
A

     
  

  لدينا

  1 1 2

1 11
,

0 1
x y

                 
  

)spمن الواضح هنا أنّ جميع القيم الذاتيّة لهذه المصفوفة بسيطة  ) {1,2}A  تكتب العلاقة .
  في هذه الحالة على الشكل: (5)

  2
1 1 11 21( ) ( ) ( )f f O           

21ومن ثمّ، إذا كان  0f   وكانت قيمة الوسيط   1كبيرة فإنّ حساب القيمة الذاتيّة 1  
  يكون �لغ الحساسيّة.

0ليكن  مثـال: لندرس حالة التشويش المصفوفاتي التالية .  

  

1 1 1 1

( ), ( )
1 1

1 1

nA A

                                  

    
 

  (7)  

)مصفوفة المشوّشة يعطى كثير الحدود المميّز لل )A  لعبارة التالية�  

  ( )( ) det( ( ) ) (1 ) ( 1)n n
A nA I               (8)  

  جذراً مختلفاً  nنلاحظ هنا أنّ لكثير الحدود المميّز 
  ( ) 1 , 1, ,n

k k k n          
  حيث

2 / , 1, ,ki n
k e k n     

  مساو�ً  ن الخطأ في حساب القيم الذاتيّة. ويكو 1للعدد  nالعقديةّ من المرتبة  الجذور

  ( ) , 1n
k k k n         (9)  



الخامسالفصل   172 

    

10nفعلى سبيل المثال، في حالة    1010و  نحصل على:  

0.1( )k k      

  تطبيـق عددي

5nعندما  (7)نعالج في هذا التطبيق حالة المصفوفة  .  

)يوضّح الشكل التالي القيم الذاتيّة الخمسة للمصفوفة  )A   سيطفي الحالات الموافقة لقيم الو:  

10 5 4{10 , ,10 ,10 }      

  
): توزعّ القيم الذاتيّة للمصفوفة 2الشكل  )A .  

410في حالة  0.158نلاحظ هنا أنّ الخطأ المرتكب في القيم الناجمة يساوي تقريباً   
1010عندما نختار  0.01ويكون من مرتبة    وهذا متوافقٌ تماماً مع القيم التقديريةّ التي تبيّنها

  .(9)العلاقة 

أكبر من الواحد فإنّ حساب القيم الذاتيّة لهذه المصفوفة يتمتّع  (7)إذا كانت مرتبة المصفوفة  نتيـجة:
من الناحية العمليّة، غالباً ما نتعامل مع مصفوفات متناظرة، ويبدو طبيعياً في  بحساسيّة عالية.

  متناظرة أيضاً. Fمثل هذه الحالات افتراض كون مصفوفة التشويش 

ما تكون القيم الذاتيّة للمصفوفة تبقى صحيحة حتىّ عند (5)تبينّ المبرهنة التالية أنّ العلاقة 
  سألة حساب القيم الذاتيّة لمصفوفة متناظرة حساسيّة جيّدة.لمالمتناظرة غير بسيطة. نستنتج من ذلك أنّ 
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  )حالة مصفوفة متناظرة( 3مبرهنـة 
,1. ولتكن متناظرتينمصفوفتين  Fو  Aلتكن  , n   القيم الذاتيّة للمصفوفةA 

)1. عندئذٍ، تحقق القيم الذاتيّة )ليست مختلفة �لضرورة( ), , ( )n     للمصفوفةA F   
  :العلاقات التالية
  2( ) ( ) 1T

k k k kv F v O k n              (10)  
,1حيث  , nv v  ّمن الأشعّة الذاتيّة للمصفوفة أساسٌ متعامدٌ نظاميA.  

 Aلمصفوفة مربعّةٍ  mقيمة ذاتيّة درجة مضاعفتها  يبرهن في الحالة العامّة، أنهّ إذا كانت  ملاحظة:
)فإنّ أيّ تشويش من رتبة  )O   في عناصر هذه المصفوفة يقابله تشويشٌ في قيمة  من

)/1رتبة  )mO .  

  حساسيّة الأشعّة الذاتيّة 2.1.
مختلفة. نضع  Aة للمصفوفة ندرس الحالة التي تكون فيها جميع القيم الذاتيّ 

1sp( ) { , , }nA     1ولتكن 2[ , , , ]nP v v v   من اليمين(مصفوفة الأشعة الذاتيّة( 
  . عندها يكونnCالموافقة والتي تشكّل أساساً نظامياً للفضاء 

  1
1diag( , , )nP AP D      

1نضع 
1( ) [ , , ]nP w w   فيكون .  

  , 1i i iA w w i n      
)1أيْ أنّ  , , )nw w  تشكل أساساً من الأشعّة الذاتيّة من اليسار للمصفوفةA يبرهن في هذه .

)الحالة أنّ الأشعّة الذاتيّة الواحديةّ  )iv   للمصفوفة( )A A F     هي توابع تحليليّة للمتحول
 (0)1. لدراسة حساسيّة مسألة حساب الأشعّة الذاتيّة نكتب عبارة المقدارv  بدلالة الأساس

1( , , )nv v:  

  1
1

(0)
n

i i
i

v v


    

  ةٍ �نية، نعلم أنّ من جه
  1 1( ) ( ) ( ) 0A I v           

�0شتقاق هذه العلاقة عند   نجد  
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     1 1 1 1(0) (0) 0A I v F I v        
  ومن ثمّ يكون

     1 1 12
(0) 0

n
j j jj

v F I v


        

iwبضرب طرفي هذه العلاقة �لشعاع الذاتي من اليسار 
 )0 حيثi jw v   أ�ً كانi j( 

) iنحصل على القيم  2)i  :من العلاقات  

  1 1( ) 0i i i i iw v w Fv        

من الشرط 
2

2
1( ) 1v    1على  )�لاشتقاق(نحصل 1(0) 0v v    ثمّ نستنتج أنّ ومن  

  1 1
2

n

i i
i

v v


     

  بذلك يكون

  1
1 1 1

2 1

(0) ( )
( )

n
i

i i
i i i i

w Fv
v v v v v

w v







  
  

  

2وعندها تكتب عبارة النشر 
1 1 1( ) (0) ( )v v v O       :كما يلي  

  21
1 1 1 1

2 1

( ) ( ) ( )
( )

n
i

i i
i i i i

w Fv
v v v v v v O

w v







      
  

  (11)  

�iلمقدار تتعلّق  1vحساب الشعاع الذاتي حساسيّة يتبينّ من هذه العلاقة أنّ  iw v )لقيمة احال  مثل
  .Aوبقيّة القيم الذاتيّة للمصفوفة  1بين القيمة الذاتيّة الموافقة �لمسافة وكذلك  )الذاتيّة

  خوارزميّة يجب تجنبّها

القيم الذاتيّة لمصفوفة مربعّة هي التالية: نحسب أمثال كثير الحدود المميّز  إحدى وسائل حساب
( )A   ًلنقلْ (ومن ثمّ نحسب جذور كثير الحدود هذا. فإذا كانت مرتبة المصفوفة صغيرة جدا

3n (  أو إذا ما أجرينا الحساب بدقةّ لا �ائيّة)� فإنّ هذه الطريقة يمكن أن تكون )محساب ،
  ذات فائدة كبيرة.
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من جانبٍ آخر، إذا أجرينا الحساب العددي مستخدمين تمثيل الأعداد �لنقطة العائمة، فإنّ 
هذه الخوارزميّة غير مستقرةّ من الناحية العدديةّ. لنأخذ على سبيل المثال، مسألة حساب القيم الذاتيّة 

  للمصفوفة القطريةّ
  diag(1,2, 3, , )A n   

  حيث �خذ كثير الحدود المميّز الشكل

  
1 2

1 2 1 0

( ) (1 )(2 )(3 ) ( )

( 1)
A

n n n n
n n

A n

a a a a 
 

           

          




  

تتعرّض أمثال كثير الحدود المميّز لأخطاء الحساب العددي نتيجة التمثيل �لنقطة العائمة وتعطى قيمها 
  العدديةّ �لعلاقات:

  ˆ (1 ) ,i i i ia a eps      
يعرض الشكل  لأمثال تسبّب خطأً كبيراً في الحساب العددي للجذور.إنّ مثل هذه التشويشات في ا

n{9,11,13,15}التالي تمثيلاً بيانياً للقيم الذاتيّة المحسوبة �ذه الطريقة في الحالات   ستخدام� ،

86حيث (نظام تمثيل للأعداد �لدقةّ البسيطة  10eps (.  

 

2 4 6 8 10 12

-4
-3
-2
-1

1
2
3
4

2.5 5 7.5 10 12.5 15

-4
-3
-2
-1

1
2
3
4

2 4 6 8

-4
-3
-2
-1

1
2
3
4

2 4 6 8 10

-4
-3
-2
-1

1
2
3
49n  11n 

13n  15n 

  
  جذور كثير الحدود المميّز المشوب �خطاء التدوير.

  الذاتيّة. هاقيمدود المميّز لمصفوفة �دف تعيين تجنّب حساب أمثال كثير الح النتيجة:
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  طريقة القوى التكراريةّ 2.

زميّة المبنيّة على التكرار الخوار  Aالخوارزميات البسيطة لحساب القيم الذاتيّة لمصفوفة مربعّة  من
  التالي:

  1 , 0k ky Ay k    (12)  

0شعاعُ بدءٍ اختياري. نبينّ في المبرهنة التالية أنّ المتتالية  0yحيث 
k

ky A y  )طريقة القوى( 
المعرّفة �لعلاقة  Rayleighوأنّ قسمة  Aمصفوفة تسمح بتعيين إحدى القيم الذاتيّة لل

( ) /A k k k k kR y y Ay y y   تشكّل تقريباً لإحدى القيم الذاتيّة للمصفوفةA.  

  4مبرهنـة 
,1مصفوفة تقبل القطريةّ وقيمها الذاتيّة  Aلتكن  , n   1وأشعتّها الذاتيّة, , nv v 

تحقق الشروط 
2

1iv   1أً� كان i n  إذا كانت القيم الذاتيّة تخضع للترتيب .

1 2 n       فإنّ أشعة المتتاليةky تحقق (12)رّفة �لعلاقات المع  

   1 1 1 1
2

/
n

kk
k i i i

i

y a v a v


          
  (13)  

0هو العدد المعرّف �لتركيب الخطي  1aحيث 
1

n

i i
i

y a v


  تحقق قسمة .Rayleigh ) بفرض

1أنّ  0a (  اة:المساو  

  1 2 1/
kk k

k k

y Ay
O

y y





        
  (14)  

يكون خطأ  )الأشعّة الذاتيّة يوجد أساس متعامد من(نظاميّة  Aفي الحالة التي تكون فيها المصفوفة 

2مساو�ً  (14)التقريب في العلاقة 
2 1/

k
O
      

.  

  لتكن المصفوفة :مثـال
2 1 0

1 2 1

0 1 2

A

          
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  والتي أكبر قيمها الذاتيّة تساوي
  1 2(1 cos( / 4)) 3.414213562373095      

  بحساب بعض تكرارات طريقة القوى السابقة نجد:
  0 1 2(1,1,1) , (3, 4, 3) , (10,14,10)T T Ty y y    

  وأوّل تقريب نحصل عليه من العلاقة

  1 1 1 2

1 1 1 1

116
3.41176

34

y Ay y y

y y y y

 

 
    

  ملاحظات
 د قيم مركبات شعاع التكرار تزداky  أسياً مع ازد�د قيمة الدليلk لذلك ينصح بتقييس شعاع .

k/أيْ بقسمته على نظيمه واستبدال (عند كل تكرار  kyالتكرار  ky y  لشعاع�ky(  ّوإلا
  ."overflow"سيحصل تضخّمٌ في القيم العدديةّ وتنتهي الحسا�ت العدديةّ بخطأ 

  2عندما تكون النسبة 1/   يكون تقارب هذه الطريقة بطيئاً. وفي هذه  1قريبة من القيمة
  جراء التعديل التالي على خوارزميّة القوى التكراريةّ:الحالة نعمد إلى تسريع التقارب �

 (Wielandt) طريقة القوى المقلوبة

. )Aليست �لضرورة أكبر القيم الذاتيّة للمصفوفة ( 1لقيمةٍ ذاتيّة  تقريباً   نفترض أنّ 
)1على المصفوفة  (12)تكمن الفكرة في هذه الطريقة في تطبيق التكرار  )A I    حيث أنّ القيم

  الذاتيّة لهذه المصفوفة هي:
  1{( ) , 1 }i i n      

  يكون لدينا 1قريبة من  فإذا كانت 
  11 / 1 / , 2i i        

  ومن ثمّ يصبح تقارب الطريقة التكراريةّ سريعاً. يكتب التكرار في هذه الحالة

  
1

1 ( )k ky A I y
     

  أو �لشكل المكافئ

  1( ) k kA I y y   (15)  
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)لمصفوفة ل LRبحساب التفريق  )A I   معادلة  (15)تعود كلفة حساب تكرار من النمط
  .(12)لكلفة حساب التكرار 

  مثـال
3.41نختار، في حالة المثال السابق، القيمة    0ونختار (1,1.4,1)Ty  نحسب .

  التكرارين:

  1 2

236.134453781513 56041.9461902408

333.949579831933 , 79255.2785820210

236.134453781513 56041.941902408

y y

                        

  

  ومن ثمّ نحسب

  
1

1 1 1 2

1 1 1 1 1

( )1
237.328870774159

3.41

y A I y y y

y y y y

  

 

 


 
   

1من هذه العلاقة نحسب القيمة التقريبيّة  3.41421356237333  ّنلاحظ هنا أن .
  .1الثلاثة عشر الأوَل متطابقة مع مثيلا�ا من القيمة الفعليّة للقيمة الذاتيّة  قامالأر 

هامّة لفهم خوارزميات أخرى. إذا أرد�  Wielandtطريقة القوى التكراريةّ وكذلك طريقة  دّ تع
 حساب كلّ القيم الذاتيّة لمصفوفة فإننا نحتاج إلى طرائق أكثر تطوراً.

  طريقة التكرار المتعامد 3.

ساب قيمتين أو أكثر من نعرض في هذه الفقرة تعميماً لطريقة القوى التكراريةّ وذلك �دف ح
  القيم الذاتيّة الأكبر طويلةً لمصفوفة مربعّة.

  حساب القيمتين الذاتيّتين الأكبر طويلة 1.3.

)لتكن  )nA   مصفوفة تحقق قيمها الذاتيّة الشرط  

  1 2 n      (16)  

1k طريقة القوى التكراريةّ مبنيّة على التكرار رأينا في الفقرة السابقة أنّ  ky A y    وتسمح
  .�Rayleighستخدام قسمة  �1لحصول على تقريبٍ للقيمة الذاتيّة 
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  يحققان شرط التعامد 0zو  0yنختار شعاعين  2القيمة الذاتيّة  - في آنٍ واحد -لكي نحسب 

  0 0 0y z    

  ونعرّف التكرار التالي:

  1

1 1 1

k k

k k k k

y A y

z A z y


  

       
  (17)  

1عددٌ يجري تحديده من شرط التعامد  1kحيث  1 0k ky z
   ّلتدريج، نرى أن� .

  تكتب �لشكل: (17)العلاقات 

  0

0

k
k

k
k k k

y A y

z A z y

       
  (18)  

0kعددٌ معرفٌ �لشرط  kحيث  ky z  .  

)تتالية أنّ الم (18)يتبينّ من العلاقات  )kz  توافق تطبيق طريقة القوى التكراريةّ على الشعاع

0z  ّمع الإسقاط العمودي، أيْ أنkz  0المسقط العمودي للشعاع
kA z  على الفضاء العمودي

  .kyالمتمم للشعاع 

}1الأشعّة الذاتيّة النظاميّة بدلالة أساس من  0zو  0yتكتب الأشعة  , , }nv v  للمصفوفة
A  2

1iv :  

  0 0
1 1

,
n n

i i i i
i i

y a v z b v
 

    

  كتابة علاقات التدريج السابقة �لشكل:وهذا يسمح ب

   
1 1

,
n n

k k
k i i i k i k i i i

i i

y a v z b a v
 

        (19)  

1الحدّ يكون  2وكما رأينا في الفقرة  1 1
ka v  ًعندما (مسيطراk(  على بقيّة الحدود في عبارة

ky 1 إذا كان 0a   1ونحصل على تقريبٍ لأوّل شعاع ذاتيv وهنا نتساءل عن طبيعة المتتالية .
( )kz 0يقتضي شرط التعامد  ؟k ky z   أن يكون  
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1 1

( ) 0
n n

k k
i j k j i j i j

i j

a b a v v

 
        (20)  

1i. وبما أنّ الحدّ الموافق للدليلين kتعرّف هذه العلاقة العدد  j   (20)مسيطرٌ في العبارة 
  يكون لدينا:

  1 1/k b a   

  نفترض فيما يلي أنّ 
  1 1 2 2 10 , 0a a b a b    

1على  (20)لعلاقة نقسّم طرفي ا
k فنحصل على  

  
1 1 1 1 2 1

1 2 2 2 1 2 2 1 3 2

( ) 1 /

( ) / /

kk
k

k kk
k

a b a O

a b a v v O O

             
                        

  

  نحصل على (19)و�ستخدام هذه الصيغة في العلاقات 

2 2 2 2 1 2 1 2 1 3 2( ) / /
k kk

k kz b a v v v v O O                         
  (21)  

  يسعى إلى مضاعف للشعاع kzإلى اللا�اية فإنّ  kا تسعى نلاحظ من هذه العلاقة أنهّ عندم
  2 1 2 1v v v v  

1vعلى الفضاء الشعاعي  2vوالذي يمثّل المسقط العمودي للشعاع 
 ) 1بعدهn (.  

  فيما يتعلّق �لقيم الذاتيّة لدينا المبرهنة التالية:

  5مبرهنـة 

لتكن المتتاليتان  ky  و kz  نعرّف المصفوفات(17)المعرّفتان كما في العلاقات .  

   2 2
/ , / , 0k k k k kU y y z z k   (22)  

2kلاحظ أنّ ( kU U I (فإنّ  (16)تحقق الشرط  . إذا  

  1

2
lim

0k k
k

U AU


        
  (23)  
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  الإثبات
kمن المصفوفة  (1,1)يمثّل العنصر  kU AU  قسمةyleighRa (14)  والتي تتقارب نحو

1 يحقق: (2,2)نجد أنّ العنصر  (21). �ستخدام العلاقة  

  
2

22 1 2 1 2 2 1 1 2 1 1 2
22

2 1 2 1 2 1 2 1 1 2

(1 )( ) ( )
lim

( ) ( ) 1

k k

k
k k

z Az v v v v v v v v v v

z z v v v v v v v v v v

    

    

    
   

  
  

kمن المصفوفة  (2,1)�لطريقة نفسها، نبرهن أنّ العنصر  kU AU يحقق  

  2 1 2 1 1 1

12 2 22 1 2 1 2

( )
lim 0k k

k k k

z Ay v v v v v

z y vv v v v

  



 
 


  

kمن المصفوفة  (1,2)وأخيراً، يحقق العنصر  kU AU العلاقة  

  1 2 2 1 1 2 1 2 1 1 2
2

12 2 2 2 1 2 1 2
1 2

( ) ( )
lim

1

k k

k k k

y Az v v v v v v v

y z v v v v v
v v

   

 

     
 

 
  

  إنّ قيمة العبارة السابقة، بوجهٍ عام، غير معدومة.

  �لشكل: (17)نستطيع كتابة التكرار  (22)ستخدام الرموز � ملاحظة:
  1 1k k kAU U R   

1kRحيث    ومثلثيّة من الأعلى. 2مصفوفة مربعّة من المرتبة  

  ة لمصفوفة مربعّةحساب كلّ القيم الذاتيّ  2.3.

إنّ تعميم الطريقة السابقة إلى الحالة التي تمكننا فيها من حساب كلّ القيم الذاتيّة لمصفوفة مربعّة 
  هو أمرٌ أصبح واضحاً:
أشعّة  ؤدي. ت)أيْ نختار مجموعة أشعّة متعامدة تمثّل أعمدة هذه المصفوفة( 0Uنختار مصفوفة متعامدة 

  ، ... ومن ثمّ نجري التكرار التالي:0y ،0zمدة لهذه المصفوفة دور الأشعّة الأع

(24)  1

1,2,

" "
k k

k k k

for k

Z A U

U R Z QR factorization



 

 


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مختارة بشكلٍ مناسب  0U محققاً وإذا كانت المصفوفة (16)في الحالة التي يكون فيها الشرط 

1 0)a  ،1 2 2 1 0a b a b  ... ،(  يقود إلى إثبات تقارب متتالية  5فإنّ تعميم المبرهنة
  المصفوفات:

  , 0k k kT U AU k   (25)  

. وبذلك نكون قد حوّلنا Aصفوفة مثلثيّة عناصر القطر فيها هي القيم الذاتيّة للمصفوفة نحو م
  .)Schurتفريق (إلى مثلثيّة بمساعدة مصفوفة متعامدة  Aالمصفوفة 

  ملاحظة:
1kTمباشرةً انطلاقاً من  kTهناك طريقة هامّة لحساب المصفوفات  :  

  من العلاقة
  1 1k k kAU U R   

  نستطيع أن نكتب

  
1 1 1 1

1 1 1

( )

( )

k k k k k k

k k k k k k k k k k

T U AU U U R

T U AU U AU U U R U U

 
   

   
  

      

  (26)  

1kTللمصفوفة  QRنحسب التفريق    ومن ثمّ نبادل مصفوفتي هذا التفريق لنحصل على

kT.  

  QRة  ـّخوارزمي .4

ليست سوى الطريقة التي رأيناها في الفقرة السابقة.  QRإنّ الصيغة البسيطة للخوارزميّة الشهيرة 
1kبمعنى أنهّ، إذا وضعنا  k kQ U U

  0وإذا بدأ� التكرار �لمصفوفةU I فإنّ العلاقات ،
  تسمح بصياغة الخوارزميّة السابقة كما يلي: (26)و  (25)

  
0

1

;

1, 2, k k k

k k k

T A

Q R T
for k

T R Q



   


  )QRتفريق (  



 القيم والأشعّة الذاتيّة 183

    

إلى  - بوجهٍ عام -تتقارب  )نفس مصفوفات الفقرة السابقة( kTتتالية الم نلاحظ هنا أنّ مصفوفات
  .Aمصفوفة مثلثيّة. يسمح هذا التقارب إنْ حصل �لحصول على جميع القيم الذاتيّة للمصفوفة 

 .V.Nو  J.G.F. Francis من كلٌّ   -وبشكلٍ مستقلّ - 1961طوّر هذه الخوارزميّة عام 

Kublanovskaya.  هناك خوارزميّة شبيهة تستخدم التفريقLR  بدلاً من التفريقQR  اقترحها
H. Rutishauser  1958عام.  

  مثـال
  على المصفوفة التالية: QRلنطبّق طريقة 

  

10 2 3 5

3 6 8 4

0 5 4 3

0 0 4 3

A

              

  

أنّ كلّ  )تمرين للقارئ(. يمكن أنْ نبرهن هنا Hessenbergمصفوفات هيسنبرغ والتي هي من نمط 
في هذه الحالة تكون من نمط هيسنبرغ. لدراسة التقارب نحو مصفوفة مثلثيّة، يكفي أنْ  kTالمصفوفات 

  ندرس متتاليات العناصر:
  1,{( ) : 1 1}k

i it i n     

)والتي تمثّل عناصر ما تحت القطر الرئيس في المصفوفة  )
,( )kk i jT t.  يمكن التحقق أنهّ لدينا في هذه

  الحالة:

  
( 1)

1, 1
( )

1,

k
i i i
k

ii i

t

t


 






  

  لدينا في هذا المثال:

  1 2 3 414.3 , 7.86 , 2.70 , 1.86         

1وبما أنّ  / 1i i   1ر فإنّ متتالية العناص,( )k
i it   تتقارب نحو الصفر عندما يسعى الدليل

k .إلى اللا�اية  
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  طريقة جاكوبي 5.
تستخدم طريقة جاكوبي لتعيين جميع القيم الذاتية والأشعة الذاتية لمصفوفة متناظرة. نعلم أنّ كل 

 بحيث يكون Oمصفوفة متعامدة  ناكهتقبل الرد إلى القطرية: بمعنى أنهّ  Aمصفوفة متناظرة 

 1 2diag( , , , )T
nO AO      

,1حيث  , n   تمثّل القيم الذاتية للمصفوفةA نذكّر هنا �نّ أعمدة المصفوفة .O  تشكّل
  .nأساساً متعامداً نظامياً للفضاء 

تقوم طريقة جاكوبي في جوهرها على إنشاء متتالية من المصفوفات المتعامدة البسيطة 
  1k k
 :بحيث تتقارب متتالية المصفوفات  

  1

1 , 1T
k k k k

A A

A A k

     
  

 نحو مصفوفة قطرية

1 2diag( , , , )n   

. يمكن أنْ نتوقع تقارب متتالية المصفوفات Aعناصر القطر الرئيس فيها هي القيم الذاتية للمصفوفة 
  المتعامدة

  1 2 1k kO k      

. يقوم Aة متعامدة نظاميّة للمصفوفة تشكّل أعمد�ا مجموعة أشعّة ذاتيّ  Oنحو مصفوفة متعامدة 
  مبدأ التكرار في طريقة جاكوبي

  1 , 1T
k k k k kA A A k      

  على تطبيق تحويل متعامد بسيط يؤدي إلى جعل قيمة العنصرين المتناظرين:

      0 ,k kpq qp
A A p q    

1kAمعدومة في المصفوفة الناتجة   توضّح المبرهنة التالية كيفية إنشاء التحويلات المتعامدة البسيطة .
  والتي تشكّل أساس طريقة جاكوبي.
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1ليكن  :6مبرهنـة  p q n    وليكن  :نعرّف المصفوفة المتعامدة .  

   

1 { , }

cos

sin,
sin

0 ( ) ({ , } { , })

ii

pp qq

pqij

qp

ij

i p q

i j i j p q

                  

  

)إذا كانت  أولاً: )ijA a  مصفوفة متناظرة، فإنّ المصفوفة( )T
ijB A b     ًتكون أيضا

  متناظرة وتحقق الخاصّة:

  2 2

, 1 , 1

n n

ij ij
i j i j

b a
 

   

0pqaإذا كان  �نياً:  وحيدٌ  عددٌ  ناكه 
4 4

] ,0[ ]0, ]     بحيث يكون  

  0pqB   

  الحل الوحيد في هذا ا�ال للمعادلة ويمثّل العدد 

  cot(2 )
2

qq pp

pq

a a

a


   

  وعندها تتحقق العلاقة التالية

  2 2 2

1 1

2
n n

ii ii pq
i i

b a a
 

    

  الإثبات
ن �حيةٍ �نية، نعلم أنّ النظيم المصفوفاتي متعامدة. م يمكن التحقق بسهولة من كون المصفوفة  أولاً:

F
 لا يتغير �لتحويلات المتعامدة، ومنه نستطيع أن نكتب  

  2 2

, 1 , 1

n n
T

ij ijF FFi j i j

b B A A a
 

        
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)نلاحظ هنا أنّ التحويل  �نياً: )T
ijB A b     يحافظ على قيمة عناصر المصفوفةA :التالية  

  , , { , }ij ijb a i j p q   

,ويغيرّ قيمة العناصر  , ,pp pq qp qqb b b b :وفق التحويل المتعامد التالي  

  
cos sin cos sin

sin cos sin cos
pp pq pp pq

qp qq qp qq

b b a a

b b a a

                                      
  

ومن كون النظيم 
F
 لا متغيرّ �لتحويلات المتعامدة نستنتج  

  2 2 2 2 2 22 2pp qq pq pp qq pqb b b a a a      

  . من التحويل السابق نجد أنّ وذلك أ�ً كانت قيمة الوسيط 

  0 cos2 sin2 0
2

pp qq
pq pq

a a
b a


       

  هو الحل الوحيد للمعادلة وهذا يعني أنّ الاختيار المناسب لقيمة 

  
4 4

cot2 , ] , 0[ ]0, ]
2

qq pp

pq

a a

a
 


       

0pqفي هذه الحالة يكون لدينا  qpb b  ومن ثمّ يكون  
  2 2 2 2 22pp qq pp qq pqb b a a a     

  ولدينا مما سبق
  2 2 , { , }ii iib a i p q   

  ومنه نستنتج العلاقة

  2 2 2

1 1

2
n n

ii ii pq
i i

b a a
 

    

�لاستفادة من العلاقات الموجودة بين التوابع المثلثية يمكن أن نعينّ عناصر المصفوفة  ملاحظة:
( )T
ijB A b    ستخدام علاقات جبريةّ: نضع�  
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  2

sin , cos

1
tan , cot2

2 2
qq pp

pq

s c

a as t
t

c a t

   
 

       
  

  المعادلة tعندئذٍ، يحقق 
  2 2 1 0t t     

  والتي تقبل الجذرين التاليين

  2 1t       
/من الواضح هنا أنّ الحل الموافق للشرط  4   لأصغر طويلةً، أيْ هو الحل ا  

  
2

sign( )

1
t



   

  

  ومنه نجد

  2

1

1
c

t
s c t





  

  بما يلي: طريقة جاكوبي التقليديةّالآن، يمكننا تلخيص مراحل 

1نختار دليلين  أولاً: p q n   بحيث يكون 

1
max 0pq ij
i j n

a a
  

   

  ب كما رأينا سابقاً، المقادير:نحس :�نياً 

  
2

2

sign( )
,

2 1
1

,
1

qq pp

pq

a a
t

a

c s c t
t

 
  

   

 


  

التي يغيرّها تطبيق التحويل  Bنعينّ القيم الجديدة لعناصر أسطر وأعمدة المصفوفة  :�لثاً 
TB A   :وهي  
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0

{ , }

{ , }

pq qp

pj pj qj

qj qj pj

pp pp pq

qq qq pq

b b

b ca sa j p q

b ca sa j p q

b a t a

b a t a

 
  
  
 
 

  

  طريقة جاكوبي التقليديةّ. تبينّ المبرهنة التالية تقارب

  :7مبرهنـة 

)لتكن  )nA    متناظرة.مصفوفة  

متتالية المصفوفات  تتقارب أولاً:  1k k
A


  المعرّفة بعلاقات تكرار جاكوبي 

  1

1 , 1T
k k k k

A A

A A k

     
  

1نحو مصفوفة قطرية  2diag( , , , )n   ر الرئيس فيها هي القيم الذاتية عناصر القط
 .Aللمصفوفة 

بسيطة فإنّ متتالية المصفوفات المتعامدة  Aإذا كانت جميع القيم الذاتيّة للمصفوفة  �نياً:  1k k
O


 

  �لعلاقة المعرّفة
  1 2 1k kO k      

ارب نحو مصفوفة متعامدة تشكّل أعمد�ا مجموعة متعامدة نظاميّة من الأشعة الذاتيّة تتق
  .Aللمصفوفة 

  المتناظرةلتكن المصفوفة  مثـال:

  

8 1 3 1

1 6 2 0

3 2 9 1

1 0 1 7

A

                

  

بتطبيق طريقة جاكوبي التقليديةّ وحساب متتالية المصفوفات   1k k
A


و    1k k

O


نجد  
  تكراراً النتائج التالية: 15بعد 
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11 6 16

11 9 6

15 6 9 10

16 9 10

3.2957 5.1071 10 3.82945 10 4.85967 10

5.1071 10 8.40766 1.4433 10 1.93196 10

3.82945 10 1.4433 10 11.7043 1.01232 10

4.85967 10 1.4433 10 1.01232 10 6.59234

A

  

  

  

  

                    

  

  

  15

0.528779 0.573042 0.582298 0.230097

0.591967 0.472301 0.175776 0.628976

0.536039 0.28205 0.792487 0.071235

0.287454 0.607456 0.0446804 0.739169

O

                 

  

  sp(A) {3.2957, 8.40766, 11.7043, 6.59234}  

 Aتشكّل أشعّة ذاتيّة متعامدة نظاميّة للمصفوفة  15Oيمكن التحقق من كون أعمدة المصفوفة 
  موافقة للقيم الذاتية

  {3.2957, 8.40766, 11.7043, 6.59234}  

  على الترتيب.
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  مسائل وتمارين 6.

  عينّ القيم الذاتيّة للمصفوفة ثلاثيّة القطريةّ 1.6.

  ( ), 0n

a c

b
A M b c

c

b a

                

 


 
  

1تحقق مركبات شعاع ذاتي  توجيه: 2( , , , )Tnv v v يّة موافق لقيمة ذات :العلاقات  

1 2( ), ,j j
jv          

  حيث

  
1

1
1 2 1 2

2
, , 1

n
a b

c c

               
  

2  الجواب: cos , 1
1j

j
a bc j n

n

          
  

  لتكن المصفوفة 2.6.

  
1 0

1 0 1

1 1

A

              

  

  إذا علمت أنّ لهذه المصفوفة قيمة ذاتيّة من الشكل:

  2( ) ( )i d O         

)وارسم المماس للمنحني  dالمقدار عينّ قيمة  )    0)عند النقطة, (0)).  
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  لتكن المصفوفة ثلاثيّة القطريةّ 3.6.

  
1 1

1 2

1

1

n

n n

b c

a b
A

c

a b




              


 

  

0iنفترض أنّ  ia c   1أً� كانت 1i n   برهن أنّ جميع القيم الذاتيّة لهذه .
  المصفوفة حقيقيّة.

)1diagأوجد مصفوفة  توجيه: , , )nD d d   1بحيث تكون المصفوفةDAD .متناظرة  

  

  المصفوفة المربعّة لتكن 4.6.

  
99 1 0

1 100 1

0 1 98

A

          

  

  .Aتكراريةّ أكبر قيمة ذاتيّة للمصفوفة احسب بطريقة القوى ال أولاً:
Aطبّق طريقة القوى التكراريةّ على المصفوفة  �نياً: p I  مع اختيارٍ ذكي للعددp.  
  ؟مة ذاتيّةنحصل على أصغر قي �pي اختيار للعدد  �لثاً:

    
  





 www.hiast.edu.sy  193 المعهد العالي للعلوم التطبيقيّة والتكنولوجيا

  السادسالفصل 
  ستيفاءالا

 استيفاء لاغرانج § 1.

  استيفاء هرميت § 2.

 الاستيفاء بتوابع كثيرات الحدود قِطَعيـّاً  § 3.

  التكعيبيّة B-Splinesتوابع  الاستيفاء �ستخدام § 4.

 مسائل وتمـارين § 5.

تتوافق قيم هذا التابع  اف التوابع بحيثمن أحد أصن يقوم مفهوم الاستيفاء على اختيار �بعٍ 
1عند نقاطٍ معلومة  )أو قيم مشتقّاته( 0, , ,nx x x  أو مع قيمٍ معلومةٍ (مع قيمٍ معلومة لتابعٍ مجهول

  .)لمشتقّاته

للاستيفاء، فمن جهة أولى، تزوّد� دراسة هذه العمليّة ببعض  ةعديد هناك استعمالات هامّة
ضيّة التي تستخدم في عرض الطرائق العدديةّ المتعلّقة بمسائل التقريبات ومسائل التكامل الأدوات الر�

العددي، إضافةً إلى الحل العددي للمعادلات التفاضليّة. ومن جهةٍ �نية، تسمح لنا عمليّة الاستيفاء 
 .يّةبعجداول قيم � �لتعامل مع

 

 
  .5بتابع كثير الحدود من الدرجة الاستيفاء  1:الشكل 
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لهذه المعطيات ا�دولة وخاصّة  صيغٍ �بعيـّةسنعرض مجموعة من الطرائق التي تسمح بتعيين 
تحليل خطأ و  ذلك سنقوم بدراسة ضافة إلى�لإ .من كثيرات الحدود التابع  هايكون في التي الصيغ

  الطرائق.التقريب لكلّ طريقة من هذه 

  لاغرانج استيفاء 1.
0لتكن  1{ , , , }nx x x عداد الحقيقيّة المختلفة، ولتكنمجموعة من الأ 

 0 1{ ( ), ( ), , ( )}nf x f x f x 

  .معرّف على مجال يحوي مجموعة الأعداد السابقة f حقيقي مجهول مجموعة قيم �بعٍ 

يحقق  Eالبعد  نتمي إلى فضاء توابع حقيقيّة منتهيي fإيجاد �بعٍ  ندرس في هذه الفقرة مسألة
  التالية:ستيفاء لاشروط ا

 ( ) ( ), 0i if x f x i n   (1)  

)dimبعده  Eنلاحظ هنا أنّ اختيار فضاء توابع  )m E  أكبر من عدد شروط الاستيفاء
1n  وهذا بطبيعة الحال غير مرغوب في غياب معيار الاختيار  ،يقود� إلى عدد كبير من الحلول

1mبعده  Eوتحديد الأفضل من بين الحلول. كما أنّ اختيار فضاء توابع  n   في (قد يؤدي
  .(1)إلى عدم وجود حل للمعادلات  )بعض الحالات

)dimلنفترض الآن أن  ) 1E n  0. وليكن 1{ , , , }n    أساساً للفضاءE

لتابعيّة . تتلخص مسألة استيفاء لاغرانج للمعطيات ا  , ( ) : 0i ix f x i n   لبحث عن�
�fبع  E :من الشكل  

  0 0( ) ( ) ( )n nf x x x        

  ، أيْ أنْ يكون(1)يحقق شروط الاستيفاء 

  
0 0 0 0 0

0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n n

n n n n n

x x f x

x x f x

             





  

  :وهو ما يمكن التعبير عنه مصفوفاتياً �لكتابة



 الاستيفاء 195

    

  

0 0 0 0 0

0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n

n n n n n

x x f x

x x f x

                                                            

 
   
   

 

  

  وهنا نطرح عدّة تساؤلات:
  بع ثمةّهل�f E  ؟السابقةيحقق الشروط 

 ؟هل هو وحيد  
 ؟كيف يمكن تعيينه  

nEفي الحالة التي يكون فيها    :تؤول المسألة إلى البحث عن �بعٍ كثير الحدود من الشكل  

  0 1( ) n
np x a a x a x     

)كثير الحدود   من الواضح أنّ  )p x � ّ0مثاله يتعين 1, , , na a a 1 التي تمثّلn  .ًوسيطاً مستقلا 
  :عن طريق حل جملة المعادلات الخطيّة يجري تعيين هذه الأمثال

  

0 1 0 0 0

0 1 1 1 1

0 1

n
n
n

n

n
n n n n

a a x a x y

a a x a x y

a a x a x y

            








  (2)  

1nمؤلّفة من  وهذه جملةٌ    1 ومعادلةn   (2)مجهولاً. يمكن أن نكتب المعادلات 
  :�لشكل المصفوفاتي المكافئ

  X a y   
  حيث

  

2
0 0 0 0 0

2
1 11 1 1

2

1

1

, ,

1

n

n

n n nn n n

x x x a y

a yx x x

X a y

a yx x x

                                                                       




     
     


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وهي مصفوفات قلوبة  Vandermonde فاندرموند صفوفاتبم Xلمصفوفات من النمط ا تعُرف
عندما تكون الأعداد  0i i n

x
 

  .مختلفة وهو ما افترضناه محققاً في معطيات المسألة 

  صيغة لاغرانج للاستيفاء بكثيرات الحدود 1.1

 1 مبرهنـة

0لتكن  1{ , , , }nx x x  0و  مختلفةمجموعة أعداد 1{ , , , }ny y y  مجموعة من القيم التابعيّة
np وحيد �بع كثير الحدود هناكالموافقة.     (1)يحقق شروط الاستيفاء.  
  التالية: الموافقة للمعطيات التابعيّة الخاصّةة في الحاللنبرهن في البداية مسألة الاستيفاء  :الإثبـات

  {0, , 0,1, 0, , 0}, 0
i

i n    

�iبع كثير الحدود  ولنعينّ  n  لشروط:ل المحقّق  

  ( ) 1, ( ) 0,i i i jx x j i     

  عندها يكون

0 1 1( ) ( ) ( )( ) ( )i i i nx c x x x x x x x x          
)من الشرطعدد �بت يتعينّ  cحيث  ) 1i ix :  

0 1 1

1
( ) ( )( ) ( )i i i i i i n

c
x x x x x x x x 


    

  

  أنّ  جنتتنسومنه 

  ( ) , ( 0,1, , )j
i

i jj i

x x
x i n

x x

       
   (3)  

  نضع (1)لإيجاد حل مسألة الاستيفاء العامّة 

0 0 1 1( ) ( ) ( ) ( )n np x y x y x y x        

  الشروط: قيحقّ  pدود يمكن التحقق بسهولة أنّ كثير الح

) deg( )

) ( ) , 0i i

i p n

ii p x y i n


  
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nq، نفترض وجود �بع كثير الحدود آخر وحدانيّة هذا الحلّ لكي نثبت     ّ1(ق الشروط يحق( .
  نضع

 r p q   
)إنّ  )r x دود درجته �بعٌ كثير الحn  ويحقق  

  ( ) ( ) ( ) 0, 0i i i i ir x p x q x y y i n        

)وبذلك يكون لـ  )r x  1جذورٌ عددهاn .  
0r من ذلك نستنتج أنّ    ّومن ثم p q.  

  نسميّ الصيغة

  
0

( ) ( )
n

n i i
i

p x y x


    (4)  

  للاستيفاء بكثيرات الحدود. Lagrangeصيغة لاغرانج 

  :أمثلـة
1 0 1 0

1 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0

( ) ( )
x x x x y y

p x y y y x x
x x x x x x

  
     

  
 

1 2 0 2 0 1
2 0 1 2

0 1 0 2 1 0 1 2 2 0 2 1

1 0
0 0 0 1

1 0

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( )

x x x x x x x x x x x x
p x y y y

x x x x x x x x x x x x
y y

y x x a x x x x
x x

     
   

     


      


 

  حيث
  2 1 1 0

2 0 2 1 1 0

1
( )

y y y y
a

x x x x x x

          
  

2فمثلاً، كثير الحدود من الدرجة    ّ(1,3)من النقاط  والذي يمر,( 1,2),(0,1) هو  

  
2

2

( 1)( 1) ( 0)( 1) ( 0)( 1)
( ) 1 2 3

(0 1)(0 1) ( 1 0)( 1 1) (1 0)(1 1)
1 3

1
2 2

x x x x x x
p x

x x

     
     

       

  
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)يمكننا استخدام عمليّة الاستيفاء للحصول على تقريب لتابعٍ  :ةـملاحظ )f x  وذلك بتعيين كثير حدود
  ءالاستيفا

  
0

( ) ( ) ( )
n

n i i
i

p x f x x


    (5)  

}نرمز بـ  :اصطلاح , , , }a b c  إلى أصغر مجالٍ يحوي الأعداد الحقيقيّة, , ,a b c.  

  صيغة نيوتن للاستيفاء بكثيرات الحدود 2.1

0لتكن  1{ , , , }nx x x  مجموعةً مختلفةً من الأعداد الحقيقيّة، وليكنf  ّاً معرّفاً �بعاً حقيقي
0على ا�ال 1{ , , , }nx x x  ليكن .k kp    المحقق للشروط:الوحيد  ءكثير حدود الاستيفا  

  ( ) ( ), {0, , }k i ip x f x i k    

نرغب في إيجاد علاقةٍ تدريجيّة بين كثيرات الحدود  0k k n
p

 
  من النمط 

  1( ) ( ) ( )k k kp x p x c x   

)حيث  )kc x  هو �بع كثير الحدود درجته تساويk على الأكثر، ويحقق  

  1( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0, 0 1
k i k i k i

i i

c x p x p x

f x f x i k
 

     
  

)هذا يعني أنّ و  )kc x يكتب �لشكل  

  0 1( ) ( ) ( )k k kc x a x x x x      

) ولدينا هنا ) ( )k k kp x f x  ثمّ ومن  

  1

0 1

( ) ( )

( ) ( )
k k k

k
k k k

f x p x
a

x x x x







 
  

0عند النقاط  fللتابع  kالفرق المقسوم لنيوتن من المرتبة  kaنسميّ العدد  1{ , , , }nx x x عبرّ ون
  :�لكتابة عنه

0 1[ , , , ]kf x x x    0    أو 1( , , , )k
kf x x x   



 الاستيفاء 199

    

  ومن ثمََّ فإنّ العلاقة التدريجيّة السابقة تكتب �لشكل

  1 0 1 0 1( ) ( ) [ , , , ] ( ) ( )k k k kp x p x f x x x x x x x       (6)  

)ء لكثير حدود الاستيفاصيغة لاغرانج ، نعود إلى kaلكي نعلم أكثر عن الفرق المقسوم  )kp xنضع .  

  0( ) ( ) ( )k kx x x x x     

  فيكون عندها

0 1 1( ) ( ) ( )( ) ( )k j j j j j j j kx x x x x x x x x         
  ومنه

( )
( ), 0

( ) ( )
k

j
j k j

x
x j k

x x x


  

  
  

0وإذا كان  1{ , , , }kx x x x   ّفإن  

  
0 0

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

k k
k

k j j j
j k jj j

x
p x x f x f x

x x x 


  

     (7)  

) لتابع كثير الحدودفي الصيغة القانونيّة  kxل ثَ مَ و ه kaكان اّ   ولم )kp x  فإننّا نستنتج من العلاقة
  :أنّ  (7)

  0 1
0

( )
[ , , , ]

( )

k
j

k
k jj

f x
f x x x

x


  ( )  

0نستنتج من هذه العلاقة خاصّةً مهمّة للفروق المقسومة. لتكن  1( , , , )ki i i  ّأحد تباديل الأدلة
{0,1, , }kعندها يكون ،  

  
0 0

( )( )

( ) ( )
j

j

k k ij

k j k ij j

f xf x

x x 


     

  ينتج من ذلك

  
0 10 1[ , , , ] [ , , , ]

kk i i if x x x f x x x   
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0أّ�ً كان التبديل  1( , , , )ki i i ّ0,1} للأدلة, , }k.  نستنتج أيضاً من العلاقة( )  خاصّة أخرى
  مفيدة في حساب الفروق المقسومة، وهي العلاقة التدريجيّة التالية:

  1 0 1
0 1

0

[ , , ] [ , , ]
[ , , , ] , 1n n

n
n

f x x f x x
f x x x n

x x


 


 
  (8)  

في التعبير عن كثيرات حدود  (6)تستخدم العلاقة التدريجيّة  .“الفرق المقسوم” تسمية سوغّي وهذا ما
ء الاستيفا  0k k

p


:  

  
0 0

1 0 0 1 0

0 0 1 0 1

( ) ( )

( ) ( ) [ , ] ( )

( ) ( ) [ , , , ] ( ) ( )n n n

p x f x

p x f x f x x x x

p x f x f x x x x x x x 

           


  

  (9)  

من وجهة النظر  -هذه الصيغة  دّ كثيرات الحدود. تعبالاستيفاء  فيصيغة نيـوتن  (9)نسميّ الصيغة 
  .أفضل من صيغة لاغرانج السابقة -الحسابيّة

,سومة نحسبها �لترتيب المتزايد للمرتبة لتعيين قيم الفروق المق ,1, 0n    كما هو موضّح في
) النقاط، حيث يتضمّن العمود الأوّل 1الجدول  )ix  ويتضمّن العمود الثاني قيم الفروق المقسومة من

}0: أي قيمه fللتابع  0المرتبة  ( ), , ( )}nf x f x ، ويتضمّن العمود الثالث قيم الفروق المقسومة
0 من المرتبة الأولى: 1 1{ [ , ], , [ , ]}n nf x x f x x ، 2وهكذا، حتىّ العمود رقمn   ويتضمّن

0 قيمة الفرق المقسوم 1[ , , , ]nf x x x.  ّعمود من قيم العمود الذي على يساره  يجري حساب قيم كل
  .(8)وذلك �ستخدام علاقة التدريج

  

 1 1 2

0 0

1 1 0 1

2 2 1 2 0 1 2

3 3 2 3 1 2 3

3 2 34 4 4 4

5 5 5 534 4

[ ] [ , ] [ , , ]

[ , ]

[ , ] [ , , ]

[ , ] [ , , ]

[ , ] [ , , ]

[ , ] [ , , ]

i i i ii i i
x f x f x x f x x x

x f

x f f x x

x f f x x f x x x

x f f x x f x x x

x f f x x f x x x

x f f x x f x x x

   







      
  .fإنشاء الفروق المقسومة للتابع :1الجدول 
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  .2)ول الجد(الموافق جدول الفروق المقسومة ، 1الشكل ، في حالة معطيات لننشئ :مثـال
r نستعمل الرمز f  للدلالة على الفرق المقسوم من المرتبةr.  

1 2 3 4 5

0 1

2 1 1

4 6 5 / 2 3 / 8

5 0 6 17 / 6 77 / 120

8 2 2 / 3 5 / 3 3 / 4 167 / 960

10 5 3 / 2 1 / 6 1 / 4 1 / 8 287 / 9600

i ix y f f f f f    


  

  

  

  .1لمعطيات الشكل  إنشاء الفروق المقسومة :2الجدول 

  كما يلي:  1كل الشومن ثمّ نحصل على صيغة نيوتن لكثير حدود الاستيفاء الموافق لمعطيات 

3 77 167
( ) 1 ( 2) ( 2)( 4) ( 2)( 4)( 5)

8 120 960
287

( 2)( 4)( 5)( 8)
9600

p x x x x x x x x x x x

x x x x x

           

    

  

  ملاحظـة:

}إنّ ترتيب النقاط  }ix  فإذا بدّلنا ترتيب المعطيات (9)غير ذي أهميّة في صيغة نيوتن ،( , )i ix y 
لاً، في حالة المثال السابق، اختيار فمث نحصل �لطبع على كثير حدود الاستيفاء السابق نفسه.

}النقاط  }ix  4,5,2}وفق الترتيب, 8,   يقود� إلى الصيغة المكافئة التالية: {0,10

  

17 3
( ) 6 6( 4) ( 4)( 5) ( 4)( 5)( 2)

6 4
167

( 4)( 5)( 2)( 8)
960

287
( 4)( 5)( 2)( 8)

9600

p x x x x x x x

x x x x

x x x x x

         

    

    

  

0 من جهةٍ أخرى، عندما تكون التجزئة 1 nx x x    غير منتظمة ينُصح بترتيب
}النقاط  }ix  بحيث توضع النقاط الواقعة في الوسط في البداية وبحيث توضع نقاط الأطراف في
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أقلّ أهميّة عند حساب الفروق  )الناجمة عن التدوير(النهاية ؛ وبذلك يكون تضخيم الأخطاء 
  مة:غ خوارزميّة إنشاء الفروق المقسو و وهنا يمكننا أن نص المقسومة عدد�ً.

0 0 1 0 1 2 0 1[ ], [ , ], [ , , ], , [ , , , ]nf x f x x f x x x f x x x   

  تقوم هذه الخوارزميّة على المعطيات التالية: اللازمة لحساب قيمة كثير حدود الاستيفاء من صيغة نيـوتن.

)0يحوي قيم النقاط xشعاع    الدخل: )i i nx  ،  
ابعيحوي قيم الت dشعاع  0( )i i n

f x
 

،  

  :قيم الفروق المقسومةعلى  نحصلعند الانتهاء من تنفيذ الخوارزميّة  الخرج:

  0 1[ , , , ] , 0i id f x x x i n    

  

 

1
1

Algorithm Input: , ,  ; Output: 

 : 1

 

End; { }

;

Begin

( ) ( )j j j j j i

Divided Differences f x n d

for i to n do

for j := n downt

r

d d d xo i do

Divided Diffe e

x

nces


 



   

 

0المنشأة على النقاط  fالفروق المقسومة للتابع  قيمبعد حساب  1{ , , , }nx x x  وتخزينها في
0الشعاع  1( , , , )nd d d d ء ، يمكننا حساب قيمة كثير حدود الاستيفا( )np x  من صيغة

  نيـوتن �لخوارزميّة التالية:
)0يحوي قيم النقاط xشعاع    الدخل: )i i nx  ،  

  ،كثير حدود الاستيفاء في صيغة نيوتن  أمثال  يحوي dشعاع 

  .tمن تنفيذ الخوارزميّة قيمة كثير حدود الاستيفاء عند النقطة  الانتهاءيحوي عند  pمتحوّل  الخرج:

  

 Algorithm Input: , , ,  ; Output:

: ;

1 0

End; { }

;

Begin

: ( )i i

n

Value x d n t p

p d

for i := n downto do

V

p

alu

d t x p

e


    
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  استيفاء لاغرانج بكثيرات الحدود خطأ 3.1

  2 ـةمبرهن
0لتكن  1{ , , , }nx x x  مجموعة أعداد حقيقيّة مختلفة، وليكنf  بعاً حقيقيّاً يقبل الاشتقاق�

1nمع الاستمرار    0مرةّ على ا�ال 1{ , , , , }t nI t x x x   حيث ،t  هو عدد
tIعندها، توجد نقطة   معطى.حقيقيّ   بحيث يكون  

  ( 1)0

0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( 1)!

n
nn

i i
i

t x t x
f t f x t f

n




 
   




  (10)  

  الإثبـات

0 يكون محققة عندما تكون (10)نلاحظ أولاً أنّ المساواة  1{ , , , }nt x x x  نفترض .
0الآن أنّ  1{ , , , }nt x x x   نضعو  

  

0

( ) ( ) ( )

, ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

n

n j j
j

t n

p x f x x

x I E x f x p x

x
G x E x E t

t



         

 

  
)0 حيث ) ( ) ( )nx x x x x    ّالتابع . نلاحظ هنا أن( )G x لاشتقاق مع ا يقبل

1nالاستمرار    مرةّ على ا�الtI  لتابعين ل �لنسبة الالحوكذلك( )E x و( )x.  إضافةً إلى
  ذلك فإنّ:

  
( )

( ) ( ) ( ) 0, 0
( )

( ) ( ) ( ) 0

i
i i

x
G x E x E t i n

t
G t E t E t

          

  

) Gوبذلك يكون للتابع  2)n  جذراً مختلفاً في ا�الtI.  

Gلمحدودة يكون للتابع المشتق مبرهنة التزايدات اإلى  واستناداً    على الأقل( 1)n   جذراً مختلفاً في
) المشتق ؛ ونستنتج �لتدريج أنّ للتابع tI ا�ال )jG  على الأقل( 2 )n j   ًفي  جذراً مختلفا
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,0} أ�ًّ كانت قيمة tIا�ال  , 1}j n  ليكن .  لتابع المشتق ل اً جذر( 1)nG   أي
( 1)( ) 0nG   .  أنّ  بملاحظةو  

( 1) ( 1)

( 1)

( ) ( )

( ) ( 1)!

n n

n

E x f x

x n

 



   
  

  يكون
( 1) ( 1) ( 1)!

( ) ( ) ( )
( )

n n n
G x f x E t

t
  

 


  

xبتعويض    نجد  
( 1)( )

( ) ( )
( 1)!

nt
E t f

n


 


  

    وهي النتيجة المطلوبة.

  مثـال

  لتكن لدينا المعطيات التابعيّة
( ), 0,1, , ,i iy f x i n    

  )2الشكل في الحالتين: (انظر 

  

 

    
21استيفاء لاغرانج للتابع   sinxاستيفاء لاغرانج للتابع    / (1 )x  

  استيفاء لاغرانج بكثيرات حدود من الدرجة السادسة. :2الشكل 

)حالة استيفاء التابع  أولاً: ) sinf x x عند النقاط:  

  {0, 1.5, 3, 4.5, 6, 7.5, 9} , 1 7n    
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، ومن ثمّ يحقق خطأ الاستيفاء 1محدودٌ �لقيمة  sinxمن الواضح هنا أنّ المشتقّ السابع للتابع 
  المتراجحة التالية:

1
( ) sin ( 1.5)( 3)( 4.5)( 6)( 7.5)( 9)

7 !
p x x x x x x x x x          

  فعلى سبيل المثال
  (1) sin1 0.181 , (4) sin 4 0.035p p     

)2حالة استيفاء التابع  �نياً: ) 1 / (1 )f x x  :عند النقاط  

  {0, 2.25 , 3, 20.25}    

  �لعلاقة: fفي هذه الحالة يعطى المشتقّ السابع للتابع 

2 2
(7)

2 8

( 1)( 1) ( 2 1)( 2 1)
8!

(1 )

x x x x x x x
f

x

     
 


  

(7)و�خذ قيمةً أعظميّة  4391.31f    0.17632698عند النقطةx  .
  وبذلك يكون لدينا

2 2 2
2

1 4392
( ) ( 20.25)( 9)( 2.25)

7 !1
p x x x x x

x
     


  

  .sinxعليه في حالة �بع الـ  هومرةّ في الكِبرَ عمّا  4392 يقاربنلاحظ هنا أنّ الخطأ 

خطأ الاستيفاء يساوي جداء قيمة المشتقّ من المرتبة أنّ  2المبرهنة في  (10)تبينّ العبارة  تساؤلٌ مهم:
)+1n(  0عند نقطةٍ مجهولة مع العبارة 1( )( ) ( )nx x x x x x    والتي لا تتعلّق إلاّ بنقاط

0التجزئة  1{ , , , }nx x x في حالة أَن نبحثَ، . من ذلك نجد من الأهميّةn  تعيين تجزئةٍ معيّنة، في  

0 1 na x x x b      
]للمجال  , ]a b :تحقق الشرط  

0
0 0

[ , ] [ , ]
max ( ) ( ) min max ( ) ( )

n
n n

x a b a t t b x a b
x x x x x t x t

     

        
   (M) 

  .Chebyshevكثيرات حدود تشيبيشف   تحقّقهافي الخواص التي  يكمنعلى هذا التساؤل  الجواب
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 كثيرات حدود تشيبيشف  
nأيـاً كانت    نعرّف  

  ( ) cos( arccos ), [ 1,1]nT x n x x    

مجموعة من التوابع  بيانياً الشكل التالي  يبينّ  ( ) : 1, ,5nT x n    على ا�ال[ 1,1].  

  
)كثيرات حدود تشيبيشف   :3الشكل  )nT x. 

  خواص كثيرات حدود تشيبيشف:
(P1)  التوابع تحقق( )nT x علاقات التدريج:  

  0 1

1 1

( ) 1, ( )

( ) 2 ( ) ( )n n n

T x T x x

T x xT x T x 

 
 

  

)ومن ثمّ، فإنّ  )nT x  هو كثير حدود درجتهn،  ّمَثَلُ الحدnx  12فيه يساويn ّأي أن ،  

  11, ( ) 2n n
nn T x x     

(P2)  التوابع( )nT x  ّمحدودة، أي أن  
  ( ) 1, [ 1,1]nT x x     

(P3)  تحقق التوابع( )nT x :الخاصّتين  

  
  

  2 1
2

cos ( 1) , 0

cos 0, 0 1

kk
n n

k
n n

T k n

T k n

          

  

0( )T x

1( )T x

2( )T x

3( )T x
4( )T x

5( )T x
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(P4)  التوابع( )nT x  المعرّف على فضاء التوابع المستمرةّ للجداء السلّمي الطبيعي �لنسبة متعامدة

 0 [ 1,1]C :  

 
2

1 1
1 1

, ( ) ( )d
x

f g f x g x x
 

   

  وتحقّق

  
2

1 1
1 1

0

, ( ) ( )d / 2 0

0 .
n m n m

x

if n m

T T T x T x x if n m

if n m
 

          

  

  الإثبـات:
  لمثلّثيّةتنتج علاقات التدريج السابقة من العلاقة ا

    cos ( 1) cos ( 1) 2cos cos( )n n n          

cosوذلك بوضع  x  ،arccosx .  
  ويعطي التحويل الأخير أيضاً 

 
2

1 1
1 01

( ) ( )d cos( )cos( )dn m
x
T x T x x n m



 
      

من تعامد التوابع  (P4) وتنتج الخاصّة  0
cos( )

n
n


.  

ضّح المبرهنة التالية . تو (M)لى التساؤل الذي طرحناه آنفاً لإيجاد تجزئةٍ تحقق الشرط نعود الآن إ
  هذا التساؤل وكيفيّة الاختيار الأمثلي لنقاط الاستيفاء. الإجابة عن

)ليكن  :3مبرهنـة  )q x   كثير حدود درجتهn  ُومَثلnx  12فيه يساويn إذا كان .
( ) ( )nq x T x :ّفإن  

  
[ 1,1] [ 1,1]

max ( ) max ( ) 1n
x x

q x T x
   

   

 )نقض الفرض( الإثبـات:

  :جدلاً أنّ  لنفترض

[ 1,1] [ 1,1]
max ( ) max ( )n
x x

q x T x
   

  
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)ولنعرّف الفرق  ) ( ) ( )nx q x T x   هنا أنّ �بع الفرق هذا ينعدم مرةّ على الأقلّ في . نلاحظ
  كلّ مجال من ا�الات المغلقة

  1[cos( ), cos( )], 0 1k k
n n

k n       

)ومن ثمّ فإنّ  )x  يمتلكn  جذراً في ا�ال[ 1,1] ) إذا وقع أحد الجذور  عند طرف أحد
)ا�الات السابقة يكون جذراً مضاعفاً وذلك لأنّ  ) 0nT     ّومن ثم( ) 0q   ( ولكن .

( )x  1هو كثير حدود من الدرجةn  ) أمثالnx  في كلّ من واحدة( )nT x  و( )q x(  وهذا
)يتناقض مع كون  ) 0x .      

0  المبرهنة السابقة أنّ المقدارتثبت  1
[ 1,1]

max ( )( ) ( )n
x

x x x x x x
 

    يكون

  كانإذا وفقط إذا  أصغر�ً 
  0 1 1( )( ) ( ) 2 ( )n

n nx x x x x x T x
     

  وهذا يعني أنّ 

  2 1
cos , 0

2 2k
k

x k n
n

     
  

  

  :السابق نستخدم التحويلالتساؤل  للإجابة عن .نقاط تشيبيشفهذه النقاط نسميّ 

  
2 2

a b b a
x x

 
   

]للانتقال من ا�ال  1,1]  إلى ا�ال[ , ]a b، :فنحصل على النتيجة التاليـة  
  4:مبرهنـة 

0في حالة التجزئة  (M)رط يتحقق الش 1 na x x x b      إذا وفقط إذا
  كان:

2 1
cos , 0

2 2 2 2k
a b b a k

x k n
n

         
  

  

انظر (في عمليّة استيفاء لاغرانج من خلال المثال التالي تشيبيشف نوضّح فعّاليّة استعمال نقاط 
] حالة استعمال تجزئة منتظمة للمجال والذي نبينّ فيه نتيجة استيفاء لاغرانج في )4الشكل  5,5] 

  وفي حالة استعمال نقاط تشيبيشف
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2 1
5 cos , 0 8

2 2
k

k
n

     
  

  

)2وذلك عند قيم �بعيّة معرّفة �لعلاقة  ) 1 / (1 )f x x . 

 
 .)إلى اليمين( تشيبيشف وتجزئة  )إلى اليسار(: التجزئة المنتظمة استيفاء لاغرانج :4الشكل 

  ملاحظـة:
0عدداً حقيقيّاً مختلفاً عن القيم tليكن  1{ , , , }nx x x .للتابع  ءكثير حدود الاستيفا  يعطى

( )f x عند النقاط:  
  0 1{ , , , , }nx x x t  

  :�لعلاقة
1 0 0 0 1 0 1 0

0 0

0 0

( ) ( ) ( ) [ , ] ( ) ( ) [ , , ]

( ) ( ) [ , , , ]

( ) ( ) ( ) [ , , , ]

n n n

n n

n n n

p x f x x x f x x x x x x f x x

x x x x f x x t

p x x x x x f x x t

         
   

    

  
 

 

  

)1 ومن كون ) ( )np t f t   ّنستنتج أن  

  0 0( ) ( ) ( ) ( ) [ , , , ]n n nf t p t t x t x f x x t       (11)  

) صيغة أخرى للخطأ (11)تعطينا المساواة  ) ( )nf t p t 10(. بمقارنة ذلك �لصيغة السابقة( ،
  :ساواةنحصل على الم

  
( 1)

0 1 0 1
( )

[ , , , , ] , { , , , , }
( 1)!

n

n n
f

f x x x t x x x t
n

 
  


   

إذا كان  نتيجـة: 0 1{ , , , }m
mf C x x x    ّفإن  

  
( )

0 1 0 1
( )

[ , , , ] , { , , , }
!

m

m m
f

f x x x x x x
m


      (12)  

0 550

55
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  بكثيرات الحدود لاغرانج استيفاءتقارب  4.1
]على مجالٍ  fلننظر في مسألة تقريب �بعٍ معطى  , ]a b  وذلك �ستخدام الاستيفاء بكثيرات

1تقريب على هذا ا�ال. لتكن ال فيالحدود  n التجزئة، نعرّف:  
  0 1 na x x x b      

)وليكن  )np x  المحقق للشروط ءكثير حدود الاستيفا:  
  ( ) ( ), 0n i ip x f x i n    

  �لمقدار fنعرّف خطأ التقريب للتابع 
  

[ , ]
max ( ) ( )n n
x a b

f p f x p x
 

    

nfالخطأ  هل يتقارب نتساءل:وهنا  p   عندما من الصفرn ؟  
  ليس �لضرورة. :الجواب

ليكن  :5مبرهنـة  [ , ]f C a b ،ولنفترض أنهّ يحقق الشرط:  

  ( )0, , nM n Mf 
      (13) 

0ولتكن  1 na x x x b      تجزئةً اختياريةّ للمجال[ , ]a bعندئذٍ يكون .  

  
[ , ]

lim max ( ) ( ) 0n
n x a b

f x p x
 

   

  نجد أنّ  (13)فرضيّة وال (10)من العلاقة  الإثبـات:

  1( ) ( ) ( )
( 1)!

n
n

M
f x p x b a

n
   


  

)1من الواضح هنا أنّ المقدار  ) / ( 1)!nb a n   يسعى إلى الصفر عندما يسعى
n إلى اللا�اية وذلك لأنهّ يمثّل الحدّ العام للمتسلسلة المتقاربة:  

0
( ) / !b a k

k
e b a k


   

ومنها، على سبيل  (13)من الناحية العمليّة، لا يوجد الكثير من التوابع التي تحقق الفرضيّة 
xe ،sinالمثال، التوابع  x ،cosx لأحيان لا تتحقق هذه وكذلك توابع كثيرات الحدود؛ وفي أغلب ا

)الفرضيّة. فمثلاً، في حالة التابع الكسري  ) 1 /f x x  لدينا( ) 1( ) !/n nf x n x   .
  .[1,2]على ا�ال  (13)ومن ثمّ فهو لا يحقق الفرضيّة 
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في استيفاء لاغرانج  )تجزئة غير منتظمة(تشيبيشف نقاط من الجدير �لذكر أيضاً أنّ استعمال 
  يعطينا أفضل النتائج فيما يتعلّق �لتقارب كما تبينّ المبرهنة التالية.

ليكن  :6مبرهنـة  1 [ 1,1]f C  وليكن .np   كثير حدود استيفاء لاغرانج المنشأ على النقاط
 , ( )i ix f x حيث 

2 1
cos , 0

2 2i
i

x i n
n

     
  

  

عندئذٍ، تتقارب متتالية استيفاء لاغرانج  n np   نتظام نحو التابع�f  على ا�ال
[ 1,1] ّأي أن .  

  
[ 1,1]

lim lim max ( ) ( ) 0n n
n n x

f p f x p x
  

     

  .)[141] راجع(فايرشتراس -هنة ستونيعتمد إثبات هذه المبرهنة على مبر 

ظاهـرة رونج  Runge 1901 

  Runge)ينسب إلى الر�ضي ( التالي الشهير لمثال�نذكر هنا 

  
2

1
( ) , 1 1

1 25
f x x

x
   


  

ة كثيرات حدود استيفاء لاغرانج متتالي أنّ  )[72]انظر (في كتا�ما  Killerو  Isaacsonبرهـن 
  1n n
p


]الموافقة لتجزئة منتظمة للمجال   1,1] :تحقق  

  0.728 0, sup ( ) ( )n
n k

x k f x p x


        

المتتالية العدديةّ ومن ثمََّ، فإنّ   1
( )n n

p x


) القيمة تقارب منتلا   )f x  سعى يعندماn  إلى
  اللا�اية.

)، نلاحظ تقارب متتالية الاستيفاء 5في الشكل  )np x  في جوار الصفر نحو( )f x ولكنّها تتباعد ،
  عند الأطراف.
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2n 4n 6n  8n  10n 

12n  14n  16n  18n  20n   
)2بع ظاهرة رونج في حالة التا :5الشكل  ) 1 / (1 25 )f x x .  

  لاغرانجأخطاء التدوير في استيفاء أثـر  5.1

npنعلم أنّ كثير حدود استيفاء لاغرانج     المار �لنقاط( , )i ix y ،0 i n  
  يعطى �لعلاقة

  
00

( ) ( ), ( )
n n

j
i i i

i jji
j i

x x
p x y x x

x x



 

    

أي أنّ القيم العددية المستعملة في الحساب هي القيم  التمثيلمشوبة �خطاء  iyالقيم نفترض أنّ 
  في النظام الحاسوبي المستخدم iyلأعداد ل الممثلّة îyالتقريبيّة 

  ˆ ( ) (1 ),i i i i iy fl y y eps       

)دقةّ الآلة التي نجري فيها الحساب و  epsحيث يمثّل  )ifl y  ممثّل العددiy  .في النظام المستخدم
  .)راجع الفصل الأول(

  ليكن

0
ˆ ˆ( ) ( )

n
i ii

p x y x


    
)ˆكثير حدود استيفاء لاغرانج الموافق للمعطيات  , )i ix yعندئذ يكتب التغيرّ �لشكل .  

  
0

ˆ( ) ( ) ( )
n

i i i
i

p x p x y x


     

  ومن ثمّ نجد

  
0 0

ˆ( ) ( ) max ( )
n

i i
i n i

p x p x eps y x
  

       
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  يمثّل التابع

0

( )
n

i
i

x

   

  معامل تضخيم الخطأ في عمليّة الاستيفاء. تسمّى قيمته العظمى

  
[ , ] 0

max ( )
n

n i
x a b i

x
 

     

0فق للنقاط الموا �Lebesgueبت لوبيغ  1{ , , , }nx x x  وا�ال[ , ]a b ومن الممكن حساب ،
]هذا الثابت عدد�ً. ويبرهن أنهّ في حالة التجزئة المنتظمة للمجال  , ]a b :لنقاط�  

  ( ) / , 0ix a i b a n i n      

  يكون لدينا

  
1

4 9
20 40

2
1.1 10 , 4.7 10 ,

log

n

n e n n


    

 
    

  :كذلك يبرهن أنهّ في حالة استعمال نقاط تشيبيشفو 

  2 1
cos

2 2 2 2i
a b b a i

x
n

      
  

  

]في تجزئة ا�ال  , ]a bيكون لدينا ،  

  
3 20

4 100

2
log 100

n

n

n

if n

if n

n if n

  
  

 




  

  مثـال
)لنُِجرِ تطبيقاً عملياً لحساب كثير حدود استيفاء لاغرانج للتابع  ) sinf x x ال في ا�

25n. من الناحية النظرية، نعلم أنه عندما تكون [0,5]   ًفإنّ خطأ استيفاء لاغرانج يكون محدودا
26من الأعلى �لمقدار  95 / 26! 3.6910  [0,5]وذلك أ�ً كانت التجزئة للمجال.  
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ˆقيم التابعيّة نقوم بحساب ال sini iy x  مستعملين دقةّ حساب بسيطة
8( 1.49 10 )eps   ومن ثمّ نعينّ كثير حدود استيفاء لاغرانج الموافق لهذه القيم مستعملين

 نظر�ً لا�ائيّة: أي أننا لا نسمح �يّ خطأ تقريب عددي في حساب �بع كثير حدود(دقّة تمثيلٍ عالية 
  ، وذلك في:)الاستيفاء

5  :حالة تجزئة منتظمة للمجال -
ix i

n
،  

5  :حالة تجزئة �ستعمال نقاط تشيبيشف - 5 2 1
cos

2 2 2 2i
i

x
n

      
.  

يبدأ �لتضخّم بسرعة  -حالة التجزئة المنتظمة  -فنلاحظ من النتائج أنّ خطأ الاستيفاء في 
30nمن القيمة  بدءاً عند طرفي ا�ال    70عند القيمة  810ويصبح هذا الخطأ من مرتبةn  

  كما يتبينّ من الشكل التالي:

  
  .îyاستعمال التجزئة المنتظمة في استيفاء قيم �بعية مشوّشة  :6الشكل 

نقاط تشيبيشف في الاستيفاء فإننا نلاحظ الاستقرار العددي في حساب  استعمالأمّا في حالة 
200nلنقل (قيماً كبيرة  �nبع الاستيفاء حتىّ لو بلغت   ويتبينّ ذلك من  )على سبيل المثال

   نحصل عليها في هذه الحالة.الشكل البياني التالي للنتائج التي

30n  70n  200n 

9ˆ 6 10nf p 


  9ˆ 6 10nf p 


  9ˆ 6 10nf p 


 

  
  .îyاستعمال نقاط تشيبيشف في استيفاء قيم �بعية مشوّشة  :7الشكل 

30n  50n  70n 

2ˆ 10nf p 


  2ˆ 6 10nf p


  8ˆ 4 10nf p


 
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2  استيفاء هرميـت  .

)عند نقاط الشبكة  fفي هذا النوع من الاستيفاء، نستخدم إضافةً إلى قيم التابع  )ix  قيم
fمشتقّه   :عند هذه النقاط فتصبح المسألة على النحو التالي 

}1لتكن  , , }nx x  مجموعة مختلفة من الأعداد الحقيقيّة، ولتكن مجموعتا القيم

1{ , , }ny y  1و{ , , }ny y   فرة عن قيم التابع اهي المعطيات المتوf  وقيم مشتقّه الأوّلf 

}1عند النقاط  , , }nx x  على الترتيب. نبحث عن �بع كثير الحدود يحقق شروطHermite  في
  الاستيفاء:

( )
, 1

( )
i i

i i

p x y
i n

p x y

      
(13)

تابع كثير كشرطاً، ولذلك نبحث عن حلّ لهذه المسألة   2nنلاحظ  هنا أنّ عدد الشروط هو 
2)لا تتجاوز درجتهالحدود  1)n  للبحث في حلّ هذه المسألة، نعمّم الأسلوب الذي اتبعناه في .
 ليكن .1هنة المبر إثبات 

 1( ) ( ) ( )n nx x x x x   

}1نعلم أنّ كثيرات حدود لاغرانج الموافقة للنقاط  , , }nx x :تعطى �لعلاقة 

1 1 1

1 1 1

( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( )
( )

, 1
( ) ( )

i i n
i

i i i i i i n

n

i n i

x x x x x x x x
x

x x x x x x x x
x

i n
x x x

 

 

   


   


  
  

 


 

 نعرّف التوابع

 
  

2

2

( ) ( ) ( )
, 1

( ) 1 2 ( )( ) ( )

i i i

i i i i i

h x x x x
i n

h x x x x x

        

 

 

)نلاحظ أنّ التوابع  )ih x  و( )ih x  2هي كثيرات حدود من الدرجة 1n   على الأكثر وتحقق
 الخواص التالية:

0
( ) ( ) 0 , ( ) ( )

1i j i j i j i j
i j

h x h x h x h x
i j

       
 
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  :�لعلاقة يعطى (13)يمكن التحقق بسهولة أنّ حلاً لمسألة الاستيفاء 

  
1 1

( ) ( ) ( )
n n

n i i i i
i i

H x y h x y h x
 

       (14)  

) نلاحظ أنّ  )nH x 2كثير الحدود درجته   هو 1n   على الأكثر. لإثبات وحدانيّة هذا الحل، نفترض
2ودرجته )13(يحقق شروط الاستيفاء  Gوجود �بع كثير الحدود آخر  1n  نلاحظ  .على الأكثر

nRالفرق  هنا أنّ  H G   2درجتههو �بعٌ كثير الحدود 1n  :على الأكثر ويحقق العلاقات  

( ) ( ) 0, 1i iR x R x i n     

,1 جذراً مضاعفاً  n أيْ أنّ له ,nx x ،فهو يكتب �لشكل  

  2 2
1( ) ( ) ( ) ( )nR x q x x x x x     

0qفإذا كان    ّفإنdeg( ) 2R n  ّ0وهذا مستحيل. من ذلك ينتج أنR .  

وكذلك لدراسة  (14)للحصول على صيغةٍ للحلّ أكثر ملاءمةً للحساب العددي من الصيغة 
عند النقاط المختلفة  fللتابع  ء لاغرانجاستيفااء هذه، ننظر في كثير حدود الخطأ في عمليّة الاستيف

1 2 2{ , , , }nz z z :والذي يكتب وفق صيغة نيوتن �لشكل  

  2 1 1 1 2 1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) [ , , ]n n np x f z x z x z f z z         

  ونعلم أنّ خطأ الاستيفاء في هذه الحالة هو

  2 1 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) [ , , , ]n n nf x p x x z x z f z z x      (15)  

1وعندما تسعى النقاط  1 2,x z z ،2 3 4,x z z ، ،2 1 2,n n nx z z  فإنّ كثير
2الحدود  1np   2يسعى إلى �بع كثير الحدود 1np  لي:التا  

2
2 1 1 1 1 1 1 1 1 2

2 2
1 1 1 1

( ) ( ) ( ) [ , ] ( ) [ , , ]

( ) ( ) ( ) [ , , , , ]
n

n n n n

p x f x x x f x x x x f x x x

x x x x x x f x x x x




     

   



 
  (16)  

2) وهو �بع كثير الحدود درجته 1)n   ّنلاحظ هنا أن .  

  
2 1 2

2 1 2
,
lim [ , ] [ , ] ( ), 1

i i i
i i i i i

z z x
f z z f x x f x i n




     
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عند النقاط  يقبل الاشتقاق fلاعتماد على استمراريةّ الفروق المقسومة وافتراض أنّ التابع �و 

1{ , , }nx x  إلى الصيغة التالية: الطرفينعند حساب �اية (15)تؤول عبارة الخطأ  
  2 2

2 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) [ , , , , , ]n n n nf x p x x x x x f x x x x x      (17)  

2لنبرهن الآن أنّ  1np   ء حدود الاستيفايطابق كثير  )16(المعرّف �لعلاقةnH . ّمن الواضح أن  

  2 1( ) ( ) 0, 1i n if x p x i n     
  وكذلك لدينا

2 2
2 1 1 1 1

2
1 1

11

( ) ( ) ( ) ( ) [ , , , , , ]

2 [ , , , , , ] ( ) ( )

n n n n

n n

n n i j
ji
j i

d
f x p x x x x x f x x x x x

dx

f x x x x x x x x x






     

    

 


  

  ومن ثمََّ يكون
  2 1( ) ( ) 0, 1i n if x p x i n      

2، فإنّ وهكذا 1 2 1n np     الموافقة للمعطيات )13(يحقق شروط الاستيفاء و:  

  ( )
, 1

( )
i i

i i

y f x
i n

y f x

      
  

2 تيّ نستنتج أنّ يالهرم ءعتماد على وحدانيّة كثير حدود الاستيفالا�و  1n np H .  

 )17(وكذلك فإنّ العلاقة  nHصيغة الفروق المقسومة الملائمة لحساب  )16(تعطينا العلاقة 
  نكتبها �لشكل: Hermiteتعطينا صيغةً للخطأ في استيفاء 

  2 2
1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) [ , , , , , ]n n n nf x H x x x x x f x x x x x       

  إذا افترضنا أنّ و  ،�لفروق المقسومة المتعلّقة (12)�لاعتماد على النتيجة 

 2
1{ , , , }n

nf C x x x    
  :�لشكل تكتب عبارة الخطأ السابقةفإنّ 

(2 )
2 2

1 1
( )

( ) ( ) ( ) ( ) , { , , , }
(2 )!

n
x

n n x n
f

f x H x x x x x x x x
n


          
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الأكثر شيوعاً هو الاستيفاء بكثيرات الحدود من الدرجة الثالثة على  Hermiteإنّ استيفاء  :مثـال
  الأكثر. في هذه الحالة تكون شروط الاستيفاء:

  ( ) ( ) ; ( ) ( )

( ) ( ) ; ( ) ( )

p a f a p a f a

p b f b p b f b

  
  

  

)2 ءكثير حدود الاستيفا�خذ    (14)لعلاقة استناداً ل )H x الشكل:  
2 2

2

2 2

2 2

( ) 1 2 ( ) 1 2 ( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

x a b x b x x a
H x f a f b

b a b a b a b a

x a b x x a b x
f a f b

b a b a

                                                       

  (18)  

)2 ءصيغة الفروق المقسومة لكثير حدود الاستيفاعلى  �لحصول (16)العلاقة  تسمح لناو  )H x :التالية  

  
2

2
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ , , ]

( ) ( ) [ , , , ]

H x f a x a f a x a f a a b

x a x b f a a b b

    

  
  (19)  

  حيث

  
2

[ , ] ( )
[ , , ]

( ) 2 [ , ] ( )
[ , , , ]

( )

f a b f a
f a a b

b a
f b f a b f a

f a a b b
b a

        

  

، ويمكن حسا�ا بخوارزميّة مشا�ة لخوارزميّة (19)إنّ أنسب صيغة للحساب العددي هي 
Value  .(18)الموافقة للصيغة  -في هذا المثال-عبارة الخطأ  تكتبالتي عرضناها في الفقرة السابقة 

  :�لشكل (19)أو 

  
2 2

2
2 2

(4)

( ) ( ) ( ) ( ) [ , , , , ]

( ) ( )
( )

24 x

f x H x x a x b f a a b b x

x a x b
f

   

 
 

  (20)  

}حيث  , , }x a b x  المتراجحةيحقق  . نستنتج من ذلك أنّ الخطأ الأعظمي:  

  
4

(4)
2

( )
max ( ) ( ) max ( )

384a x b a t b

b a
f x H x f t

   


   (21)  
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  اً الاستيفاء بتوابع كثيرات الحدود قِطَعيّ  3.

العشرين، ازداد استخدام التوابع المكوَّنة من أجزاء كثيرات الحدود،  منذ مطلع ستّينيّات القرن
فقد استخدمت �شكالٍ متنوّعة في: الاستيفاء، والتكامل والتفاضل العددي، والحل العددي للمعادلات 

لنظر التكامليّة، التفاضليّة والتفاضليّة الجزئيّة. نتطلّع هنا إلى توابع كثيرات الحدود قِطعيّاً من وجهة ا
  من النقاط: -تكون عادة منتهية –شبكة  nfيلازم تعريف �بع كثير الحدود قِطَعيّاً  المتعلّقة �لاستيفاء.

  0 1 nx x x        

)ويتطابق مقصور التابع  )nf x على كل مجال من ا�الات  
  0 0 1 1] , ], [ , ], , [ , ], [ , [n n nx x x x x x   

مع �بعٍ كثير الحدود. وغالباً ما تكون درجات كثيرات الحدود في هذه ا�الات متساوية، كذلك فإنهّ 
  مستمراً في التطبيقات. nfغالباً ما يكون التابع 

. أمّا النمط المحلّي فيكون Global شاملو  Localمحليّ هناك نمطـان من مسائل الاستيفاء: 
]1على كلّ مجالٍ  nfور التابع فيه مقص , ]i ix x  قابلاً للتعيين، �لاعتماد فقط على معطيات الاستيفاء

على كلّ مجالٍ  nf، يتعلّق اختيار مقصور التابع الشاملالمتعلّقة �ذا ا�ال. على حين أنهّ في النمط 

1[ , ]i ix x .هو أكثر تعقيداً، وأفضل مثـالٍ على هذا  الشاملإنّ النمط  بمعطيات الاستيفاء كلّها
  والتي سنعرضها لاحقاً في هذه الفقرة. Splines الـ النمط توابع

  ط الاستيفاء المحلـّينم 1.3
هي الحال في أغلب ؛ وهذه ات الحدود التكعيبيّة قِطَعيّاً لتوضيح العرض، ندرس التوابع كثير 

] على مجالحقيقياً معرّفاً �بعاً  fالتطبيقات. ليكن  , ]a b . نضع( ) /h b a n   ونعرّف
  التجزئة المنتظمة:

  , 0jx a j h j n      

. Hermite نقدّم صيغةً لاستيفاء بكثيرات الحدود، ثمَُّ  لاغرانجفي البداية، نستخدم استيفاء 
على  nfلتعريف �بع الاستيفاء  )5(. نستخدم صيغة لاغرانج 3يقبل القسمة على  nنفترض أنّ 

3كلّ مجالٍ جزئيّ  3 3[ , ]j jx x:  
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1 2 3 0

0 2 3 1
3 0 1 3 2

0 1 2 3

( )( )( ) ( )

3( )( )( ) ( )1
( ) , 1 / 3

3( )( )( ) ( )6
( )( )( ) ( )

n

x z x z x z f z

x z x z x z f z
f x j n

x z x z x z f zh
x z x z x z f z

                                  

  

  حيث

  0 3 3 1 3 2 2 3 1 3 3, , ,j j j jz x z x z x z x       

]مستمرٌ على ا�ال  nfنلاحظ هنا، أنّ التابع  , ]a b ويحقق شروط الاستيفاء  

  ( ) ( ), 0n i if x f x i n    

وبوجهٍ عام، نلاحظ هنا  لحدود من الدرجة الثالثة.بكثيرات ا عيّ طَ القِ  لاغرانج استيفاء �بع nfنسمّي 
3 عند النقاط لا يقبل الاشتقاق nfأنّ التابع  1 /3 1( )j j nx   .  

)طأ الخ لدراسة ) ( )nf x f x  ٍنستخدم معرفتنا السابقة عن خطأ الاستيفاء على كلّ مجال
3 جزئيّ  3 3[ , ]j jx x:وهذا يقود� إلى المتراجحة التالية .  

  
4

(4)max ( ) ( ) max ( )
24n

a x b a t b

h
f x f x f t

   
   (22)  

  على الخاصّة التالية: (22)اعتمد� في استنتاج المتراجحة  ملاحظة:

  
3 3 3

4
3 3 3 2 3 1 3max ( )( )( )( )

j j
j j j j

x x x
x x x x x x x x h


   

      

 hوذلك بجعل خطوة التقسيم  nfأننّا نستطيع ز�دة الدقّة في التقريب  (22) يتّضح من المتراجحة
3أصغر مع الاحتفاظ بدرجة كثير الحدود على كلّ مجال 3 3[ , ]j jx x.  

  :مثـال

)ليكن التابع  ) xf x e 1. لنحسب القيمة الحديةّ للخطوة [0,1]على ا�ال
h

n
 في 

القطعي بكثيرات لاغرانج استيفاء تابع ب �نتظام، بحيث يكون الخطأ الأعظم للتقريب [0,1]تقسيم ا�ال 
  .610أقلّ من الحدود من الدرجة الثالثة
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  نجد (22)�ستخدام المتراجحة 
4

610
24
h

e    

  ومنه نحصل على
0.055 18.3h n    

18nفمن المحتمل هنا أن يكون استعمال القيمة     تعطينا حداً  )22(كافياً لأنّ المتراجحة
توابع كثيرات الحدود تكعيبيّة على ا�الات 6أعلى للخطأ. عندها نحتاج إلى تعيين 

 3 3 3 1 6
[ , ]j j j
x x  

4نحتاج إلى تخزين  nfوفيما يتعلّق بتخزين �بع التقريب  . / 3n  قيمة

قيم لتحديده تماماً. وغالباً ما يجري تخزين  4وذلك لأنّ كثير الحدود من الدرجة الثالثة يتطلّب معرفة 

nf  3على كل مجالٍ جزئي  صيغة �يلوروفق 3 3[ , ]j jx x  :كما يلي  

  2 3
3 3 3 3 3 3( ) ( ) ( ) ( )n j j j j j j jf x a b x x c x x d x x          

على كلّ مجالٍ جزئي  Hermiteوالنوع الثاني من الاستيفاء القِطَعي يستخدم استيفاء 

1[ , ]j jx x تيّ  فنحصل �لنتيجة على �بع يالهرم ءحيث نعرّف على كل مجال كثير حدود الاستيفا
  والذي يحقق الشروط التالية: nh القِطعي التقريب

1 1

1 1

( ) ( ) ; ( ) ( )
, 1, ,

( ) ( ) ; ( ) ( )
n j j n j j

n j j n j j

h x f x h x f x
j n

h x f x h x f x
 

 

         
  

nhومشتقّه  nhفي هذه الحالة يكون �بع التقريب   مستمريّن على ا�ال[ , ]a b.  

فنحصل على  (21)و  (20)نستخدم العلاقات  nhلتعيين الحد الأعلى للخطأ في التقريب 
  :المتراجحة

  
4

(4)max ( ) ( ) max ( )
384n

a x b a t b

h
f x h x f t

   
   

حتى تكون المقارنة صحيحة،  nhبـ  2nfلمقارنة هذين النوعين من التقريب يجب مقارنة 
وعندها نجد أنّ حدود خطأ التقريب الأعظم متساوية في الحالتين، ومن ثمَّ يكون للطريقتين دقةٌّ واحدة 

  ار إحداهما على طبيعة التطبيقات المطلوبة.في التقريب، ويعتمد اختي
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 Splinesالـ وتوابع  الشاملنمط الاستيفاء  2.3

الانكليزية صفيحة شريطيّة مرنة. �تمّ في هذه الفقرة بمسألة تمرير صفيحةٍ  "Spline"تعني كلمة 
شريطيّة مرنة بمجموعةٍ من النقاط  0( , )i i i n

x y
  . ـ يبينّ �بع ال 8الشكلSpline  الذي يحقق

 .1الشكل شروط استيفاء معطيات 

  
  التكعيبي. Splineالاستيفاء بتابع الـ  8:الشكل 

:من الناحية الر�ضيّاتيّة، يمكن صياغة هذه المسألة كما يلي: نبحث عن �بع  [ , ]s a b   

0( , )na x b x   ط التالية:يحقق الشرو  
(S1) ( ) , 0i is x y i n    

(S2)  2 [ , ]s C a b  

(S3) 
 2

2 2

[ , ]
( ) , 0

( ) d min ( ) d

i i

b b

a a
f C a b

f x y i n

s x x f x x

  

          

لنقاط �تمرّ طاقة الانحناء الأصغرية لصفيحة مرنة  )S3(يمثّل الشرط  0( , )i i i n
x y

 يجاد حلّ . لإ

)لهذه المسألة، نضع  ) ( ) ( )f x s x h x    حيث    و 2 [ , ]h C a b  يحقق
  الشروط

  ( ) 0, 0ih x i n    (23)  

)وبما أنّ التابع  )s x  يحقق الشرط)S3(  ّفإن  
2 2

2 22

( ) d ( ) ( ) d

( ) d 2 ( ) ( )d ( ) d

b b

a a
b b b

a a a

s x x s x h x x

s x x s x h x x h x x

           

             

 

  
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  وهذا يكافئ

  ( ) ( )d 0
b

a
s x h x x    (24) 

أً� كان  2 [ , ]h C a b  لنفترض أنّ التابع (23)يحقق الشروط .( )s x  يقبل الاشتقاق مع
]1الاستمراريةّ على كلّ مجالٍ جزئي  , ]i ix x  لتجزئة نحصل على (24)، عندئذٍ، بتكامل العبارة�  

  ( ) ( ) ( ) ( )d 0
bb

a a
s x h x s x h x x      (25)  

  ويقود� هذا إلى المبرهنة التالية.
0لتكن  :7 مبرهنـة 1 na x x x b      تجزئة ما للمجال[ , ]a b وليكن ،

, : [ , ]f s a b   ققان الشرطين �بعين يح)S1(  و)S2( ّنفترض أن .  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s b f b s b s a f a s a               (26)  

]1على كلّ مجالٍ جزئي  sوأنّ مقصور التابع  , ]i ix x  يتطابق مع �بع كثير الحدود من
  اجحة التالية:الدرجة الثالثة على الأكثر. عندئذٍ تتحقق المتر 

  2 2
( ) d ( ) d

b b

a a
s x x f x x          (27) 

  نضع :الإثبـات

( ) ( ) ( )h x f x s x   
  معدوماً. (25)أن يكون الجزء الأوّل من العبارة  (26)تقتضي الفرضيّة 

)وبما أنّ �بع المشتقّ الثالث  )s x  �1بتٌ على كل مجال[ , ]i ix x  يساوي وi ّفإن ،
  :يكتب على الشكل (25)الجزء الثاني من العبارة 

  
 

11

1
1

( ) ( )d ( )d

( ) ( ) 0

i

i

nb x
ia x

i
n

i i i
i

s x h x x h x x

h x h x






   

   

 


  

محققّة ومن ثمّ تكون المتراجحة  (24)تكون المساواة . وهكذا، (23)استناداً إلى الشروط 
    محققّة أيضاً. (27)
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S1)تبينّ المبرهنة السابقة أنّ التوابع المرشحّة لتكون حلولاً محققة للشروط  S3)  هي التوابع
  .الثالثة على الأكثرمن الدرجة  كثيرات الحدودمن توابع  قِطَعياً  والمكوّنة 2Cالصفّ من 

0 لتكن لدينا شبكة النقاط :تعريف 1 na x x x b     . نسمّي �بعSpline 
1من المرتبة  m ا�ال على [ , ]a b   كل �بع حقيقي: [ , ]s a b    يحقـق الشرطين

  :التاليين

i(  مقصــــــــــــــورs  ّمن ا�ــالات على كــل 1[ , ],0i ix x i n    هو كثير حــدود من
m الدرجة .  

ii(  1 [ , ]ms C a b.  

] على ا�ال mمن المرتبة  Splinesتشكّل مجموعة توابع الـ  , ]a b  فضاءً شعاعياً عدد أبعاده

n m  نرمز إليه �لكتابة [ , ]n
mS a b.  

1mمن المرتبة  Spline �بع هو mمن المرتبة  Splineمن الواضح أنّ مشتق �بع   ،
1mمن المرتبة Splineهو �بع  mمن المرتبة  Splineوكذلك فإنّ أي �بع أصلي لتابع  .  

من المرتبة الثالثة  Splinesاستخداماً وتداولاً هي توابع الـ  Splinesإنّ أكثر توابع الـ 
استيفاء فهي توابع ملساء قليلة الاهتزازات عند استعمالها لأغراض عديدة: ، وذلك لأسبابٍ )ةتكعيبيّ (

؛ وهي إضافةً إلى ذلك سهلة الحساب  ء لاغرانجاستيفاكثيرات حدود توابع   المعطيات، على النقيض من
  عددّ�ً.

  الاستيفاء التكعيبيّ  Splineإنشاء �بع  1.2.3

3mفي حالة   أبعاد الفضاء  فإنّ عدد 3 [ , ]nS a b  3يساويn  ولدينا �لمقابل ،
1n  شرط استيفاء { ( ) ,0 }i is x y i n    يتبينّ من الاستيفاءيجب أن يحققّها �بع ،

من بين جميع استيفاء وحيد ما بغية تحديد �بع ذلك أنهّ لدينا درجتا حريّة إضافيّتان يتعينّ علينا استغلاله

توابع الفضاء  3 [ , ]nS a b.  
والذي يجعل بدوره �بع الاستيفاء  7المبرهنـة في  (26)تُستغلّ درجتا الحريّة ها�ن لتحقيق الشرط 

  ا:ويجري ذلك بعدّة أشكال منه (S3)يحقق شرط الطاقة الأصغريةّ 
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1   حالة �بع الـSpline  اختيار الشرطين: ويوافق )أو الحرّ (الطبيعي  

  ( ) ( ) 0s a s b    (28)  

2   حالة �بع الـSpline  معرفة قيم ميل المماس عند طرفي ا�ال التـاّم ويوافق[ , ]a b:  

  ( ) ( ) , ( ) ( )s a f a s b f b      (29)  

3   حالة �بع الـSpline  تحقق شَرطيّ تساوي قيم المشتق الأول والثاني عند الدَوريّ ويوافق
]طرفي ا�ال  , ]a b:  

  ( ) ( ) , ( ) ( )s a s b s a s b      (30)  

�Spline بع تعيين نعرض فيما يلي كيفيّة  3 [ , ]ns S a b يحقق شروط استيفاء لاغرانج  

  ( ) , 0, ,i is x y i n    

]عند طرفي ا�ال  -إضافةً لذلك-ويحقق  , ]a b  (30)، (29)، (28)إحدى مجموعات الشروط.  

]1ليكن  , ]i ix x  مجالاً جزئياً من مجالات التجزئة  

0 1 na x x x b      

  نعرّف الرموز التالية:

  
1

1

1 1

,

( ) , ( )

i i
i i i i

i

i i i i

y y
h x x m

h
p s x p s x




 


  

  
  

)نرمز بـ  )is x  عند طرفي ا�ال استيفاء هرميت المحقق لشروط وحيد اللكثير الحدود التكعيبي

1[ , ]i ix x :  

  1 1

1 1

( ) , ( )

( ) , ( )
i i i i i i

i i i i i i

s x y s x y

s x p s x p
 

 

 
  

  (31) 

)أنهّ يمكن التعبير عن  (19)نجد من العلاقة  )is x :لصيغة التاليـة�  



السادسالفصل   226 

    

  
2

12
1 2

( ) ( ) ( )

2
( ) ( )

i i
i i i i i

i

i i i
i i

i

m p
s x y x x p x x

h
p p m

x x x x
h





    

 
  

  (32) 

,0نلاحظ هنا أنّ كلّ اختيارٍ للقيم  ,np p  استيفاء هرميت قطعي تكعيبي يقابله �بع
: [ , ]s a b   معرّف بمقصوراته  

  1{ : [ , ] , 0, , 1}i i is x x i n      

  من الواضح أنّ هذا التابع يحقّق الخواص التالية:

0أ�ً كان  :أولاً  i n   ّفإن( )i is x y،  
 �نياً: 1 [ , ]s C a b،  
0أ�ً كان  �لثاً: 1i n    ّفإن

1/[ , ]i ix xs


3يتطابق مع �بع كثير الحدود درجته   .  

يكفي أن نعينّ قيم الميول الاستيفاء التكعيبي  �Splineبع سبق، أنهّ لتعيين  نستنتج مما

0, ,np p  ّبحيث يكون �بع المشتق( )s x  مستمراً على ا�ال[ , ]a b:أيْ أنْ يحقق الشروط ،  

  1 1 1( ) ( ), 0 2i i i is x s x i n        (33)  

مرتّين  (32). �شتقاق طرفي العلاقة (30)، (29)، (28) وبحيث تتحقق إحدى مجموعات الشروط
  نحصل على

  
1 1

1 1 2 1 1
1

2
( ) (2 3 )

2
( ) ( 2 3 )

i i i i i
i

i i i i i
i

s x p p m
h

s x p p m
h

 

    


   

   
  

  يؤول إلى (33)ومن ثمّ فإنّ شرط الاستمراريةّ 

2 1
1

1 1 1

1 1
2 3 , 0 2i ii i
i

i i i i i i

p mp m
p i n

h h h h h h
 


  

                  
  (34) 

1nتشكّل هذه الشروط جملة مكوّنة من   معادلة خطيّة ��اهيل:  

0, ,np p  
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نحصل عليهما من الشروط التي تحدد نوع  لإكمال تحديد �بع استيفاء وحيد يلزمنا معادلتين إضافيّتين
  :�Splineبع الـ 

  في حالة �بع الـSpline  المعادلتين: (28)تعطينا الشروط الطبيعي  

  0 1 0

1 1

2 3

2 3n n n

p p m

p p m 

    
  (35)  

  في حالة �بع الـSpline  0تكون قيم التـاّمp  وnp .معلومة 

  في حالة �بع الـSpline المعادلتين: (30)تعطينا الشروط  الدّوري  

  
0

1 1 1 0
0

1 1 0 0 1 0

0

1 1
2 3

n

n n

n n n

p p

p p m m
p

h h h h h h
 

  

                         

  (36) 

  كما يلي:  )التّام Splineفي حالة �بع الـ (تكتب جملة المعادلات الخطيّة هذه 

   
 

 

 

0 1 1

1 1 2

2

2 2 1

1 1 1 12

2
1 1 12

1

21 1 12
1

n

n n n

h h h

h h h

h
n

h h h n

A

p

p

p

p



  





                                              

 
  
 



1

2

2

1

n

n

c

c

c

c

c




                          







  (37)  

  حيث

  

0 1 0
1

0 1 0

1

1

2 1
1

2 1 1

3

3 , 2 2

3

i i
i

i i

n n n
n

n n n

m m p
c

h h h
m m

c i n
h h
m m p

c
h h h





 


  

                                  

  



السادسالفصل   228 

    

فهي إذن قلوبة متناظرة وثلاثيّة الأقطار وذات قطر رئيس مسيطر تماماً  Aنلاحظ هنا أنّ المصفوفة 
نبرهن وجود ووحدانيّة  �لأسلوب نفسه،. و التّام موجودٌ ووحيدالاستيفاء  �Splineبع وهذا يثبت أنّ 
  .الدوري Splineو�بع الـ الطبيعي  Splineكلٍّ من �بع الـ 

1تزود� المبرهنة التالية بتحديدٍ من الأعلى لقيم الميول  1( )i i np    بدلالة الخطوة الأعظمية  

0 1
max i
i n

h h
  


  

  القيمةو 

1 1
max i
i n

c c
   


  

Aللجملة الخطيّة  pيحقق الحل الوحيد  :8 مبرهنـة p c   المتراجحة التالية: (37)المعرّفة �لعلاقة  

  
2i
h

p     (38)  

حيث 
1 1

max i
i n

c
  

   إضافةً لذلك، المصفوفةA  0خُذْ (قلوبـة (.  

1ليكن  :الإثبـات 1n   دليلاً تتحقق عنده المساواة:  

  1 1 1
max i
i n

p p p
  

   
Aمن الجملة  تكتب المعادلة الممثلّة �لسطر  p c   :كما يلي  

  
11

1 1

1 1
2

pp
p c

h h h h


 

          


 
     

  �خذ القيمة المطلقة للطرفين نحصل على

  
1 1

1 1 1 1
2 p p
h h h h 

                     
   

  

  ومنه نجد أنّ 

   11

1

max ,

2 2

h hh h h
p

h h





     


  


 

  

وذلك لأنّ  1 12min ,h h h h     .      
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  :1لنعيد معالجة معطيات الشكل  مثـال:

  {(0, 1),(2,1),(4,6),(5,0),(8,2),(10,5)}  

  لدينا في هذا المثال:

  
0 1 2 3 4

5

2, 2, 1, 3, 2

n

h h h h h

      
  

0مع إضافة الشرطين �م تكعيبي  Splineالاستيفاء �ستخدام �بع  أولاً: 0p   5و 1p .  
  الشكل: (37)في هذه الحالة، �خذ الجملة الخطيّة 

  

2112 0 0
42 1
571 3 1 0 22 4

8 1 520 1 33 3 3
1 5 3140 0
3 3 12

p

p

p

p

                                                            

  

  تقبل هذه الجملة الحل الوحيد:

  

1

2

3

4

906 / 259,

1809 / 518,

5721 / 1036,

1375 / 518

p

p

p

p


 
 


  

  الموافق لمعطيات المسألة: التـام Splineالـ على صيغة �بع  (32)ومن ثمّ، نحصل من العلاقات 

  

2 3

2 3

2 3

2 3

2 3

1 0.249 0.375 0 2

11.985 19.477 9.489 1.249 2 4

258.996 183.759 41.319 2.986 4 5

172.543 75.165 10.465 0.467 5 8

160.888 48.539 4.831 0.16 1

( )

4 8 0

x x x

x x x x

x x x x

x x

s

x x

x x x x

x

    

    

     

    

     



  

  والذي نوضّحه �لرسم البياني التالي
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  طبيعيتكعيبي  Splineالاستيفاء �ستخدام �بع  �نياً:

 (35)إضافةً لشرطي النهاية الحرةّ  (34)في هذه الحالة، يمكن التعبير عن مجموعة الشروط 
  التالية: �لجملة الخطيـّة [0,10]عند طرفي ا�ال 

  

2 1 30
1/2 2 1/2 21/41

1/2 3 1 57/42
1 8/3 1/3 52/33

1/3 5/3 1/2 35/124
1 2 9/25

p
p
p
p
p
p




                                                                      

  

  تقبل هذه الجملة الحل الوحيد:

  
656 8161 16033

0 1 22283 2283 4566

1168750255 2215
3 4 59132 4566 2283

, ,

, ,

p p p

p p p

         

  

  الموافق لمعطيات المسألة: الطبيعي Splineال ـعلى صيغة �بع  (32)ومن ثمّ، نحصل من العلاقات 

  

3

2 3

2 3

2 3

2 3

1 0.287 0.322 0 2

11.448 18.960 9.336 1.234 2 4

258.607 187.582 41.299 2.985 4 5

173.974 75.967 10.611 0.475 5 8

137.148 40.704 3.973 0.13 1

( )

2 8 0

x x x

x x x x

x x x x

x x

s

x x

x x x x

x

    

    

     

    

     



  

  بياني التاليوالذي نوضّحه �لرسم ال

2

2

4

6

2 4 6 8 10
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 Splinesالـ توابع بالاستيفاء دراسة خطأ  2.2.3

0لتكن  1 na x x x b      تجزئةً للمجال[ , ]a b  و: [ , ]f a b   
�بعاً قابلاً للاشتقاق. وليكن  3 [ , ]ns S a b  بع الـ�plineS :التّام المحقّق للشروط  

  0 0

( ) ( ), 0

( ) ( ),

( ) ( )

i i

n n

s x f x i n

s x f x

s x f x

       

  

حيث تحقق الميول  (32)هذا معرّفٌ �لصيغة  Splineرأينا في الفقرة السابقة أنّ �بع الـ 
 ip  0إضافةً إلى الشرطين  (34)المعادلات 0( )p f x  و( )n np f x نريد في هذه .

)الفقرة أن ندرس الخطأ  ) ( )f x s x  على ا�ال[ , ]a b.  

ين وذلك فاء في تقسيم عبارة الخطأ إلى جزأتكمن الفكرة الأساسيّة في دراسة خطأ الاستي
]1كعيبي على مجالٍ جزئي هرميت الت ءاستيفا�دخال �بع  , ]i ix x   ولنرمز إليه بـ( )iq x  وهو محدد

  �لشروط:

  1 1

1 1

( ) ( ) , ( ) ( )

( ) ( ) , ( ) ( )
i i i i i i

i i i i i i

q x f x q x f x

q x f x q x f x
 

 

        
  

إذا استبدلنا القيم  (32)ويمكن التعبير عنه أيضاً �لصيغة  ( )if x  لقيم� ip وعندها يمكننا .
]1تجزئة عبارة الخطأ على مجالٍ  , ]i ix x   إلى مجموع حدّين يمثّل الأول فيهما خطأ استيفاء هرميت

)التكعيبي  ) ( )if x q x  والذي درسناه سابقاً ويمثّل الثاني الفرق بين �بع الـSpline  التّام( )is x 
)و�بع استيفاء هرميت التكعيبي  )iq x :على هذا ا�ال  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i if x s x f x q x q x s x            (39)  

2

2

4

6

2 4 6 8 10
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]4أنهّ إذا كان  ))21(المتراجحة (فيما يتعلّق �لحدّ الأوّل فإننا نعلم  , ]f C a b  فإنّ خطأ
  يت التكعيبي يحقق المتراجحة:استيفاء هرم

  
1

4
(4)

[ , ]
( ) ( ) max ( )

384 i i

i
i

t x x

h
f x q x f t


   (40)  

  وفيما يتعلّق �لحدّ الثاني لدينا

   
1

1 12

1

( )( )
( ) ( ) [( ( ) )( )

( ( ) )( )]

i i
i i i i i

i

i i i

x x x x
q x s x f x p x x

h
f x p x x


 



 
   

  

  (41)  

ومن ذلك يتبينّ أنهّ يلزمنا الحصول على تقدير للمقادير  ( )i if x p .  

]4ليكن  :9 هنـةمبر  , ]f C a b ،max i
i

h h  1حيثi i ih x x  إذا حققت .

)الأعداد  )ip  0إضافةً إلى الشرطين  )34(المعادلات 0( )p f x  و
( )n np f x  ّفإن  

  
3

(4)

[ , ]
( ) max ( )

24i i
x a b

h
f x p f x


     (42)  

0إضافةً لذلك، إذا كانت التجزئة  1 na x x x b      منتظمة
 ( ) /h b a n   5وكان[ , ]f C a b  ّفإن  

  
4

(5)

[ , ]
( ) max ( )

60i i
x a b

h
f x p f x


     (43)  

 )حالة التجزئـة المنتظمة( :الإثبـات

في هذه الحالة تحقق الأعداد  ip المعادلات الخطيّة:  

     1 1 1 12

1 3
4 ( ) ( ) 0

1 1

i i i i ip p p f x f x
h h

i n

       

  
  (44)  
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)للحصول على تقديرٍ للفرق  )i if x p   نقوم بحساب التغيرّات id  الناجمة عن استبدال الأعداد
 ( )if x  لأعداد� ip  (44)في المعادلات:  

   1 1 1 12

1 3
( ) 4 ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

i i i i i id f x f x f x f x f x
h h

i n

         

  
  (45)  

)و�ستخدام صيغة �يلور في النشر المحدود لكلّ من المقدارين  )if x h  و( )if x h  على ،
  سبيل المثال:

  

2 3 4
(4)

415 (5)
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2! 3! 4 !

(1 )
( )d

4!

i i i i i i

i

h h h
f x h f x hf x f x f x f x

t
h f x th t

       


 

  

  نجد

   
3 413 (5) (5)

0

(1 ) (1 )
3 . ( ) ( ) d

3! 4!i i i
t t

d h f x th f x th t
           

  

3التابع  أنّ ا بمو  4(1 ) / 3! 3(1 ) / 4!t t    فإن [0,1]لا يغيرّ إشارته على ا�ال  

  
1 1

3 413 (5)
0 [ , ]

1/30

(1 ) (1 )
3 d 2 max ( )

3! 4 ! i i
i

x x x

t t
d h t f x

 



          



  

  نضع

1 1 1 1( , ) , ( , )T T
n ne e e d d d     

)حيث  )i i ie f x p .  
Aنجد  (45)و  (44)بحساب الفرق بين  e d   حيثA (37)هي مصفوفة الجملة الخطيّة.  

  نجد �8ستخدام المبرهنة 

  
4

(5)

[ , ]
max max ( )

2 60i j
j x a b

h h
e d f x


    

    وهذا ما نريد إثبـاته.
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:إذا كان  :10 مبرهنـة [ , ]f a b    �4بعاً من الصفCوكانت ،  

  0 1 na x x x b      

]تجزئةً ما للمجال  , ]a b  1أطوال الخطوات فيهاi i ih x x   وmax i
i

h h 

الوحيد  �Splineبع الـ فإنّ  3 [ , ]ns S a b :الذي يحقق شروط الاستيفاء  

  0 0 0

( ) ( ), 0

( ) ( )

( ) ( )

i i

n n n

s x f x i n

s x p f x

s x p f x

         

  

  ةـالتالييحقق المتراجحة 

  4 (4)

[ , ]

5
( ) ( ) max ( )

384 x a b
f x s x h f x


   (46)  

)للمجال منتظمة وفي حالة تجزئة  )ih h 5 و[ , ]f C a b يحقق ،s المتراجحة:  

  
4 5

(4) (5)

[ , ] [ , ]
( ) ( ) max ( ) max ( )

384 240x a b x a b

h h
f x s x f x f x

 
    (47)  

 )حالة التجزئـة المنتظمة( :الإثبـات

]1ليكن  , ]i ix x x  لدينا )04(. من المتراجحة )39(، ولنحدّ من الأعلى حدّي العلاقة  

  
1

4 4
(4) (4)

[ , ] [ , ]
( ) ( ) max ( ) max ( )

384 384i i
i

t x x t a b

h h
f x q x f t f t

 
    

  نستطيع أن نكتب (43)و  (41)و�ستخدام العلاقتين 

  

4
1 (5)

2 [ , ]

5
(5)

[ , ]

( )( )
( ) ( ) max ( )

60

max ( )
4 60

i i
i i i

x a b
i

x a b

x x x x h
q x s x h f x

h

h
f x







 
 




  

    جحتين السابقتين نستنتج المطلوب.من المترا
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  :مثـال
  لنتفحّص مرةّ أخرى مسألة الاستيفاء في حالة التابع

  
2

1
( ) , 1 1

1 25
f x x

x
   


  (48)  

  الاستيفاء التـام في حالة التجزئة المنتظمة: Splineولنحسب �بع 

  1 2 / , 0,1, ,ix i n i n      

]عمليّة الاستيفاء وخطأ تقريب الاستيفاء على ا�ال  9يبينّ الشكل  1,1] :عندما  

  {3, 9, 27, 81}n   

 3n  9n  27n  81n 

max 0.683error  max 0.143error 
max

30.255 10error  max

50.163 10error   
  .fالاستيفاء التّام للتابع  Spline: توابع 9كل الش

  التكعيبيّة B-Splinesتوابع  الاستيفاء �ستخدام 4.
  B-Splinesتوابع  1.4.

  لتكن
   3 0 3n nx x x x

a b
              (49)  

  متتالية من النقاط المرتبّة على المحور الحقيقي.

1من الدرجة  Splines-Bوابع الـ تعُرّف ت k :بعلاقة التدريج  
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1

,0

1
, , 1 1, 1

1 1

1
( )

0

( ) ( ) ( ), 1

i i
i

i ki
i k i k i k

i k i i k i

x t x
B t

else

x tt x
B t B t B t k

x x x x



 
  

   

              

  

1يبرهن أنهّ أّ�ً كان  k فإنّ التوابع  

  , :i kB    

هي توابع من الفضاء  1kC    وأنّ مقصور التابع,i kB  على كلّ مجالٍ من ا�الات
 1 1[ , ], ,[ , ]i i i k i kt t t t     يتطابق مع �بع كثير الحدود درجتهk  ،من �حية �نية .

,يكون  ( ) 0i kB t   1عندما[ , ]i i kt t t  .  

3kفي حالة   3,تكون التوابع ت( )iB t  من أجزاء كثيرات حدود من الدرجة الثالثة على
مجالٍ من ا�الات كل  1 1 2 2 3 3 4[ , [,[ , [,[ , [,[ , [i i i i i i i it t t t t t t t        وتكون معدومة

]4خارج ا�ال  , ]i it t  تعُرَف هذه التوابع �سم توابع .Splines-B  خواص التكعيبيّة. لهذه التوابع
  يدة نذكر منها:عد

]4أ�ً كانت  - , ]i it t t   ّ30,فإن ( ) 1iB t  

 التكعيبيّة تجزئة للواحد: B-splinesتشكّل توابع الـ  -

  
1

,3
3

( ) 1, [ , ]
n

i
i

B t t a b




   

التوابع  - ,3iB .ًمستقلّة خطيا  

  مثال:

)في حالة تجزئة منتظمة  1)n :  

 , 3 3ix i i n      

تمثّل التوابع  ,3( ), 3 0iB t i    كما هو مبينّ في الشكل   [0,1]تجزئة للواحد على ا�ال
  التالي:
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نلاحظ هنا أنّ مقصورات التوابع  ,3( ), 3 0iB t i    تشكّل  [0,1]على ا�ال

أساساً لفضاء توابع كثيرات الحدود  3 [0,1] . 3,3تشكّل التوابع 1,3{ , , }nB B   ًأساسا

للفضاء  3 [ , ]nS a b  (49)الموافق للتجزئة.  

3لح فيما يلي استخدام الكتابة نصط 1{ , , }nB B  .للتعبير عن هذا الأساس  

  والاستيفاء التابعي B-Splinesتوابع  2.4.

ليكن  3 [ , ]ns S a b يمكن التعبير عن التابع .s   خطيكتركيب  

  
1

3

( ) ( )
n

i i
i

s t B t



   

3 �لأساس 1{ , , }nB B  . نبحث في مسألة الاستيفاء عن �بعspline :يحقق الشروط  

  ( ) , 0i is x y i n    

  أو بشكلٍ مكافئ

  
1

3

( ) 0
n

i i i i
i

B x y i n



     (50)  

10.80.60.40.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2
0B3B

1B

2B

i
i

B

43210123

3B

2B 1B

0B
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نحصل على جملة معادلات  (50)للمعادلات  {(30),(29),(28)}�ضافة شَرطين من أحد الأنماط 
3nخطيّة مؤلّفة من    ً3بـ  معادلةn   ً3 مجهولا 1{ , , }n  .  

  اختيار الشرطين: ويوافق )أو الحرّ (الطبيعي  Splineحالة �بع الـ  أولاً:

  
3 3 2 2 1 1

3 3 2 2 1 1

( ) 0 ( ) ( ) ( ) 0

( ) 0 ( ) ( ) ( ) 0n n n n n n

s a B a B a B a

s b B b B b B b

     

     

                  

  

  ة، تكتب جملة المعادلات الخطيّة الموافقة لمسألة الاستيفاء �لشكل:في هذه الحال

3 2 1 3

3 0 2 0 1 0 2

3 2 1

3 2 1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
n n n n n n

n n n n

B a B a B a

B x B x B x

B x B x B x

B b B b B b

   

   

  

   

                                                  


   



0

0

0
n

y

y

                    




  

]معرفة قيم ميل المماس عند طرفي ا�ال ويوافق التـاّم  Splineحالة �بع الـ  �نياً: , ]a b:  

3 3 2 2 1 1

3 3 2 2 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n

s a f a B a B a B a f a

s b f b B b B b B b f b

     

     

                          

  

  عادلات الخطيّة الموافقة لمسألة الاستيفاء �لشكل:في هذه الحالة، تكتب جملة الم

3 2 1 3

3 0 2 0 1 0 2

3 2 1

3 2 1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
n n n n n n

n n n n

B a B a B a f a

B x B x B x

B x B x B x

B b B b B b

   

   

  

   

                                                   


   



0

( )
n

y

y

f b

                     



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تحقق شَرطيّ تساوي قيم المشتق الأول والثاني عند طرفي ويوافق الدَوريّ  Splineحالة �بع الـ  �لثاً:
]ا�ال  , ]a b:  

 

 

3 3 2 2 1 1

3 3 2 2 1 1

3 3 2 2 1 1

3 3 2 2 1 1

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0

n n n n n n

n n n n n n

B a B a B a
s a s b

B b B b B b

B a B a B a
s a s b

B b B b B b

     

     

     

     

                       


                   




  

  لة المعادلات الخطيّة الموافقة لمسألة الاستيفاء �لشكل:في هذه الحالة، تكتب جم

3 2 1 3 2 1

3 0 2 0 1 0

3 2 1

3 2 1 3 2 1

( ) ( ) ( ) 0 0 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0 0 0

0

0

0 0 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0 0 ( ) ( ) ( )

n n n

n n n n n n

n n n

B a B a B a B b B b B b

B x B x B x

B x B x B x

B b B b B b B b B b B b

     

  

  

     

                         









 


3

2 0

1

0

0
n

n

y

y







                                                                       

 
 
 

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  ارينـتممسائل و  5.

)التربيعي الموافق للتـابع  ءعينّ كثير حدود الاستيفا .1.5 ) lnf x x 10]عند النقاط, 11, 12].  
11.1xلمرتكب عند النقطة أعط قيمة تقديريةّ للخطأ ا أولاً:   إذا استخدمنا تقريب التابعln x 

  بكثير الحدود الاستيفائي التربيعي.
  .xادرس تغيرّات إشارة الخطأ بدلالة اً:ني�

0برهن أنّ �بع الفروق المقسومة  .2.5 1( , , , )n
nf x x x   هو �بعٌ متناظر ؛ أيْ أنهّ أً� كان

,0,1}�موعة الأدلّة  التبديل  , }n  ّفإن  

(0) (1) ( ) 0 1( , , , ) ( , , , )n n
n nf x x x f x x x        

لتكن  .3.5 (0,3 / 2) , (1 / 4,1) , (1 / 2,1 / 2) أنشئ جدول الفروق .
  .المقسومة الموافق للمعطيات 

)عينّ صيغة نيوتن لكثير حدود الاستيفاء  أولاً: )p x .الموافق لهذه المعطيات  
)  مولّدة �لتابع الحقيقي  نفترض أنّ المعطيات  اً:ني� ) 1 cos(2 ) / 2f x x   أثبت .

  صحّة المتراجحة:

  
3

0 1/2
max ( ) ( )

144 3x
f x p x

 


   

1aلتكن  ..54 x b   تجزئةً للمجال الحقيقي[ , ]a b وليكن .: [ , ]f a b    ْبعاً عُلِمت�
  قِيمَه:

1 1( ), ( ), ( ), ( )f a f x f x f b  
3pأثبت أنهّ يوجد �بع كثير الحدود  أولاً:   ء التالية:يحقق شروط الاستيفا وحيد  

  1 1 1 1

( ) ( )

( ) ( ), ( ) ( )

( ) ( )

p a f a

p x f x p x f x

p b f b

     

  

  عينّ صيغة نيوتن لهذا التابع واكتب عبارة خطأ الاستيفاء في هذه الحالة.
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,11نفترض الآن  �نياً: 0, 1a x b    وندرس حالة التابع .
2

1
( )

1
f x

x



.  

( )i  هذه الحالة.عينّ كثير حدود الاستيفاء في  

( )ii  أوجد قيمة الخطأ الأعظمي للاستيفاء، أيْ قيمة المقدار
2

1
max ( )

1a x b
p x

x 



.  

0لتكن التجزئة  .5.5 1 nx x x  2، حيث n:لندرس التابع .  

  
0

( )
( ) ( ) , ( )

( )

n
j

i i
i jj ii

x x
x x x

x x


  

    

( )a  ارسم( )x  في حالة التجزئة{ 1,0,1}.  
( )b  ّ1ه أ�ً كان برهن أن[ , ]j jx x x  ّفإن  

  
1

0

( 1) 1
( ) ( ),

( 1)

n j i

i i i i j
i

i j
x x

i j

 




          
   

( )c  بينّ أنّ للتابع( )x  ٍ1قيمة محليّة أعظميّة وحيدة في كلّ مجال[ , ]j jx x.  
  

  Lebesgueعينّ قيم ثوابت لوبيغ  6.5.

  
[ 1,1] 0

max ( ) , 1,2,3,
n

n i
x i

x n
  

      

( )a  نتظمة:المتجزئة الفي حالة  

1 2 , 0k
k

x k n
n

      

( )b  تشيبيشف في حالة نقاطChebyshev:  
2 1

cos , 0
2 2k
k

x k n
n

     
  
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  ليكن التابع 7.5.

  
3 0

( )
0 0

x x
f x

x

   
  

  نعرّف مؤثر الفرق �لعلاقات
2( ) ( 1) ( ), ( ) ( ( )),g x g x g x g x g x          

  احسب الفروق

  2 3 4( ), ( ), ( ), ( ) ( )f x f x f x B x f x      

)برهن أنّ  أولاً: )B x  هو �بعSpline ) يسمّىlineSp-B(  ذو حامل متراص) أي أنهّ ينعدم
  .)خارج مجالٍ محدود

)احسب قيم  �نياً: )B x  عندماx   .وارسمه  
  

  لتكن التجزئة 8.5.
  0 1 2 1 ( 1)n na t t t t t b n        

0نرمز بـ 
1[ , ]a b قيقيّة المستمرةّ على ا�ال للفضاء الشعاعي المكوّن من التوابع الح[ , ]a b  والتي

تتطابق مقصورا�ا على كلّ مجالٍ جزئي  1 1 1
[ , ]i i i n
t t    

مع كثير حدود من الدرجة  
1   1وتكون �بتة على كلّ من[ , ]a t و[ , ]nt bرّف فضاء التوابع. نع  

   1
0 1

/] , [[ , ] : , 0
i it tX f C a b f C i n


      

0ما هو عدد أبعاد الفضاء  أولاً:
1[ , ]a b ؟  

0برهن أنهّ أ�ً كان  �نيـاً:
1[ , ]s a b   وأ�ً كانf X :ّفإن  

  
1

( ) ( )dt ( ) ( )
i

nb
t ia

i

s t f t s f t


        

  حيث
  ( ) ( ) ( ) lim ( ) lim ( )

i
i i

t i i
t t t t

s s t s t s t s t 
 
 

          
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)1ليـكن  �لثـاً: , , ) n
ny y y   .وليكن  

   : ( ) , 1, ,y i iI f X f t y i n      

0أنّ  برهـن
1[ , ] { }ya b I     وأنّ التابع :يحقق الخاصّة التاليـة  

     2 2
( ) dt min ( ) dt

y

b b

a af I
t f t


     

] بلاً للاشتقاق مع الاستمرار مرتّين على ا�ال�بعاً قا f ليكن .9.5 1,1]I   عينّ كثير حدود .
) ءالاستيفا )p x  1من الدرجة  المنشأ على النقطتين  0 0, ( )x f x  و 1 1, ( )x f x 
0حيث  11 1x x   .  

  أثبت أنّ  أولاً:

  1
max ( ) ( ) max ( )

2x I I
f x p x f

 
      

0حيث  1max ( )( )
x I

x x x x


   .  

  ؟�ًّ صغر أ  المقدار التي تجعل قيمة 1xو  0xقيم عينّ  �نيـاً:

0لتكن  .10.5 1{ , , , }nx x x :مجموعة أعداد حقيقيّة مختلفة، ولتكن مسألة الاستيفاء التالية 
  نبحث عن �بع من النمط

  
0

( )
n jx

n jj
p x c e


   

  ويحقق
  ( ) , 0,1, ,n i ip x y i n    

0حيث  1{ , , , }ny y y .سألة.لهذه المل ووحدانية الحوجود ادرس  قيمٌ معطاة  

)ثير الحدود التربيعيّ لنطرح مسألة تعيين ك .11.5 )p x :والمحقّق للشروط  
  0 0 1 1 2 2( ) , ( ) , ( )p x y p x y p x y     

0حيث  2x x  0و 1 2{ , , }y y y  أنّ الأعداد ولنفترض  معطاة. حقيقيّةمجموعة قيم

0 1 2{ , , }x x x حقيقيّة.  
  ؟لهذه المسألةحلّ وحيد  كون هناكي الشروط الواجب تحققها حتىّ  هي ما
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:ليكن  .12.5 [ , ]f a b    �4بعاً من الصفC على ا�ال[ , ]a b. ولتكن  

1a x b   

)أثبت أنهّ يوجد �بع كثير الحدود  أولاً: )p x  3درجته  يحقق الشروط:  

  1 1

1 1

( ) ( )
( ) ( ), , ( ) ( )

( ) ( )

p x f x
p a f a p b f b

p x f x

      
  

] فيما يلي أنّ نفترض  , ] [ 1,1]a b  ، 1 0x .  

)عينّ صيغة لـ  �نياً: )p x .شبيهة بصيغة لاغرانج في الاستيفاء  

  أثبت أنّ  اً:لث�

  
4

(4)1
[ 1,1], ( ) ( ) ( ), [ 1,1]

4! x
x

x f x p x f


          

    
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  السابعالفصل 
  ومعالجة المعطيات العددية التوابعتقريب 

 التقريب المنتظم أو تقريب تشيبيشف § 1.

  كثيرات الحدود المتعامدة  § 2.

 التقريب بطريقة الوسطي التربيعي § 3.

 معالجة المعطيات العدديةّ § 4.

 مسائل وتمـارين § 5.

f:لتابعٍ حقيقي  لتعيين قيمةٍ عدديةّ I    ٍمعرّفٌ على مجالI   يلزمنا معرفة ،
صيغةٍ تقريبيّةٍ له قابلةٍ للحساب. تُـعَرَّفُ التوابع في أغلب الأحيان، �شكالٍ شتىّ، تتضمّن تكاملات 
ومتسلسلات صحيحة. إنّ مثل هذه التعاريف مفيدة في دراسة مميّزات هذا التابع ولكنّها عموماً لا 

  شكّل طريقةً فعّالة لحساب قيمه العدديةّ.ت

بدلاً من تخزين جدولٍ بقيمه  fبوجهٍ عام، يستحسن استخدام صيغة تقريب تحليليّة للتابع 
ها صيغة العدديةّ واستعمال الاستيفاء في تعيين قيمٍ تقريبيّة له. هناك العديد من صيغ التقريب التابعيّة، من

الأسهل تناولاً من الناحيتين النظريةّ والعمليّة. وهناك أيضاً صيغ التقريب الكسرية  الحدود التي تعدّ  كثيرات
ولكنّ دراستها النظريةّ على درجةٍ من التعقيد، �لمقارنة مع  ،التي تسمح �نشاء طرائق فعّالة في التقريب

  كثيرات الحدود، لا تسمح لنا بعرضها في إطار هذا البحث.

اً، ننوّه إلى إمكان استعمال طرائق التقريب التي تنتج توابع كثيرات الحدود قِطَعياً شبيهةً وأخير 
  رأيناها سابقاً. �لتي

  التقريب المنتظم أو تقريب تشيبيشف 1.

ليكن  C [ , ]a b  ّالفضاء الشعاعي المكوّن من التوابع المستمرة: [ , ]f a b   هذا . نزوّد
  )Chebyshev أو نظيـم تشيبيشِفْ (الفضاء بنظيـم التقـارب المنتظـم 
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[ , ]
sup ( )
x a b

f f x
 
  

)نسمّي التطبيق  , ) ( , )f g d f g f g


   ذا النظيم. نعرّف المسافة له الموافق�بع المسافة
بين �بعٍ  C [ , ]f a b  والفضاء [ , ]n a b  المكوّن من توابع كثيرات الحدود التي لا تزيد درجتها

  �لعلاقة: nعن 

  ( , ) inf ( , ) inf
n n

n
p p

d f d f p f p
 

  
 

  

ليكن  [ , ]a b  الحدود على ا�ال  كثيراتفضاء توابع[ , ]a b ّإن . [ , ]a b  ٌفضاء
شعاعيٌ جزئي من فضاء التوابع المستمرة  C [ , ]a b برهن فايرشتراس .Weierstrass  1885عام 

أنّ الفضاء  [ , ]a b   كثيفٌ في الفضاء C [ , ]a b أيْ أنهّ يمكن تقريب أيّ �بعٍ مستمر ،
 C [ , ]f a b  نتظامٍ على ا�ال�[ , ]a b  و�لدقّة التي نريد بتابع كثير الحدود [ , ]p a b  

 كما تبينّ المبرهنة التالية.

 1مبرهنـة  Weierstrass  

أ�ً كان  C [ , ]f a b 0، وأ�ً كان   جد �بع كثير الحدود ، يو [ , ]p a b  
  بحيث يكون

 [ , ], ( ) ( )x a b f x p x      
  ..Atkinson Kendall E [12]للاطلاع على إثبات المبرهنة، راجع 

من الناحية العمليّة، نبحث عن أفضل تقريب للتابع  C [ , ]f a b  في فضاء كثيرات الحدود
nدرجتها  التي لا تتجاوز  نعرّف .  

  ( ) ( , ) inf inf max ( ) ( )
n n

n n
p p a x b

f d f f p f x p x
   

          
  

وهنا نتساءل عن وجود �بع كثير حدود  [ , ]n np a b  :ّيحقّق شرط المسافة الأصغرية  

  ( )n nf f p


    

   ، نطرح التساؤلات:وفي حال وجود مثل هذا التابع

  اصّه المميّزة؟ وكيف يمكن إنشاؤه؟هل هو وحيد؟ وما هي خو 
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 )التقريب المنتظم الأمثل( 2مبرهنـة 

nأّ�ً كان    ّاً وحيد اً �بع هناك ، فإن  [ , ]n np a b   ّيحقّق شرط المسافة الأصغرية
للتابع  C [ , ]f a b  عن الفضاء [ , ]n a b ،أي  

  ( ) ( , )n n nf d f f p


     

  .Davis Philip J., Chapter VII [38]للاطلاع على إثبات المبرهنة، راجع 
]على ا�ال  nمن المرتبة  fللتابع �بع التقريب المنتظم الأمثـل  npنسمّي كثير الحدود  , ]a b.  

)منتظم للتابع  لننظر في مسألة إيجاد أفضل تقريب :1 مثـال ) xf x e  على ا�ال[ 1,1]  بتابع
كثير الحدود  1 1 [ 1,1]p  .  

1نضع  0 1( )p x a a x بع الخطأ: ، ونعرّف� 

0 1( ) ( ), 1 1xx e a a x x        

 

( )y p x xy e

3
x

x

y

11 2
x1x 

 .xeنتظم للتابع التقريب الخطي الم :1الشكل 

)من الواضح أنّ  )x ينعدم عند نقطتين ولنقل  

1 21 1x x     

  . وهكذا يكون1)انظر الشكل (

1 1 1
max ( )
x

x
  

    

1حيث  2( ) ( ) 0x x   .  
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3
x

1 1
x

y

2
x1

x

1


1
  

  .xeطأ في حالة التقريب الخطّي المنتظم للتابع الخ :2الشكل 

)نلاحظ في هذا المثال أنّ القيمة المطلقة لتابع الخطأ  )x  1تبلغ القيمة الأعظميّة  عند ثلاث نقاط
  :2)انظر الشكل (

1 3 1 1( 1) , ( ) , (1)x           

1 حيث 3 2x x x  وبما أنّ التابع .( )x  3يمتلك عند النقطةx  ّقيمةً محلّية صغرى فإن

3( ) 0x نشكّل المعادلات الأربع الموافقة لهذه الشروط فنجد .  

3 3

1
0 1 1 0 1 1

0 1 3 1 1

( ) ( )

( ) 0x x

e a a e a a

e a a x e a

        

     
  

  ت غير الخطيّة السابقة حلاً وحيداً يعطى �لعلاقات:تقبل المعادلا

0 1 3 1
1

1

3 1

1 131
1 2

(1 ) 1.2643

1.1752
2

ln ( ) 0.1614

( ) 0.2788
4

e

a x a

e e
a

x a

x
e e e



 

            









  

  ومنه
  1( ) 1.2643 1.1752p x x  

}3نلاحظ من المثال السابق أنّ الخطأ الأعظمي يتناوب �لإشارة عند النقاط  1, ,1}x.  
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يب وتناوب إشارة �بع الخطأ نعرض مبرهنتين، لتوضيح أهميّة التوزيع المنتظم للخطأ على مجال التقر 
)تسمح الأولى منهما بتقدير قيمة خطأ التقريب المنتظم  )n f  دون الحاجة إلى تعيين �بع التقريب

)المنتظم  )np x.  

 3مبرهنـة  deLa ValléePoussin 

ليكن  [ , ]f C a b  وn   إذا وجد �بع كثير الحدود . [ , ]nq a b   يحقق
  الشروط:

  ( ) ( ) ( 1) , 0 1j
j j jf x q x e j n       

0حيث  1( )j j ne     حيثو   واحدةإشارةٍ جميعها من أعدادٌ حقيقيّة غير معدومة و 

0 1( )j j nx    ال أعدادٌ واقعة في ا�[ , ]a b بحيث يكون  
  0 1 1na x x x b      

  عندئذٍ يكون
  

0 1
min ( )j n n
j n

e f f p f q
   

       

  لنفترض جدلاً أنّ : الإثبـات
  

0 1
( ) minn j

j n
f e

  
   ( )  

وهذا يعني وجود �بع كثير الحدود  [ , ]np a b  يحقق  

  
0 1

( ) minn j
j n

f f p e
   

     

r  نضع  q p  . ّإنr  هو �بع كثير الحدود درجتهn .على الأكثر  
0jeأنّ  )لتبسيط العرض فقط(نفترض    0أ�ً كان 1j n   هنا. لدينا:  

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0

( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

[ ( ) ( )] 0

r x q x p x f x p x f x q x

f x p x e

     
   

  

)وذلك اعتماداً على الافتراض  )وكذلك لدينا ،  

  1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] 0r x q x p x f x p x e       
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)وهكذا، و�لتدريج نبرهن أنّ إشارة العدد  )jr x  1هي( 1)j  أً� كانت قيمة الدليل
0 1j n   هذا يعني أنّ �بع كثير الحدود .( )r x  2قد غيرّ إشارتهn   ّمرةّ ومن ثمّ فإنه

1nيمتلك    جذراً حقيقياً في ا�ال[ , ]a b ّوبما أن ، [ , ]nr a b   فإننّا نستنتج أنّ هذا
0rمستحيل إلاّ إذا كان    ْأيp q  وهذا مخالفٌ للافتراض( ).    

 4مبرهنـة  Chebyshev Alternation Theorem  
ليكن  [ , ]f C a b ،n   ، [ , ]n np a b   بع التقريب المنتظم الأمثـل�
  الخاصّة المميّزة التالية: �npبع التقريب  يحقق. عندئذٍ، nالمرتبة من  fللتابع 

2nعلى الأقلّ  ناكه  :نقطة مختلفة  

  0 1 1na x x x b      

  تحقق شرط التناوب:

  ( ) ( ) ( 1) ( ), 0 1, { 1,1}j
j n j nf x p x f j n            

  .nوقيمة  fفقط �لتابع  حيث تتعلّق قيمة 

  .Davis Philip J., Chapter VII [38]للاطلاع على إثبات المبرهنة، راجع 

 nعندما تزداد قيمة  fللتابع  npاً، لكي نوضّح درجة تقريب كثير الحدود الأمثلي وأخير 
  .D. Jacksonنعرض المبرهنة التالية والتي تنسب إلى 

 5مبرهنـة  Jackson 

ليكن  [ , ]kf C a b ،0 k نفترض أنّ المشتق .( )kf يحقق الشرط:  

  ( ) ( ), ( ) ( )k ka x y b f x f y M x y


        

0 يكون يثوبح M ،0 1   ٍتحقق المتراجحةت . عندئذ:  

  ( ) , 1k
n k

M d
f n

n 


    

  .nولا يتعلّق �لعدد  fلا يتعلّق �لتابع  �بتٌ  عددٌ  kd يثح
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 ريمس خوارزميـّة  Rémès 1934 

يمكن تعيين �بع التقريب المنتظم الأمثـل  [ 1,1]n np    للتابع C [ 1,1]f   
الثانية. تقوم هذه الخوارزميّة على خاصّة التناوب  Rémèsستخدام طريقة تكراريةّ تسمّى خوارزميّة �

. تتلخّص هذه الخوارزميّة �لخطوات 4المبرهنة التي يتميّز �ا �بع التقريب المنتظم الأمثـل كما هو مبينّ في 
  التالية:

0(S 2nتار نخ  (  :ًعدداً مختلفا  
0 1 11 1nx x x        

1(S نعينّ كثير الحدود   ( [ 1,1]np    والعدد الحقيقيE  بحيث تتحقق
  المعادلات الخطيـّة:

  ( ) ( ) ( 1) , 0 1i
i if x p x E i n       

0اختيار الأعداد مع مراعاة  1( )i i nx     ٍ0بحيث نحصل على عددE  تمثّل هذه .
2nالمعادلات جملة معادلات خطيّة عددها    ا�اهيل فيها العددE  وأمثال �بع كثير

الحدود  [ 1,1]np  .  

2(S 2nنقوم بتعيين   (  :ًعدداً جديدا  
0 1 11 1nz z z        

fبحيث يكون للتابع  p  ًعند كلّ نقطة قيماً أمثليـةًّ محلّيـةizوبحيث يكون ،  

   ( ) ( ) ( ) ( ) 0, 0 1i i i if x p x f z p z i n        

  قابلاً للاشتقاق فإنّ ذلك يقتضي لزوماً أن يكون fعندما يكون التابع 

( ) ( ) 0, 1i if z p z i n      
1nzو  0zوكذلك الأمر �لنسبة للنقطتين    1,1إذا وقعتا في ا�ال  � . لإضافة إلى

  ذلك، يجب أن تحقق القيم الأمثليـّة هذه الشرط:

0 1
max ( ) ( )i i
i n

f p f z p z
   

    

3(S )وخواص النقاط  3المبرهنة لدينا، استناداً إلى   ( )iz:المتراجحة المزدوجة التالية ،  
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  min ( ) ( ) ( ) max ( ) ( )i i n i i
i i

m f z p z f M f z p z        

Mفإذا كانت النسبة 
m

)التابع  كوني حينهاف 1قريبةً �لقدر الكافي من القيمة   )p x بما  اً قريب

  فمثلاً، يمكن استعمال الشرط: .ويتوقف التكرار�بع التقريب المنتظم الأمثـل فيه الكفاية من 

1.05
M
m
  

)قف. أمّا إذا لم يتحقّق هذا الشرط فإننّا نضع كشرطٍ للتو  ) ( )i ix z  ونعود إلى الخطوة

1(S ). 

  ملاحظـة
0يجري عادةً الاختيار الابتدائي للأعداد  1( )i i nx     خوارزميّةفي Rémès  :كما يلي  

  cos , 0 1
1i

i
x i n

n

 
        

  

)ومن ثمّ، فإنّ التقريب الأوّل  )p x يعطى �لعلاقة  

  1
02

1

( ) ( ), 1 1
n

k k
k

p x c c T x x


      

  حيث

   0 1
1

1
( ) 2 ( )cos / ( 1) ( 1) ( )

1

n
k

k i n
i

c f x f x i k n f x
n 



               
  

)0تمثّل التوابع  )k kT  توابع كثيرات الحدود لتشيبيشف المعرّفة �لعلاقة:  

   1( ) cos cos ( )kT x k x  

  من العلاقة Eويتعينّ العدد 

  11 1
0 12 2

1

1
( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

1

n
i n

i n
i

E f x f x f x
n






              
  
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 2مثـال 

ليكن التابع 
2

1
( )

1 25
f x

x



]على ا�ال   1,1].  

5nفي حالة   يمكن أن نختار كتقريبٍ أوليّ لخوارزميّة ،Rémès  كثير الحدود  

  2 4103507 88325 67500
( ) 1 1

119132 29783 29783
p x x x x       

  يتناوب �بع الخطأ عند النقاط
  { 1 , 3 / 2 , 1 / 2 , 0 , 1 / 2 , 3 / 2 , 1}    

15625بين القيمة 
0.131157

119132
E     والقيمةE كما هو موضّحٌ في ،

  .)التكرار الأوّل( 3الشكل 

  
  )على اليسار( pوالتقريب الأولي  fالتابع  :3الشكل 

fتناوب خطأ التقريب  p )على اليمين(.  

  التوقفانطلاقاً من التكرار الأوّل السابق �ستعمال شرط  Rémèsخوارزميّة تطبيق  بمتابعة

1.01
M
m
  

  نحصل بعد ثلاث تكرارات فقط على النتائج المبيّنة في الجدول التالي:

  

/

1 0.131157 0.313144 2.39001

2 0.216140 0.222664 1.03018

3 0.217146 0.21717 1.00015

iteration E f p M m







  

f

: 1iteration

p
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  :Rémèsالشكل التالي يوضّح نتائج التكرارين الثاني والثالث لخوارزميّة

 

 
  .Rémèsنتائج تكرار خوارزميّة :4الشكل 

  :نحصل بعد ثلاث تكرارات لهذه الخوارزميّة على النتائج التاليةومن ثمّ 

  
2 4

5

5

( ) 0.78283 3.11208 2.58486

( ) 0.21717

p x x x

f

 





  

  المتعامدة الحدودكثيرات   2.
[ليكن  , [a b  مجالاً مفتوحاً من ) وليكن )�لضرورةمحدوداً ليس .:] , [ ]0, [w a b  

 ويحقّق ) عندها ينعدمموجب تماماً �ستثناء مجموعة مهملة من النقاط التي �بع مستمر (�بع وزن 
  :الشرط

  , ( )d
b n

a
n x w x x     

نرمز بـ  ] , [E a b وّن من التوابع للفضاء الشعاعي المكf  المستمرةّ على ا�ال] , [a b  والتي
 تحقق الشرط:

  2
( ) ( )d

b

a
f x w x x    

نلاحظ هنا أنّ الفضاء  ] , [E a b  يحتوي على توابع كثيرات الحدود. نزوّد هذا الفضاء �لجداء السلّمي
  الطبيعي

  , ( ) ( ) ( )d
b

w a
f g f x g x w x x   

f

p

: 3iteration

f

p

: 2iteration
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. 2Lللنظيم الملحق به ؛ وهذا ما يعرف �سم نظيم الوسطي التربيعي أو نظيم  2ونرمز بـ 
)22ترمز الكتابة  , )d f g f g  .إلى �بع المسافة الموافق 

,نسبة للجداء السلّمي كثيرات الحدود المتعامدة �ل  ؤديت
w

   على فضاء التوابع ] , [E a b 
دوراً هاماً في العديد من مسائل التحليل العددي كما رأينا في بحث الاستيفاء من خلال الخواص المفيدة 

التقريب �لوسطي لكثيرات حدود تشيبيشف، وفي مسألة التقريب المنتظم وكذلك الحال في مسألة 
  وكذلك، سنرى تطبيقات هامّة لها عند البحث في مسألة التكامل العددي. )الفقرة التالية(التربيعي 

,تبينّ المبرهنة التالية وجود متتالية من كثيرات الحدود المتعامدة �لنسبة للجداء السلّمي 
w

  
في الفضاء  ] , [E a b تكون هذه المتتالية وحيدة في حال تحقق شَرطيّ توافق الدرجة مع الدليل وكون .

  كثيرات الحدود واحديةّ أو نظاميّة.

 6مبرهنـة  Gram-Schmidt 

)متتالية وحيدة من توابع كثيرات الحدود الواحديةّ  ناكه )n n  :تحقق الشروط  

 
deg( )

, 0,
n

n m w

n

n m

      




  

,كثيرات الحدود المتعامدة الواحديةّ �لنسبة للجداء السلمي   nتسمّى التوابع 
w

 .  
  الإثبـات

)ننشئ المتتالية  )n n   لتدريج مستخدمين في ذلك طريقة�Gram-Schmidt نضع .

0( ) 1x   ّ0وذلك لأن  يجب أن يكون واحد�ً. نفترض الآن أنّ العناصر

0 1 1, , , n    ّقد أنُشِئت. بما أنdeg( )i i   فإنّ هذه العناصر تشكّل أساساً للفضاء

1n.  
  من الشكل: nن العنصر إذن، يمكن البحث ع

1

,
0

( ) ( )
n

n
n j n j

j

x x x



      

  إنّ الشرط
, 0, 0n k w

k n      
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  يقتضي أن يكون لدينا
1

,
0

2
, 2

, 0 , ,

,

n
n

n k k j n j kw ww
j

n
k k n kw

x

x




        

    

  

 ومنه نستنتج أنّ 

, 2
2

,n k w
k n

k

x 
 


  

)المتتالية  ملاحظة: )n n  نّها غير نظاميّة بوجهٍ عام، وتشكّل المتتاليةمتعامدة ولك:  

2

, 0n
n

n
n


  


  

  .أساساً متعامداً نظامياً لفضاء كثيرات الحدود 

  الحدود المتعامدة كثيراتبعض خواص  1.2.

  سواء. نعرض في هذه الفقرة بعض الخواص المفيدة لهذا الفصل وللفصول القادمة على حدٍّ 

 7مبرهنـة 
)إذا كانت  )n n  الواحديةّ والمتعامدة �لنسبة للجداء السلّمي  متتالية كثيرات الحدود

,
w

 :فإّ�ا تحقّق علاقات التدريج التاليـة ،  

1 2( ) ( ) ( ) ( ), 2n n n n nx x x x n           
  حيث

2
1 1 1 2

2 2
1 22 2

,
,n n nw

n n

n n

x   

 

  
   

 
  

  الإثبـات

1nxكثير الحدود إنّ      واحدي درجتهnولذلك يمكننا أن نكتب ،  
1

1
0

n

n n k k
k

x





       
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  حيث

  2
1 2
, , 0 1n k k kw

x k n         

  لدينا من تعريف الجداء السلّمي

  1 1 1, , ( ) ( )d
b

n k n k n kw w a
x x x x x x           

3nفإذا كان  k   ّفإن  
  2k nx     

  أنّ ومنه نستنتج 

  1, 0n k w
x    

  ن غير معدومين:، على الأكثر، مَثَلاثمّ يكون هناك ومن

1 1
1 2

1 2

1 2
2 2

2 2

,

,

n n w
n n

n

n n w
n

n

x

x

 




 




 
   



 
 



  

  ولدينا أيضاً 
2 1 2,n n nx q q         

  إذن،

  2 2
1 2 1 1 12 2
, ,n n n n nw w
x q             

2nوهذا يقتضي كون  n   ومن ثمّ يكون  

  1 1 2n n n n n nx             

    المطلوب.إثبات وبذا يتمّ 
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 8مبرهنـة 

[�بع وزنٍ على مجالٍ  w ليكن , [a b ولتكن ،( )n n  الواحديةّ  متتالية كثيرات الحدود
,لجداء السلّمي والمتعامدة �لنسبة ل w  أ�ً كانت قيمة .n   يمتلك كثير الحدود ،n  ًجذورا

[واقعة كلّها في ا�ال  nحقيقيّةً مختلفةً عددها , [a b.  
  الإثبـات

  لتكن

1 2, , , kx x x  

[الواقعة في ا�ال  nالمختلفة للتابع الحقيقيّة الجذور  , [a b  بدرجات مضاعفة

1 2, , , km m m على الترتيب. عندها يكون  

  1 deg( )k nm m n      
  نضع

  

1

mod 2, 1 ,

( ) ( ) , deg( )i

i i
k

i
i

m i k

q x x x q k n



       


  

n فإنّ كثير الحدود ومن ثمّ  q   يقبلix  جذوراً له في ا�ال] , [a b  بدرجات مضاعفة زوجيّة تساوي

i im  و�لتالي، فإنّ إشارته تبقى �بتة في ا�موعة ،:  

1] , [\{ , , }ka b x x  

  ن ذلك نستنتج أنّ وم

, ( ) ( ) ( )d 0
b

n nw a
q x q x w x x     

1nوبما أنّ  n    ّفإن  

deg( )q n  

kومن ثمّ يكون  n  1ويكون 1km m  .    



 تقريب التوابع ومعالجة المعطيات العددية 259

    

  حالات شهيرة من كثيرات الحدود المتعامدة 2.2.

، التي تتطرّق إليها مسائل التحليل العددي، كثيرات الحدود تعامدةالممن أشهر كثيرات الحدود 
  التاليـة:

   كثيرات حدود لوجندرLegendre  

)توافق هذه الحالة اختيار �بع الوزن  ) 1w x  على ا�ال] 1, 1[  تعطى كثيرات .
  الحالة �لعلاقات الحدود المتعامدة في هذه

  2
0

1 d
( ) 1, ( ) ( 1) , 1

2 ! d

n
n

n n n
p x p x x n

n x
     

  فعلى سبيل المثال، لدينا

  2 33 1 5 3
0 1 2 32 2 2 2
( ) 1, ( ) , ( ) , ( ) ,p x p x x p x x p x x x        

  
0كثيرات حدود لوجندر:  4, ,p p.  

[كثيرات حدود لوجندر، إضافةً لكو�ا متعامدة على ا�ال   تحقق 1, 1[ :الخواص التالية ،  

  

1 1

2
2

2

deg ( )

(1) 1

2
,

2 1
2 1

( ) ( ) ( )
1 1

d d
( 1) ( ) 2 ( ) ( 1) ( ) 0

dd

n

n

n n w

n n n

n n n

p x n

p

p p
n
n n

p x x p x p x
n n

x p x x p x n n p x
xx

 








 



 

   








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   كثيرات حدود تشيبيشفTchebychev  

توافق هذه الحالة اختيار �بع الوزن 
2

1
( )

1
w x

x



[على ا�ال  1, 1[ .  

  :الخاصّة التاليةمتتالية كثيرات الحدود المتعامدة  تحققعندئذٍ، 
1[ 1,1], ( ) cos( cos ), 0nx T x n x n      

  ولكثيرات حدود تشيبيشف خواص عديدة أهمّها:

  0 0

1 1

deg( )

(1) 1

,

, / 2, ( 1)

( ) 2 ( ) ( ), 1

n

n

w

n n w

n n n

T n

T

T T

T T n

T x xT x T x n 










 
  

  

  

  بحساب بسيط، واعتماداً على ما سبق نجد

  2 3
0 1 2 3( ) 1, ( ) , ( ) 2 1, ( ) 4 3 ,T x T x x T x x T x x x        

  
0كثيرات حدود تشيبيشف:  4, ,T T.  

   كثيرات حدود لاجرLaguerre  
)ار �بع الوزن توافق هذه الحالة اختي ) xw x e 0[على ا�ال, [.  

  عندئذٍ تشكّل توابع كثيرات الحدود

  d
( ) ( ), 0

! d

x n
n x

n n

e
L x x e n

n x
    
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  متتالية متعامدة نظاميّة، فعلى سبيل المثال لدينا:

  
21

0 1 2 2
3 21 3

3 6 2

( ) 1, ( ) 1, ( ) 2 1

( ) 3 1,

L x L x x L x x x

L x x x x

      

     
  

  
0د لاجر: كثيرات حدو  4, ,L L.  

  وتحقق كثيرات حدود لاجر الخواص التالية:

  
1 1

2

2

1
( ) (2 1 ) ( ) ( ), 1

1 1
d d

( ) (1 ) ( ) ( ) 0
dd

n n n

n n n

n
L x n x L x L x n

n n

x L x x L x n L x
xx

      
 

    
  

   كثيرات حدود هرميتHermite  

)�2/2بع الوزن  اختيارهذه الحالة  توافق ) xw x e على ا�ال] , [ .  
  تعطى كثيرات حدود هرميت �لعلاقات عندئذٍ 

   2 2/2 /2d
( ) ( 1) , 0

d

n
n x x

n n
H x e e n

x
    

  منها على سبيل المثال:

  

0

1
2

2
3

3

( ) 1,

( ) ,

( ) 1,

( ) 3 ,

H x

H x x

H x x

H x x x




 

 


  

0
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0كثيرات حدود هرميت:  3, ,H H.  

  وهي تحقق الخواص التالية:

22 /2

1 1
2

2

1

( ) d ! 2

( ) ( ) ( ) 0

d d
( ) ( ) ( ) 0

dd
d

( ) ( )
d

x
n

n n n

n n n

n n

H x e x n

H x x H x n H x

H x x H x n H x
xx

H x n H x
x

 


 



  

    

   

 









  

  التقريب بطريقة الوسطي التربيعي 3.

[) التقريب �لوسطي التربيعي لتابعٍ  ألةمس تتلخّص , [)f E a b كثير  �بع عن �لبحث 
n الحدود nr   الشرط: يحقق  

  
1/2

2
2 2
( , ) inf inf [ ( ) ( )] ( )d

n n

b
n ar r

d f r f r f x r x w x x
 

        
  

  .nلمرتبة من ا fللتابع أفضل تقريب �لوسطي التربيعي  nrيسمّى 

)0 لتكن )n n الطبيعي السلمي للجداء �لنسبة النظاميّة المتعامدة الحدود كثيرات  من متتالية 
,
w

 ، نّ إ أي  

 
1,

,
0,n m nmw

n m

n m

       
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nr حدود كثير  نعلم في هذه الحالة أنهّ يمكن كتابة أيّ    لشكل�:  
  0 0( ) ( ) ( )n nr x b x b x      

  يكون عندئذٍ،

  2 2
002

[ ( ) ( )] ( )d ( , , )
b n

j j nja
f r f x b x w x x G b b


       

 الوسطاء قيم عن البحث إلى fي للتابع عالتقريب �لوسطي التربي مسألة ؤولوبذلك ت

0{ , , }nb b 0 المقدار تجعل التي( , , )nG b b  ًأصغر�.  
  أنّ  هنا نلاحظ

  0
0 0

0 ( , , ) ,
n n

n j j j j
j j w

G b b f b f b
 

        

  ومنه نجد أنّ 

  

 

0
0 0 0

2 2
2

0 0

2 22
2

0 0

( , , ) , 2 , ,

2 ,

, ,

n n n

n j j i j i jw w w
j i j

n n

j j jw
j j
n n

j j jw w
j j

G b b f f b f b b

f b f b

f f f b

  

 

 

     

   

        

 

 

 



  

)0 المقدار أنّ  نستنتج ثمّ  ومن , , )nG b b كان  إذا وفقط إذا أصغر�ً  يكون  

  , , 0j j w
b f j n     

  �لعلاقة: وحيدة بطريقة ويعينّ  موجودٌ �لوسطي التربيعي  ينتج من ذلك أنّ كثير حدود التقريب

  
0

( ) , ( )
n

n j jw
j

r x f x


    

22وتكون قيمة المسافة الأصغريةّ 
inf

n
n r

f r f r


 


  عندئذٍ محددة �لعلاقة: 

   
1
2

22 2 2

2 2 2 2
0

,
n

n j nw w
j

f r f f f r


 
       
  

  
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  من ذلك نستنتج العلاقة:

 
2 2 2
2 2 2n nf r f r   

على فضاء توابع كثيرات  fقريب �لوسطي التربيعي ليس إلاّ المسقط العمودي للتابع إنّ الت ملاحظة:
  .nالحدود 

  
 .nالإسقاط العمودي على الفضاء  :3الشكل 

 3 مثـال

)2ابع لنبحث في تقريب الت ) 1 / (1 25 )f x x   على ا�ال[ 1,1]  ستخدام طريقة�
nالتقريب �لوسطي التربيعي واعتماد كثيرات حدود لوجندر المتعامدة، أي أن نعينّ  nr    المعرّف

  �لصيغة

1
0 2

( ) , ( ) ,
n

k
n k k kw

k k

p
r x f p p x p

p


       

  حيث
1

1

2 1
, ( ) ( )d

2k k
k

f p f x p x x



 

  

2}في الحالات  nrنقوم بحساب التقريب  : 1 4}in i   6و  5. يبينّ الشكلان 
  بيان هذه التقريبات وبيان �بع الخطأ في كلّ حالةٍ.

 

2n  4n  8n  16n   
  التقريب بطريقة الوسطي التربيعي. 5:الشكل 

f

nr
0

n

E
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2
0.5

n
err




4
0.3

n
err




8
0.15

n
err




16
0.03

n
err


  

  أخطاء التقريب بطريقة الوسطي التربيعي. 6:لشكل ا

  دراسة عامّة لمسألة التقريب �لوسطي التربيعي 1.3

  نكتب مسألة التقريب �لوسطي التربيعي �لشكل

  2
2

min min ( )
n n

f
r r

f r r
 

  
 

  

  هو الشكل التربيعي المعرّف �لعلاقة: fحيث 

  ( ) , 2 , ,f r r r f r f f             

nيكون  nr    حلاً لمسألة التقريب �لوسطي التربيعي إذا وفقط إذا حقق الشرط

( ) 0f nr :ْأي ،  
  , , ,n nr r r f r         

}0ليكن  , , }n   أساساً للفضاءnوليكن ،  

  0 0( ) ( ) ( )n n nr x x x        
  صيغة الحل وفق هذا الأساس. عندئذٍ، نستطيع التعبير عن الشرط السابق �لكتابة

  
0

, , , 0
n

j j i i
j

f i n 

           

  فإذا وضعنا

     0 0 ,
, , , , , ,

T
n j i i j n

f f    
              
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يؤول حل المسألة إلى حل الجملة الخطية       حيث 0, , n   .  

يعطى �لعلاقة  ومن ثمّ يكون للمسألة حلٌ وحيدٌ  متناظرة ومعرّفة موجبة المصفوفة نلاحظ أنّ 
1     0. كما نلاحظ أنهّ في الحالة التي يكون فيها الأساس{ , , }n   ًمتعامداً نظاميا

nIتؤول الجملة الخطيّة إلى       ّأيْ أن    وهذا يعني أنّ كثير حدود التقريب �لوسطي
  التربيعي هو

  0 0( ) , ( ) , ( )n n nr x f x f x             

  وهذا ما وجد�ه سابقاً.

  التقريب �لوسطي التربيعي متتاليةتقارب  2.3

 يعيتقارب متتالية التقريب �لوسطي الترب تبينّ المبرهنة التالية  1n n
r


إلى  nعندما تسعى  

  .fمن التابع  اللا�اية

 9مبرهنـة 
[إذا كان ا�ال  , [a b  ًفإنّ  محدودا

2
lim 0n
n

f r


 .  

  الإثبـات
  :وفق المسافة fإلى التابع  nهو أقرب عنصر من فضاء كثيرات الحدود  nrنعلم أنّ 

  2 2
( , )d f r f r   

  ومن ثمّ يكون

  1 22 2 2n
f r f r f r         

0من جهةٍ أخرى، ليكن    كثير حدود   ناكه نة فايرشتراس فإنّ اختيار�ً. استناداً لمبره
Q    من درجة معيّنة ولنقلm يحقق  

  
1/2

max ( ) ( ) , ( )d
b

aa x b
f x Q x c w x x

c 

         

  يكون لدينا mrوحسب تعريف التقريب 
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2 2
1/2

2

1/22

2

( ) ( ) ( )d

( ) d

m

b

a

b

a

f r f Q

f x Q x w x x

w x x
c

  

       
    
  

 





  

  ينتج مما سبق أنّ 

  
2

, nn m f r      

    وبذا يتمّ المطلوب.

  معالجة المعطيات العدديةّ 4.

  نعالج في هذه الفقرة مسألة معطياتٍ �بعيّة تقريبيّة كبيرة العدد من الشكل:

  {( , ), ( ) 1 }i i i ix y y f x i m   

  �بعٌ مجهول معرّف على مجال يحوي النقاط fحيث 

1 2{ , , , }mx x x  

)}يمرّ بيانه بجوار النقاط و  , ) : 1 }i ix y i m :نعرض فيما يلي طريقتين لمعالجة هذه المسألة .  

  في معالجة المعطيات التابعيّة. التربيعات الصغرىطريقة  

  التمليس طريقة(Lissage)  ستخدام توابع الـ�Splines.  

  طريقة التربيعات الصغرى 1.4.

)على الترتيب  mو  nفضاءَين شعاعيين عدد أبعادهما  Wو  Vليكن  )n m وليكن .
{ : 1 }iv i n   أساساً في الفضاءV نفترض أنّ الفضاء الشعاعي .W  مزودٌ بجداءٍ سلّمي

,نرمز إليه �لكتابة    وليكن :ْالنظيم الشعاعي الموافق له، أي  
  1/2, ,x x x x W     
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  ة المعطيات التابعية على النقاط التالية:ترتكز طريقة التربيعات الصغرى في معالج

  نفترض وجود تطبيق خطي متباين (1)

  :T V W  
  ، بمعنى أنهّ يحقق الشرطnرتبته 

  ( ) 0 0T v v    
v. نبحث عن عنصرٍ Wعنصراً محدداً من الفضاء  wليكن  (2) V :يحقق الشرط  

  , ( ) ( )v V T v w T v w      

 �لشرط التالي: اً مميّز لهذه المسألة  اً وحيد حلاً  ناكه يبرهن ضمن هذه الشروط أنّ 

 , ( ), ( ) , ( )v V T v T v w T v        

  لمكافئا الشرطأو 
  ( ), ( ) , ( ) , 1i iT v T v w T v i n        

أنّ  لنفترض
1

n

j j
j

v v


 نضع .  

    1 11 ,
, ( ) , ( , , )ij i i n ni j n   

           

  حيث

  ( ), ( ) , 1 ,

, ( ) , 1
ij i j

i i

T v T v i j n

w T v i n

           
  

vعندئذٍ تؤول مسألة تعيين الحل  V  إلى حلّ جملة المعادلات الخطيّة   .  

  لطريقة التربيعات الصغرى نموذجي يقتطب

1nVليكن    1 فضاء كثيرات الحدود من الدرجةn  و على الأكثر ،mW   
, قليديالإمزوداً �لجداء السلّمي  .  

1ولتكن  2, , , mt t t مجموعة أعداد مختلفة و:T V W :تطبيقٌ خطيّ معرّفٌ �لعلاقة  

  1 1, ( ) ( ( ), , ( ))n mp T p p t p t     
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mzإذا كان     فإنّ مسألة التربيعات الصغرى تتلخّص �لبحث عن �بع كثير الحدود

1np   :يحقق الشرط  

   
1 1

2 2 2

1

( ) min ( ) min ( )
n n

m

i ip p i

T p z T p z p t z
   

    
 

  

)1وإذا كان  , , )nv v  أساساً للفضاءV :ّفإن  

  1

1

( ), ( ) ( ) ( ), 1 ,

( ) 1

m

ij i j i k j k
k

m

i k i k
k

T v T v v t v t i j n

z v t i n





       

    




  

),إذا رمز� �لكتابة  )ij m nA a  :للمصفوفة الحقيقيّة المعرّفة �لعلاقات  
  ( ), 1 , 1ij j ia v t i m j n      

  بفإننا نستطيع أن نكت
  ,T TA A A z       

)نلاحظ هنا أنّ المصفوفة المربعّة  )n    أعمدة المصفوفة (متناظرة ومعرّفة موجبةA  مستقلّة

، وهذا يعني أننّا نستطيع حلّ الجملة الخطيّة )خطياً       إحدى طرائق مباشرةً �ستخدام
  .)مستقرة عدد�ً (التفريق 

)}لنعالج مجموعة المعطيات التابعيّة  :4مثـال  , ) : 1 }i it y i n  حيث  

  
1.5

0.5 ( 1)
, 11

(1 ) ( )

i

i i i

t i
i nn

y f t

          

  

f  0.5]�بعٌ حقيقي معرّف على ا�ال ,   �لعلاقة [2

  
2

2 sin( )
( )

1 ( 3)

x
f x

x

 


 
  

)والمقادير  )i  (0,0.2)هي تحقيقات عمليّة لمتحوّل عشوائي يتبع توزيعاً طبيعياً من النمطN.  ّيبين
)جملة النقاط الممثلّة للمعطيات التابعيّة المشوَّشة  7الشكل  50)n   وكذلك بيان التابعf.  
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  .f: المعطيات التابعيّة والتابع 7الشكل 

3pنستخدم طريقة التربيعات الصغرى في تعيين �بع كثير الحدود    :يحقق الخاصّة  

  
3

50 50
2 2

1 1

( ( ) ) min ( ( ) )i i i ipi i

p t z p t z
 

   


  

. )مجاهيل ةأربع معادلات �ربع( 4 حل جملة معادلات خطيّة مرتبتها وهذا يقود�، وفق ما سبق، إلى
  بحل هذه الجملة نحصل على �بع كثير الحدود

  2 3( ) 1.038 4.682 4.636 1.408p x x x x     
  .fوالذي نوضحّه بيانياً في الشكل التالي مع مجموعة المعطيات المشوّشة وبيان التابع 

 

  �Splinesستخدام توابع الـ  (Lissage)طريقة التمليس  2.4.

نعرض في هذه الفقرة طريقة معالجة معطياتٍ �بعيّة  ( , ) : 1i it y i n   تسمح بتعيين
�بع من الصفّ  2 [ , ]C a b يجعل المقدار  

     2 2

1

( ) d , 0( )
nb

i ia
i

f t t f t y


       

0.5 1.0 1.5 2.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0 0.094f p


 

0.5 1.0 1.5 2.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
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  الحدّ  يؤدّ يأصغر ما يمكن. 

   2( ) d
b

a
f t t  

  الحدّ  يؤدّ يدور مخمّد الاهتزاز ويدفع الحل �تجاه مستقيم التربيعات الصغرى، وعلى عكس ذلك 

   2
1

( )
n

i i
i
f t y


  

)دوراً يقرّب الحلّ من المعطيات ويدفع �تجاه تحقيق المساواة  )i if t y.  أمّا الوسيط  فيهدف إلى
يعني التركيز على أهميّة المعطيات واعتبارها  التوفيق بين الحدّين السابقين: إنّ اختيار قيمة كبيرة للوسيط 

الة اختيار قيمة وفي ح ،ويكون الحل في هذه الحالة أقرب إلى الاستيفاء ،دقيقة وذات مصداقيّة كبيرة
الأخطاء التي تشو�ا كبيرة نسبياً  دّ لل من أهميّة هذه المعطيات ونعضعيفة لهذا الوسيط فهذا يعني أننا نق

  ويكون الحل في هذه الحالة أقرب إلى مستقيم التربيعات الصغرى الموافق لهذه المعطيات.

])2ليكن  , ])C a b تقبل الاشتقاق مع الاستمراريةّ حتىّ المرتبة الثانية فضاء التوابع الحقيقيّة التي 
]على ا�ال  , ]a bولتكن التجزئة ،  

  1 2 , 2na t t t b n       

]للمجال  , ]a b.  
نرمز �لكتابة  2

3 [ , ]a b  إلى فضاء توابعSplines قيّة:قيالمكوّنة من التوابع الح  
: [ , ]s a b    

  التي تحقق الشروط الثلاثة التالية:

(1  مقصورs  على كلّ مجال جزئي 1 1, , 1
[ , ]i i i n
t t   

يتطابق مع �بع كثير الحدود  
  .3درجته أصغر أو يساوي 

(2  مقصورs  1على كلّ من ا�الين[ , ]a t  و[ , ]nt b  يتطابق مع �بع كثير الحدود درجته أصغر
  .1أو يساوي 

(3 2([ , ])s C a b.  

نلاحظ هنا أنّ  2
3 [ , ]a b  2فضاءٌ شعاعيّ جزئي من الفضاء([ , ])C a b  بعده يساويn.  
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  10مبرهنـة 
يمكن التعبير عن أيّ �بع  2

3 [ , ]s a b  :بصيغةٍ من الشكل  

  

 3
0 1

1

1 2

1 1 2 2

( ) ( )
3!

0

0

n
i

i
i

n

n n

t t
s t t d s

d d d

d t d t d t





              





  

  حيث

  ( ) , ( ) ( ) ( )
0

i i
i i i i

t t if t t
t t d s s t s t

else
 



       
  

    إثبات المبرهنة للقارئ. نترك

  ملاحظة:
)إذا كان  )ip t  يرمز إلى مقصور التابعs  1على ا�ال الجزئي[ , ]i it t  0. وكان( )p t  و

( )np t ن مقصورَي التابع يمثّلاs  1على ا�الين[ , ]a t  و[ , ]nt b  على الترتيب فإنهّ يمكن
  بسهولة إثبات علاقة التدريج التالية:

  
3

1
( )

( ) ( ) ( ) , 1
3!
i

i i i
t t

p t p t d s i n


     

  11مبرهنـة 
,1أ�ً كانت القيم  , ny y عنصر وحيد  ناكه 2

3 [ , ]a b   :يحقق المعادلات  

   
( )

1
( ) , 1( ) ( )

i

i ii i

d

t y i nt t 



       
 

  

للعنصر الوحيد من الفضاء  jإذا رمز� بـ  ملاحظة: 2
3 [ , ]a b :الموافق للشروط  

  
11

( ) ( ) , 1
0 .j i i j

if i j
t d i n

else

       
  

  فعندها نستطيع أن نكتب

  
1

n

j j
j

y


    
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 Splines الـ الخواص الحدّية لتوابع 1.2.4

الفضاء تمتاز عناصر  2
3 [ , ]a b  الفضاء توابع بخواص حدّية تكسبها أهميّة خاصّة من بين

 2 [ , ]C a b نلخّص أهمّ هذه الخواص �لمبرهنة التالية: .هاجميع  

[87]راجع ( 12مبرهنـة  LaurentP.J.(  
)1 ليكن , , ) n

ny y y   . وليكن 2
3 [ , ]a b   يحقق  العنصر الوحيد الذي

  الشروط:

   
( )

1
( ) , 1( ) ( )

i

i ii i

d

t y i nt t 



       
 

  

  نعرّف المقدار

  
2

2

1

( )
( , ) ( ) ( ) d ( )

nb i
i ia

i

d s
m s f s t f t t y f t



                
  

  فيكون لدينا:

أ�ً كان  أولاً: 2 [ , ]f C a b  ّفإن  

  
 2

3 [ , ]
( , ) min ( , )

s a b
m f m s f


   

وأي عنصر آخر  2
3 [ , ]a b    يحقق هذه الخاصّة يختلف عن  درجته بكثير حدود

)1. أيْ أنّ 1أصغر أو يساوي  )  .  

أ�ً كان  �نياً: 2
3 [ , ]s a b   ّفإن  

  
 2 [ , ]

( , ) min ( , )
f C a b

m s m s f


   

في هذه الحالة العنصر الوحيد من الفضاء  ويكون  2 [ , ]C a b .الذي يحقق هذه الخاصّة  

  نتــائج
ليكن  2

3 [ , ]a b   عندئذٍ يكون لدينا:11يحقق شروط المبرهنة  الوحيد الذي العنصر ،  
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   أ�ً كان التابع 2 [ , ]f C a b  الذي يحقق شروط الاستيفاء
1, ,

( )i i
i n

f t y




  فإنّ: 

  
2
3

22

1

22

1

1
[ ( ) ( )] ( )

1
min [ ( ) ( )] ( )

nb

ia
i

nb

ias i

t f t dt d

s t f t dt d s



 

        
              




  

وأي عنصر آخر  2
3 [ , ]a b    يحقق هذه الخاصّة يختلف عن درجته  حدود بكثير

)1. أي أنّ 1أصغر أو يساوي  )  .  

   0إنّ اختيارs   يقود� إلى الخاصّة التالية: 12في الجزء الثاني من المبرهنة  

  
 

 
 

2

22

1

22

[ , ] 1

[ ( )] ( )

min [ ( )] ( )

nb

i ia
i

nb

i iaf C a b i

t dt t y

f t dt f t y



 

     

          




  

الحالة العنصر الوحيد من الفضاء  في هذه  ويكون 2 [ , ]C a b .الذي يحقق هذه الخاصّة  

  تعيين �بع الحل  .2.42

)}لتكن  , ) : 1 }i it y i n   مجموعة المعطيات التابعيّة التي نريد معالجتها. نفترض هنا
)1أنّ النقاط  , , )nt t  تعرّف تجزئة للمجال[ , ]a b :من الشكل  

  1 , 2na t t b n      

فإذا كان  2
3 [ , ]a b   أيْ:11يحقق شروط المبرهنة  العنصر الوحيد الذي ،  

  1
( ) ( ) , 1i i it d y i n     


  

  ، يكتب �لشكل:10هنة فإنّ هذا العنصر، واعتماداً على المبر 

  
3

0 1
1

( )
( ) ( )

3!

n
j

j
j

t t
t t d 




        
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حيث تحقق انقطاعات المشتق الثالث  
1i i n

d
 

  الشرطين: 

  
1 1

0, 0
n n

j j j
j j

d d t
 

    

  نحصل على المعادلات الخطيّة التالية: بتطبيق الشروط السابقة على التابع 

  
31

0 1
1

( ) 1
( ) ( ) , 1

3!

i
i j

i j i i
j

t t
t d d y i n






         

  

  �لإضافة للمعادلتين: nتسمح هذه المعادلات وعددها 

  
1 1

0 , 0
n n

j j j
j j

d d t
 

    

0 سطاءلو ابتعيين  1,   1والانقطاعات, , nd d .نضع  
  

  
1

3
2 1 2

3 3
1 1

6 / 0 0

( ) 6 /1
,

06

( ) ( ) 6 / nn n n

d

t t d
D

dt t t t 

                                    



 
   



  

  
1 1

2 2 0

1

1

1
, ,

1 n n

t y

t y
Y

t y

                                            

  
  

  يمكن كتابة جملة المعادلات الخطيّة السابقة �لشكل: عندئذٍ 

  
0T

D Y

D

         
  

  أو �لشكل المصفوفاتي المكافئ
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  5مثـال 

المشروحة أعلاه في معالجة معطياتٍ مولّدة وفق الطريقة التي  (Lissage)لنطبّق طريقة التمليس 
) 4عرضناها في المثال  30)n .  

Splines نعينّ في هذا المثال توابع الـ  2
3 [0.5,2.0]    في الحالات الموافقة لقيم

 الوسيط:

  {10 : 1 6}k k      

  فنحصل على النتائج المبيّنة في الشكل التالي:

  

  

 


1 10

212

1

2

1 2

1

1

1

00 0 1 1 1 1
00 0

nn

nn

t y

yt

d

ydt

dt t t

                                                               

   







0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.5 1.0 1.5 2.0

0.103f


  

210 

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.5 1.0 1.5 2.0

0.242f


  

10 

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.5 1.0 1.5 2.0

0.392f


  

1 

0.5 1.0 1.5 2.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.434f


  

110 
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  .: نتائج المعالجة تبعاً لقيمة الوسيط 8الشكل 
  

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.5 1.0 1.5 2.0

0.248f


  

610 

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.5 1.0 1.5 2.0

0.181f


  

510 

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.5 1.0 1.5 2.0

0.098f


  

410 

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.5 1.0 1.5 2.0

0.064f


  

310 
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  ارينـتممسائل و  5.

:التابع الحقيقي ليكن  ..51 [ 1,2]f    والمعرّف �لعلاقة  

  ( )f x x  

1pأنشئ �بع التقريب المنتظم الأمثل     للتابعf  على ا�ال[ 1,2].  

npثل عينّ �بع التقريب المنتظم الأم .5.2    للتابع الحقيقي: [ 1,1]f    
  المعرّف �لعلاقة:

  
1

1
0

( ) , 0
n

k
k n

k

f x a x a





   

]1ليكن  .5.3 , ]f C a b  و( )p x  بع كثير الحدود بحيث يكون�f p


    
  نعرّف التابع

  ( ) ( ) ( )d ,
x

a
q x f a p t t a x b     

( )a  بينّ أنّ التابع( )q x :هو �بع كثير الحدود ويحقق المتراجحة  

  ( )f q b a


     

( )b  عمّم نتيجة المرحلة( )a التابع  إلى الحالة التي يكون فيها[ , ]nf C a b ( 2)n   ويكون
)فيها  )p x بع كثير الحدود يحقق المتراجحة�:  

  ( )nf p     

)أوجد صيغة تقريب بكثير حدود  )q x .تشتمل على حدّ تكاملي  
( )c  ّنفترض الآن أنf  ّبعٌ من الصف�[ , ]C a b ّ1متتالية  ناكه . برهن أن( )n np   من توابع

  :كثيرات الحدود تحقق الخاصّة

  ( ) ( )0, lim 0j j
n

n
j f p


     
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]2ليكن  .5.4 , ]f C a b ويحقق الشرط  

( ) 0,f x a x b     

1برهن أنهّ إذا كان  0 1( )p x a a x    أفضل تقريب منتظم للتابعf  على ا�ال[ , ]a b 
  فإنّ:

  
0

1

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

( ) ( )

f a f c a c f b f a
a

b a

f b f a
a

b a

                     

  

  هو الحلّ الوحيد للمعادلةcحيث 

  ( ) ( )
( )

f b f a
f c

b a
 


  

1fما قيمة خطأ التقريب  p


؟  

21بينّ أنّ أفضل تقريب منتظم للتابع  .5.5 x  1بتابع كثير الحدود  [0,1]على ا�ال 1p   
  يعطى �لعلاقة:

  1 0 1( )p x a a x    

  حيث

  
1

0

1

1
0.955

2 2
2 1 0.414

a
a

a

    




  

  التقريب التالي:يجاد في إ استخدم هذه النتيجة

2 2
0 1 , 0x y a y a x x y     

  .yواستنتج أفضل تحديد من الأعلى للخطأ في التقريب السابق بدلالة 
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)استخدم طريقة التقريب �لوسطي التربيعي مع �بع الوزن  .5.6 ) 1w x   في إيجاد تقريب للتابع
:الحقيقي  [1, ]f e   :المعرّف �لعلاقة  

  ( ) lnf x x  

1بتابع كثير الحدود من الدرجة  .  

قيمة الوسيط  عينّ  .5.7   المقدار التي نجعل  

  1

0
( ) dxe e x    

  المقدار؟أصغر ما يمكن. ما القيمة الصغرى لهذا 

ليكن  .5.8 [0, ]f C  أوجد تقريباً للتابع .f  0]على ا�ال, ]  بتابع كثير الحدود مثلّثي
  من الشكل

  
0

( ) cos( )
n

j
j

p x a j x


   

)�بع وزن  معتخدام طريقة التقريب �لوسطي التربيعي �س ) 1w x .  

:ليكن  .5.9 [ 1,1]f    بعاً حقيقياً معرّفاً �لعلاقة�  

  
2 1 0

( )
0 1

x x
f x

x x

      
  

2pعينّ �بع كثير الحدود    الذي يجعل المقدار  
1 2

1
( ) ( ) df x p x x


    

  أصغر ما يمكن.
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  نعرّف متتالية التوابع 10.5.

  1
1

( ) ( ), 0
1n nS x T x n

n  


  

)حيث  )nT x  هو كثير حدود تشيبيشف من الدرجةn تسمّى توابع كثيرات الحدود .( )nS x 
  الثاني.كثيرات حدود تشيبيشف من النوع 

)0بينّ أنّ متتالية التوابع  أولاً: )n nS   متعامدة على ا�ال[ 1,1]  لنسبة للجداء السلّمي الموافق�
)2لتابع الوزن  ) 1w x x .  

)0بينّ أن متتالية التوابع  :�نياً  )n nS  تدريج التاليةتحقق علاقة ال:  

  1 1( ) 2 ( ) ( ), 1.n n nS x x S x S x n     

)0وهي ذات العلاقة التي تحققها التوابع  )n nT .  
ليكن  :�لثاً  [ 1,1]f C ابحث في حلّ المسألة التالية ،:  

  
1 22

1
min 1 ( ) ( ) d

np
x f x p x x


     

لتكن  .5.11 
1n n

 يرات الحدود المتعامدة على ا�ال متتالية من كث[ , ]a b  ٍلنسبة لتابع وزن�
( )w xولتكن .  

1 1
n n n
n na z z z b      

[تتوزعّ في ا�ال المفتوح  1n. برهن أنّ جذور العنصر nجذور العنصر  , [a b  بحيث يفصل
  على الترتيب، أي: nبينها جذور العنصر 

  1 1 1 1
1 2 1 1

n n n n n n
n n na z z z z z z b   
         

  :لشكل� n. اكتب nاستخدم التدريج على الدرجة  توجيـه:
( ) , 0n
n n nx A x A     

تخدم علاقة التدريج التي تحققها كثيرات الحدود المتعامدة في حساب قيمة كثيرات الحدود عند واس
)1. لاحظ تغيرّ الإشارة للتوابع nجذور  )n x  1و( )n x.  
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]من الشكل على مجال  )فرد�ً ( اً زوجيو  اً مستمر  اً �بع fليكن  .5.12 , ]a a.  

 برهن أنّ أفضل تقريب منتظم بكثير حدود [ , ]n np a a    من المرتبةn  للتابعf 
]على ا�ال  )فردي على الترتيب(هو �بعٌ زوجي  , ]a a  المرتبة وذلك بِقَطْع النظر عن كون

n .فرديةّ أم زوجيّة  

    
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  ومقابلا�ا �لانكليزيةّ فهرس المصطلحات
 

  العربيّة  الانكليزيةّ
  

  الفصل الأول
floating-point النقطة العائمة 

computer word وحدة ذاكرة 

exponent الأس 

quantum exponent الأس الكوانتي 

significand الدليل 

normal number عدد نظامي 

subnormal number عدد تحت نظامي 

binary formats الأنماط الاثنانية 

decimal formats الأنماط العشرية 

binary encoding الترميز الإثناني 

decimal encoding الترميز العشري 

underflow  ْظاهرة نقص الأس 

overflow  ْظاهرة ز�دة الأس 

unit in the last place وحدة آخر رقم 

rounding تدوير 

stability الاستقرار 

sensitivity الحساسيّة 

well-posed problems مسائلَ جيّدة الطرح 

ill-posed problems مسائلَ سيّئة الطرح 



 فهرس المصطلحات  

    

  العربيّة  الانكليزيةّ
condition number عدد الحساسيّة 

ill-conditioned سيّئة الحساسيّة 

significant digits ّأرقامٌ معنوية 

propagation of Errors انتشار الأخطاء 

error estimation تقدير الخطأ 

relative error الخطأ النسبي 
  

  الفصل الثاني
vector space فضاء شعاعي 

vector subspace فضاء شعاعي جزئي 

base of a vector space أساس فضاء شعاعي 

conjugate transpose المصفوفة المساعدة 

transpose of a matrix منقول مصفوفة 

identity matrix المصفوفة المطابقة 

inverse of a matrix مقلوب مصفوفة 

symetric matrix مصفوفة متناظرة 

hermitian matrix مصفوفة هرميتية 

orthogonal matrix مصفوفة متعامدة 

unitary matrix ّمصفوفة واحدية 

normal matrix  نظاميّةمصفوفة 

trace of a matrix أثر مصفوفة 

permutation matrix مصفوفة تبديل 

determinant محدد مصفوفة 



 فهرس المصطلحات  

 

    

  العربيّة  الانكليزيةّ
eigenvalue قيمة ذاتية 

eigenvector شعاع ذاتي 

matrix spectrum طيف مصفوفة 

spectral radius نصف القطر الطيفي 

linear maps تطبيقات خطيّة 

diagonal matrix  قطريةّمصفوفة 

triangular matrix مصفوفة مثلّثية 

singular value قيمة مميَّزة 

positive definite matrix مصفوفة معرّفة موجبة 

vector norm نظيم شعاعي 

matrix norm نظيم مصفوفاتي 

subordinate matrix norm نظيم مصفوفاتي ملحق 

convex function بع محدّب� 

inner product الجداء السلّمي 

unitary transformation تحويل واحدي 
  

  الفصل الثالث
LR decomposition تفريق LR 

pivot المرتكز القطري 

orthogonal transformations تحويلات متعامدة 

Householder transformations تحويلات هاوسهولدر 

QR factorization تفريق QR 

least squares التربيعات الصغرى 



 فهرس المصطلحات  

    

  العربيّة  الانكليزيةّ
  

  الفصل الرابع
iterative method ّطريقة تكرارية 

Jacobi iterative method ّطريقة جاكوبي التكرارية 

Gauss-Seidel iterative method سايدل التكراريةّ-طريقة غاوص 

successive over-relaxation method  طريقةSOR 

convergence speed سرعة التقارب 

rate of convergence معدّل التقارب 

strictly diagonally dominant matrix  ًمصفوفة ذات قطر مسيطر تماما 

block-tridiagonal matrices  ًالمصفوفات ثلاثية الأقطار كتليا 

block Jacobi method طريقة جاكوبي الكتليّة 

block Gauss-Seidel method سايدل الكتليّة-طريقة غاوص 

block SOR method  طريقةSOR الكتليّة 
  

  الفصل الخامس
sensitivity of eigenvalues حساسيّة القيم الذاتيّة 

sensitivity of eigenvectors حساسيّة الأشعّة الذاتيّة 

power method طريقة القوى 

inverse power method طريقة القوى المقلوبة 

orthogonal iterations method طريقة التكرار المتعامد 

Jacobi method طريقة جاكوبي 
  

  الفصل السادس
interpolation الاستيفاء 



 فهرس المصطلحات  

 

    

  العربيّة  الانكليزيةّ
Lagrange interpolation استيفاء لاغرانج 

Lagrange Interpolation Formula صيغة استيفاء لاغرانج 

Newton Interpolation Formula صيغة استيفاء نيوتن 

divided differences الفروق المقسومة 

Chebyshev polynomials كثيرات حدود تشيبيشف 

Runge phenomenon ظاهرة رونج 

Lebesgue constant  بت لوبيغ�� 

Hermite interpolation استيفاء هرميت 

piecewise function بع قِطَعي� 

local interpolation الاستيفاء المحلّي 

global interpolation الاستيفاء الشامل 

spline function بع السبلاين� 

natural cubic spline function بع السبلاين التكعيبي الطبيعي� 

complete cubic spline function بع السبلاين التكعيبي التام� 

periodic cubic spline function بع السبلاين التكعيبي الدوري� 

uniform subdivision تجزئة منتظمة 

energy curvature طاقة الانحناء 
  

  الفصل السابع
uniform approximation التقريب المنتظم 

Chebyshev alternation theorem مبرهنة تشيبيشف في التناوب 

orthogonal polynomials كثيرات الحدود المتعامدة 

Legendre polynomials كثيرات حدود لوجندر 



 فهرس المصطلحات  

    

  العربيّة  الانكليزيةّ
Chebyshev polynomials كثيرات حدود تشيبيشف 

Laguerre polynomials كثيرات حدود لاجر 

Hermite polynomials كثيرات حدود هرميت 

least squares approximation  التقريب �لوسطي التربيعي 

numerical data processing ّمعالجة المعطيات العددية 

least squares التربيعات الصغرى 

smoothing splines method طريقة التمليس بتوابع السبلاين 
  

  الفصل الثامن
approximation by spline curves  التقريب بمنحنيات السبلاين� 

interpolation by spline curves  الاستيفاء بمنحنيات السبلاين 

open curve منحني مفتوح 

closed curve منحني مغلق 

regularized least-squares التربيعات الصغرى المعُايرَة 
  

  الفصل التاسع
numerical integration التكامل العددي 

integration formulas صِيَغ تكاملية 

composite integration formulas صِيَغ تكاملية مركّبة 

Newton–Cotes integration formulas كوتس التكاملية-صِيَغ نيوتن 

symmetric integration formulas متناظرة يّةصِيَغ تكامل 

degree of precision of  integration formula  مرتبة صيغة تكامليّة 

mean value القيمة الوسطيّة 

integral mean value القيمة الوسطيّة التكامليّة 



 فهرس المصطلحات  

 

    

  العربيّة  الانكليزيةّ
Peano kernel نواة بيانو 

midpoint method طريقة نقطة الوسط 

trapezoidal method طريقة شبه المنحرف 

Simpson's method طريقة سيمبسون 

Gaussian quadrature method طريقة غاوص التكامليّة 

Gauss-Legendre formula لوجندر-صيغة غاوص 

Gauss-Chebychev formula تشيبيشف-صيغة غاوص 

Romberg quadrature method طريقة رومبرغ التكامليّة 

Richardson Extrapolation استقراء ريتشاردسون 

adaptive numerical quadrature method الطريقة التكيّفيّة في التكامل العددي 

improper integrals التكاملات المعتلّة 
  

  الفصل العاشر
standard quadrilateral ر�عي الأضلاع المعياري 

standard triangle مثلّث معياري 
  

  الفصل الحادي عشر
Cauchy problem مسألة كوشي 

successive approximation method طريقة التقريبات المتتالية 

one-step numerical methods  الخطوةالطرائق العددية وحيدة 

Euler method طريقة أولر 

trapezoidal method طريقة شبه المنحرف 

explicit methods الطرائق الصريحة 



 فهرس المصطلحات  

    

  العربيّة  الانكليزيةّ
implicit method الطرائق الضمنيّة 

Runge-Kutta methods كو�-طرائق رونج 

truncation error خطأ الاقتطاع 

consistency condition شرط الاتساق 

multi-step numerical methods الطرائق العددية متعددة الخطوات 

set of ordinary differential equations جملة معادلات تفاضلية عادية 
  

  الثاني عشرصل فال
boundary value problems مسائل القيم المحيطية 

finite difference method طريقة الفروق المنتهية 

shooting methods طرائق التسديد 

Lipschitz condition شرط ليبتشز 

finite element method طريقة العناصر المنتهية 
  

  الفصل الثالث عشر
nonlinear algebraic equations المعادلات الجبريةّ غير الخطيّة 

order of convergence  مرتبة التقارب 

one-step fixed point methods طرائق النقطة الثابتة وحيدة الخطوة 

dichotomy method  التنصيفطريقة 

chord method طريقة الوتر 

Newton method طريقة نيوتن 

secant method طريقة القاطع 

multiple root جذر مضاعف 

uncertainty region منطقة الشك 



 فهرس المصطلحات  

 

    

  العربيّة  الانكليزيةّ
roots of polynomials جذور كثيرات الحدود 

Muller's method طريقة مولر 
 

  الفصل الرابع عشر
optimization الأمثلة 

optimum حلٍّ أمثلي 

maximum قيمة حديةّ عظمى 

minimum قيمة حديةّ صغرى 

mathematical programming البرمجة الر�ضيّة 

operational research البحوث العملياتيّة 

global minimum نقطة صغرى شاملة 

local minimum نقطة صغرى محليّة 

coercive function بع قسري� 

convex set مجموعة محدّبة 

convex function بع محدّب� 

numerical unconstrained optimization الأمثلَة العددية بدون قيود 

critical point نقطة حرجة 

saddle-point نقطة سرجيّة 

directional derivative مشتق موجّه 

descent direction اتجاه انحدار 

steepest descent انحدار أعظمي 

gradient methods ّطرائق التدرج 

steepest descent method طريقة الانحدار الأعظمي 



 فهرس المصطلحات  

    

  العربيّة  الانكليزيةّ
fixed-step descent method طريقة الانحدار بخطوة �بتة 

Jacobian matrix المصفوفة اليعقوبيّة 

numerical constrained optimization الأمثلَة العددية مع قيود 

admissible region منطقة الحل 

admissible direction اتجاه مقبول 

qualified constraints قيود مؤهّلة 

projected gradient algorithm خوارزميّة التدرجّ مع الإسقاط 

stationary point نقطة لامتغيرّة 
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